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VI  Vorwort. 

Erstens  Mitberücksichtigung  der  konischen  Pendelung  des  Ge- 
schosses, also  vor  allem  des  Einflusses  yon  Drall-  und  Geschosslänge 
bei  der  Näherungslösung  des  ballistischen  Problems,  wobei  sich  die 
mathematische  Definition  der  wahren  Querschnittsbelastung  im  Gegen- 
satz zu  der  bisher  meist  benutzten  reducirten  Querschnittsbelastung  yon 
selbst  aufdrängt  Zweitens  Aufstellung  einer  Stabilitätsbedingung, 
d.  h.  einer  Bedingung  dafür,  dass  das  Geschoss  bei  seinem  Flug  durch 
die  Luft  sich  nicht  überschlägt;  —  es  ist  dies  eine  mit  Tabelle  ver- 
bundene Gleichung ,  welche  vielleicht  manchem  Gewehrtechniker  er- 
wünscht sein  wird,  da  sie  ihm  viele  theure  und  zeitraubende  Versuche 
ersparen  oder  wenigstens  seine  Versuche  in  die  richtige  Bahn  leiten 
kann  (8.  und  9.  Abschn.).  Drittens  nähere  Untersuchung  der  Bahn 
der  Geschossspitze  während  einer  konischen  Pendelung  (§  29).  —  Diese 
Bahn  durch  das  Experiment  mittelst  eines  sehr  sinnreichen  Verfahrens 
zu  untersuchen,  hat  Herr  Neesen  erst  begonnen.  Durch  mathematische 
Berechnung  erhielt  der  Verfasser  im  Gegensatz  zu  andern  Ballistikern 
für  die  Bahn  der  Geschossspitze,  bezogen  auf  den  festgedachten  Schwer- 
punkt und  bezogen  auf  den  Schützen  als  Beobachter,  einen  Kreis, 
dessen  Radius  sich  stetig  vergrössert  und  dessen  Mittelpunkt  bei 
unseren  rechtsdrehenden  Drallsystemen  sich  auf  der  rechten  Seite  der 
Flugbahnverticalebene  schief  abwärts  bewegt  und  der  somit  durch  eine 
einfache  punktweise  Gonstruction  geometrisch  festzulegen  ist.  Viertens  ein 
Vorschlag  zur  Berechnung  neuer,  mehr  empirischer,  ballistischer  Tafeln 
(14.  Abschn.).  Fünftens  eine  einfache  graphische  Construction  der 
Flugbahn,  wobei  man  nur  nothig  hat,  entweder  das  ballistische  Problem 
ohne  Bücksicht  auf  die  Schwere  zu  lösen  oder  die  empirische  Tabelle 
von  Krupp  zu  verwenden  (§  19). 

Eine  Zusammenstellung  der  mechanischen  Hilfsmittel  der  theore- 
tischen Ballistik  dürfte  Manchem  willkommen  sein  (15.  Abschn.). 

Zum  ersten  Mal  sind  ferner  die  Schiessresultate  der  Mauser'schen 
Gewehrfabrik  in  Oberndorf  (Württemberg)  hier  verwendet.  Da  diese 
bekannte  Firma  über  ein  sehr  grosses  Beobachtungsmaterial  verfügt  und 
mehrere  ausgedehnte,  durch  ihre  Lage  in  dem  engen  und  bewaldeten 
Neckarthal  gut  geschützte  Schiessbahnen  besitzt,  so  dürften  die  be- 
treffenden Resultate  die  Beachtung  der  Fachmänner  beanspruchen. 
Einige  der  Schiessresultate  sind  hier  benützt,  andere  gedenkt  der  Ver- 
fasser weiterhin  theoretisch  zu  verwerthen. 

Im  übrigen  soll  das  vorliegende  Werk  die  geschichtliche  Entwick- 
lung der  theoretischen  äusseren  Ballistik  skizziren  und  den  heutigen 
Stand  derselben  in  möglichster  Uebersichtlichkeit  und  doch  Vollstän- 
digkeit darstellen.     Dabei  war  der  Verfasser  einerseits  bemüht,  durch 


Vorwort.  VII 

Einstreuung  yon  geometrischen  und  physikalischen  Betrachtungen  die 
bezüglichen  Fragen  in  einfacher  Weise  zu  erörtern  und  das  Werk 
leicht  lesbar  zu  machen;  andererseits  war  er  redlich  bestrebt,  allent- 
halben die  Literaturquellen  ausführlich  anzugeben;  es  erleichtert  dies 
für  andere  das  Nachschlagen  und  Weiterarbeiten. 

Manche  Werke  oder  Zeitschriftenaufsätze  gerade  auf  diesem  Ge- 
biete sind,  jedenfalls  meist  unabsichtlich;  in  einer  Form  abgefasst,  als 
ob  niemals  ein  Bernoulli,  Euler,  Poncelet,  Poisson,  Jakobi, 
Magnus,  Kummer  etc.  mit  Ballistik  sich  beschäftigt  hätten. 

Um  eine  Aeusserlichkeit  zu  erwähnen,  so  sei  hinzugefügt,  dass 
bei  den  folgenden  Literaturangaben  die  militärischen  Titulaturen  leben- 
der Ballistiker  aus  dem  Grunde  meist  weggelassen  sind,  weil  diese 
Titel  sich  vielfach  rasch  ändern. 

Der  Verfasser  hat  Bedenken  getragen,  das  Werk  ein  Handbuch 
zu  benennen;  denn  trotz  eifrigen  Bemühens  war  es  ihm  —  wie  dies 
Angesichts  des  eigenartigen  Grenzgebiets  leicht  zu  erklären  ist  — 
nicht  immer  möglich,  die  primären  Quellen  kennen  zu  lernen,  sondern 
vielfach  musste  er  sich  mit  secundären  oder  tertiären  Quellen  begnügen. 
Für  den  Fall,  dass  dabei  dem  Verfasser  eine  Arbeit  von  dauerndem 
Werth  entgangen  sein  sollte,  welche  einen  wirklichen  Fortschritt  be- 
deutet, ersucht  derselbe  die  Herren  Fachgenossen,  denen  ein  solches 
Versehen  aufstosst,  hoflich,  ihm  direct  davon  Mittheilung  machen  zu 
wollen;  sie  würden  denselben  durch  diese  Güte  zu  Dank  verpflichten. 
Der  Verfasser  würde  nicht  verfehlen,  in  einem  zweiten  Theil,  dessen 
spätere  Ausgabe  beabsichtigt  ist,  einen  diesbezüglichen  Nachtrag  zu 
bringen. 

Dieser  zweite  Theil  (innere  Ballistik)  soll  folgende  Abschnitte 
enthalten: 

Mechanik  der  Explosionen,  Veränderlichkeit  des  Gasdrucks,  der 
Beschleunigung  und  Geschwindigkeit  des  Geschosses  bei  dessen  Be- 
wegung im  Rohr,  Erwärmung  des  Laufes,  Bückstoss,  Festigkeits- 
berechnungen, Vibrationen  des  Laufs,  über  die  Frage  des  vorteilhaf- 
testen Dralls  mit  Berücksichtigung  der  Kaliberfrage,  Abweichungen 
des  Infanteriegeschosses  bei  aufgestecktem  Seitengewehr,  Explosionen 
der  Shrapnels. 

Derjenige  Leser,  welcher  vielleicht  das  eine  oder  andere  Problem 
in  dem  vorliegenden  Werk  zu  kurz  oder  nicht  erwähnt  findet,  wiewohl 
es  die  mathematische  Behandlungs weise  gestattet,  möge  bei  der  Be- 
urtheilung  des  Werks  berücksichtigen,  dass  es  vielfach  Sache  der 
individuellen  Ansicht  ist,  ob  ein  Problem  der  praktischen  Schiesslehre 
oder  der  theoretischen  Ballistik  zugehört. 
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Dem  Verfasser  liegt  endlich  die  angenehme  Pflicht  ob,  dem  Herrn 
Commerzienrath  Mauser  in  Oberndorf,  welcher  seine  sämmtlichen 
Originalresultate  von  Versuchsbeschüssen  dem  Verfasser  in  bereitwil- 
ligster Weise  zur  Verfügung  gestellt  und  für  die  speciellen  Unter- 
suchungen bezüglich  des  Einflusses  der  Geschosslänge  besondere  Schiess- 
yersuche  hat  ausführen  lassen,  sowie  dem  Herrn  Ingenieur  Paul 
Mauser  H  den  verbindlichsten  Dank  auszudrücken. 
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1.  Abschnitt 

§  1.    Zur  Geschichte  der  theoretischen  äusseren  Ballistik. 

Während  die  Anfange  der  praktischen  Schiesslehre  bis  weit  ins 
Alterthum  zurückgehen,  gehört  die  theoretische  Ballistik  wesentlich 
der  neueren  Zeit  an.  Freilich  ist  die  Grenzlinie  beider  Disciplinen 
nicht  vollkommen  scharf,  ähnlich  wie  es  wohl  bei  den  Grenzen  irgend 
zweier  wissenschaftlicher  Gebiete,  welche  einem  grösseren  Complex 
angehören,  der  Fall  ist.  Definirt  man  aber  die  Aufgabe  der  theoreti- 
schen Ballistik  in  der  Weise,  wie  es  im  Vorwort  geschehen  ist,  und 
sieht  man  ron  einigen  unwichtigeren,  mehr  oder  weniger  unbestimmten 
litterarischen  Ueberlieferungen  ab,  von  deren  Inhalt  es  unsicher  ist, 
ob  man  ihn  zu  der  einen  oder  der  andern  Disciplin  zu  rechnen  hat, 
so  ist  man  genöthigt  die  theoretische  Ballistik  mit  Tartaglia  zu  beginnen. 

Nicolo  Tartaglia,  der  aus  der  Geschichte  der  Mathematik  wegen  vgl.  Note  1. 
seiner  Verdienste  um  die  Lehre  ron  den  Gleichungen  und  in  Folge 
seines  Streites  mit  Cardano  bekannte  Mathematiker  von  Brescia,  schrieb 
1537  ein  Buch  über  die  Lehre  vom  Wurf.  Er  charakterisirt  sich  so- 
fort dadurch  als  ein  Kind  der  neueren  Zeit,  dass  er  nicht  ausschliess- 
lich über  die  betreffenden  Fragen  speculirt,  sondern  Versuche  anstellt. 
Durch  befreundete  Artilleristen  angeregt  experimentirte  er  darüber,  ob 
ein  Elevationswinkel  von  45°  oder,  wie  ein  Artillerist  behauptete,  ein 
solcher  von  30°  bei  gleicher  Ladung  die  grösste  Schussweite  ergebe; 
er  fand  durch  Versuche  bei  Santa  Lucia  mit  einer  zwanzigpfündigen 
Feldschlange  als  Resultat  einen  Winkel  von  45°.  Zum  Winkelmessen 
diente  ihm  dabei  der  Quadrant,  zwei  Lineale,  durch  einen  Viertelkreis 
verbunden;  das  eine  Lineal  wird  in  das  Rohr  gesteckt,  das  andere 
durch  ein  Senkloth  vertical  gestellt;  auf  diese  Weise  erhält  er  die 
veridcale  und  damit  die  horizontale  Neigung  der  Laufachse. 

Seine  Versuche  führten  ihn  sodann  weiter  zu  theoretischen  Unter- 
suchungen über  die  Gestalt  der  Flugbahn.  Er  sagt:  Alle  Büchsen- 
macher und  Mathematiker,  die  bisher  über  diese  Dinge  nachgedacht, 
hatten  angenommen,  jedes  Geschoss  fliege  in  gerader  Linie,   bis  die 
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ihm  mitgetheilte  Kraft  erlösche,  worauf  es  zu  Boden  falle.  Er  selbst 
construirt  zunächst  die  Flugbahn  aus  drei  Theilen;  in  deren  erstem 
Theil  (einer  geraden  Linie)  wirke  nur  der  Stoss  der  Pulvergase,  im 
zweiten  (einem  flachen  Kreisbogen)  der  Stoss  und  die  Schwerkraft 
zusammen,  im  dritten  Theil  (einer  senkrechten  Geraden)  die  Schwer- 
kraft allein.    Jedoch   bald   überzeugt   er  sich  von   der  Unhaltbarkeit 

vgl  Not«  i. dieser  Vorstellung  und  in  einem  zweiten,  im  Jahr  darauf  1538,  eben- 
falls zu  Yenedig;  erschienenen  Werke  erklärt  er,  dass  die  Flugbahn 
nirgends,  auch  nicht  auf  die  kürzeste  Strecke  hin,  gerade  sein  könne, 
sondern  das  Geschoss  bewege  sich,  gleichzeitig  dem  gegebenen  Stoss 
und  der  Schwerkraft  folgend,  in  einer  Curve  weiter;  als  solche  nimmt 
er  irrthümlicher  Weise  einen  Kreisbogen  an. 

Seine  Experimente  setzt  er  fort;  er  untersucht  den  Einfluss, 
welchen  Geschossgewicht  und  Durchmesser  oder  Kaliber  —  (nach  Jahns 
vom  arabischen  Wort  kalib  =  Modell)  —  auf  die  Schussweite  ausüben; 
er  legt  auch  Kalibertafeln  an,  worin  der  Durchmesser  als  Function 
des  Gewichts  auftritt.  Weiter  findet  er,  dass  bei  zu  langem  Rohr  die 
Kugel  weniger  weit  geht,  als  bei  einer  gewissen  besonders  günstigen 
Rohrlänge,  weil  beim  Wachsen  der  Länge  die  Reibung  im  Rohr  zu 
gross  wird;  hinsichtlich  der  Abhängigkeit  der  Schussweite  von  der 
Ladung  kommt  er  nur  zu  dem  Resultate,  dass  mit  der  Ladung  die 
Schussweite  wachse,  jedoch  nicht  einfach  proportional.  Interessant  ist 
eine  gelegentliche  Bemerkung.  Er  sagt:  Bei  gleicher  Ladung  trage 
der  zweite  Schuss  weiter  als  der  erste,  weil  bei  diesem  die  Kugel  erst 
Bahn  in  der  Luft  machen  müsse,  nachher  aber  wirke  die  warm  werdende 
Büchse  wie  ein  Schröpfkopf  und  sauge  das  Pulvergas  ein,  so  dass 
spätere  Schüsse  eine  kleinere  Tragweite  haben.  Zum  Beweis  berichtet 
er:  „Dass  auf  ejne  Zeit  etliche  grosse  Stuck  losgeschossen  worden; 
unter  dessen  sey  eyn  Hund  herzu  gelauffen  und  habe  seine  Schniechse 
(Schnauze)  in  das  eine  noch  heisse  Stuck  gesteckt,  da  habe  die  Hitze 
dem  Hund  den  Kopf  ins  Rohr  gezogen,  dass  der  Hund  beinahe  er- 
sticket sey  und  man  ihn  mit  grosser  Mühe  von  dem  Stuck  wegreissen 
müssen."    (Jahns.) 

vgl. Not« 8.  Benedetti  1585  äussert  sich  ziemlich  übereinstimmend  mit 
Tartaglia;  dagegen  ist  bei  dem  Baseler  Sebastian  Münster  1551  und 
dem  Spanier  Diego  Ufano  1613  eher  ein  Rückschritt,  als  ein  Fort- 
schritt gegenüber  Tartaglia  zu  bemerken. 

1617  findet  Wallhausen  in  seiner  „Achilley  Kriegskunst",  dass 
schiefer  Räderstand  und  Wind  Abweichungen  der  Kugel  verursachen. 

vgl.  Note 4.  So  stand  die  ballistische  Erkenntnis,  als  Galileo  Galilei  1638 
auf  den  Plan  trat. 
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Tartaglia  hatte  zwar  einige  richtige  physikalische  Erwägungen 
und  aufklärende  Versuche  beigebracht;  allein  die  eigentliche  Anwendung 
der  Mathematik  auf  die  Ballistik  beginnt  mit  Galilei  ,  dem  Begründer 
der  Dynamik.  Es  würde  uns  hier  zu  weit  führen,  wollten  wir  auf  die 
Entwicklung  der  Galilei'schen  Anschauungen  auch  hier  näher  eingehen. 
Kein  Jünger  der  mathematischen  Physik,  also  auch  der  Ballistik,  sollte 
versäumen,  einmal  die  berühmten  Dialoge  Galilei's,  die  nunmehr  in 
angenehmster  Form  zugänglich  gemacht  sind,  zu  lesen  und  sich  an 
den  Aeusserungen  dieses  merkwürdig  scharfsinnigen  Geistes  zu  erfreuen. 
Es  genüge  zu  sagen,  dass  Galilei  es  war,  der  die  parabolische  Theorie, 
also  die  Lehre  vom  Wurf  im  leeren  Baum,  schuf  und  streng  wissen- 
schaftlich begründete. 

Dass  nur  dann  die  Flugbahn  eine  Parabel  (mit  verticaler  Achse), 
speciell  bei  horizontalem  Wurf  eine  halbe  Parabel  ist,  wenn  man  vom 
Luftwiderstand  abstrahirt,  darüber  war  sich  Galilei  schon  völlig  klar. 
Die  Abänderung,  welche  die  Flugbahn  gegenüber  der  parabolischen 
Form  durch  den  Luftwiderstand  erleidet,  erkannte  er  nicht  nur  im 
Allgemeinen,  sondern  er  giebt  auch  das  Gesetz  an,  welchem  die  durch 
den  Luftwiderstand  bewirkte  Verzögerung  des  Geschosses  folgt:  „Wenn 
die  geworfenen  Körper  von  schwerem  Stoff  und  kugelförmig  sind,  ja 
sogar  wenn  sie  aus  leichter  Materie  bestehen  und  cylindrische  Gestalt 
haben,  wie  die  mit  dem  Bogen  geschossenen  Pfeile,  so  wird  ihre  Bahn 
doch  von  einer  Parabel  nicht  merklich  abweichen." 

Man  braucht  in  diesem  Satz  Galilei's  nur  den  modernen  Begriff 
der  Querschnittsbelastung  einzuführen,  so  hat  man  sofort  eine  Regel, 
die  heutzutage  von  den  Artilleristen  fortwährend  verwendet  wird:  die 
Verzögerung  des  Geschosses  durch  den  Luftwiderstand  ist  um  so  kleiner 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Flugbahn  schliesst  sich  um  so  genauer  einer 
Parabel  an,  je  günstiger,  je  grösser  die  Querschnittsbelastung  des  Ge- 
schosses ist,  also  je  grösser  entweder  das  Geschossgewicht  ist  bei 
gleichem  Geschossquerschnitt  oder  je  kleiner  der  Geschossquerschnitt 
ist  bei  gleichem  Gewicht. 

Die  Anregung,  die  Galilei  gegeben  hatte,  wirkte  mächtig  nach. 

Seine  parabolische  Theorie  wurde  vielfach  umstritten.    Descartesvgi. Notes. 
bestritt   ihre  Richtigkeit,    Torricelli  trat  1641  lebhaft  für  dieselbe 
ein  und  beantwortete  u.  a.  die  Frage,  nach  welchem  Gesetz  die  Wurf- 
weite vom  Abgangswinkel  abhänge. 

Schon  einige  Jahrzehnte  später  findet  man  die  Theorie  Galilei's 
fast  allgemein  angenommen.    Der  Franzose  Blondel  berechnete  1683  vgl.  Not«  e. 
auf  Grund  derselben  Tabellen,  welche  ermöglichten,  aus  der  Schuss- 
weite für  eine  bestimmte  Elevation  die  Schussweite  für  eine  andere 
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Elevation  zu  finden.  Andere  Wurftabellen  berechnete  1691  der  Ingol- 
städter  Oberstuckhauptmann  Johann  Stephan  Koch. 

Wie  sehr  sich  bis  zum  Anfang  des  achtzehnten  Jahrhunderts  die 
parabolische  Theorie  Galilei' s  eingebürgert  hatte,  beweist  die  Wirkung 
vgLNote7.  der  Untersuchungen  Isaak  Newton 's. 

Vielfach  war  von  Artilleristen  die  Galilei'sche  Theorie  in  der  Hin- 
sicht missverstanden  worden,  dass  angenommen  wurde,  auch  im  luft- 
erfüllten Baum,  also  unter  den  wirklich  stattfindenden  Verhältnissen, 
sei  die  Flugbahn  der  Geschosse  unter  Umstanden  eine  Parabel,  was 
durchaus  nicht  Galilei's  Meinung  gewesen  war.  Noch  1707  erklarte 
die  Pariser  Academie,  das  Problem  der  Flugbahn  sei  (durch  die  Parabel) 
so  sicher  gelöst,  dass  die  Geometrie  der  Ballistik  nur  noch  den  einen 
Dienst  zu  leisten  habe,  die  Richtinstrumente  zu  verfeinern.  1684  ver- 
öffentlichte Newton  seine  Untersuchungen  über  den  Luftwiderstand, 
die  er  später  durch  Experimente  unterstützte. 

Diese  Widerstandskraft  zuerst  auf  einen  rechnungsmässigen  Aus- 
druck gebracht  zu  haben,  ist  sein  Verdienst.  Die  Grundzüge  seiner 
theoretischen  Ueberlegung  sind  kurz  gesagt  die  folgenden. 

Man  denke  sich  eine  Kreisscheibe  von  der  Fläche  F  mit  einer 
Geschwindigkeit  v  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  in  der  Luft  fortbewegt, 
so  ist  der  Luftwiderstand  gleich  dem  Gewicht  einer  Luftsäule  von  einer 
Grundfläche  gleich  der  Fläche  F  und  einer  gewissen  Höhe  x;  somit 
der  Widerstand  TT=  F-  x  •  <J,  wobei  8  die  Dichte  der  Luft  ist.  Um 
die  Höhe  x  zu  erhalten,  calculirt  Newton  wie  folgt:  Soll  die  Ge- 
schwindigkeit v  beim  freien  Fall  erreicht  werden,  so  muss  die  Fallhohe 
aus  dem  Fallgesetz  v%  =■=  2gx  bestimmt  werden;  in  Uebereinstimmung 

mit  dem  Torricelli'schen  Gesetz  ist  also  #  =  s— ,   somit  TT= — —-- — : 

der  Widerstand  ist  proportional  dem  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit des  bewegten  Körpers. 

Newton  berechnete  auch  noch  den  Widerstand  der  Luft  gegenüber 
einem  Kegel  und  einer  Kugel  und  findet,  dass  der  Widerstand  gegen 
einen  Kegel,  welcher  sich  parallel  der  Kegelachse  bewegt,  die  Spitze 
nach  vorn  gerichtet,  und  ebenso  derjenige  gegen  eine  Kugelfläche, 
gleich  ist  dem  Gewicht  einer  Luftsäule  von  einer  Grundfläche  gleich 
der  Basisfläche  des  Kegels,  bezw.  gleich  der  Grosskreisfläche  der  Kugel 
und  von  einer  Höhe,  gleich  der  Hälfte  derjenigen,  von  der  ein  Körper 
frei  herabfallen  müsste,  um  die  Geschossgeschwindigkeit  zu  erhalten. 

Die  Versuche  Newton's  beschränkten  sich  auf  Beobachtungen  an 
frei  in  der  Luft  herabfallenden  Kugeln.  In  der  St.  Paulskirche  zu 
London  Hess  er  1710  aus  einer  Höhe  von  220  Fuss  Kugeln  herab- 
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fallen,  und  fand,  dass  sie  durchschnittlich  8  Secunden  zu  dem  Fall 
brauchten,  während  beim  freien  Fall  in  derselben  Zeit  1000  Fuss  durch- 
fallen worden  wären«  Seine  Versuche  wurden  1719  von  Desaguliers 
unter  Anwendung  der  grosseren  Fallhöhe  von  272  Fuss  wiederholt; 
dieser  fand  als  Fallzeit  20  Secunden  gegenüber  der  aus  der  Galilei'schen 
Gleichung  für  den  leeren  Baum  berechneten  Zahl  von  4  Secunden. 

Bemerkt  zu  werden  verdient  noch,  dass  Newton  selbst  darauf  auf- 
merksam macht;  das  quadratische  Luftwiderstandsgesetz  stelle  nur  ein 
angenähertes  Maass  dar. 

Seine  Auseinandersetzungen  stiessen  auf  mannigfache  Widersprüche  vgl.  Kote  8. 
von   Seiten    der   Physiker    und   Artilleristen.     Uebrigens    stellte   sich 
Huyghens  1690  mit  Lebhaftigkeit  auf  Newton's  Seite. 

Hatte  Newton  sich  die  Aufgabe  gestellt,  durch  physikalische  Er- 
wägungen, sowie  durch  Beobachtungen  an  Korpern,  die  in  der  Luft 
fallen  oder  geworfen  werden,  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  zu  er- 
mitteln, so  loste  als  Erster  Johann  Bernoulli  1719  die  dazu  reci- vgl  Note  9. 
proke  Aufgabe,  aus  einem  angenommenen  Luftwiderstandsgesetz  die 
Gleichung  der  Bahn  eines  im  lufterfüllten  Baum  geworfenen  Körpers 
zu  berechnen.  Allerdings  hatte  schon  Newton  selbst  eine  Näherungs- 
formel für  die  Berechnung  gegeben,  aber  er  erkannte  gleichfalls  selbst, 
dass  sie  der  Wirklichkeit  nur  unvollkommen  entspreche  und  verzichtete 
auf  die  Weiterführung  dieser  Untersuchung. 

Bernoulli  löste  die  Aufgabe  allgemein  für  die  Form  des  Luft- 
widerstandsgesetzes, bei  der  dieser  Widerstand  proportional  einer  be- 
liebigen Potenz  der  Geschossgeschwindigkeit  erscheint.  Die  Veranlassung 
hierzu  war  die  folgende:  Bernoulli  hatte  an  den  Ausführungen  Newton's 
etwas  verbessert.  Daraufhin  forderte  ihn  der  Engländer  John  Keil 
im  Februar  1718  auf,  er  möchte,  statt  Newton  zu  kritisiren,  lieber 
selbst  die  wichtige  Umkehrungsaufgabe  lösen  und  eine  Gleichung  für 
die  Bahncurve  aufstellen«  Bernoulli  gab  bekannt,  dass  er  eine  Lösung 
besitze,  dass  er  jedoch  mit  der  Veröffentlichung  warten  wolle,  bis  Keil 
seine  Lösung  gegeben  habe,  und  Hess  diesem  Zeit  bis  zum  1.  November. 
Da  zeigte  sich,  dass  Keil  selbst  keine  Lösung  zu  geben  vermochte. 
So  veröffentlichte  Bernoulli  seine,  allerdings  wenig  einfache  Lösung  in 
den  „acta  eruditorum" 

Nunmehr,  ca.  von  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  ab,  beginnen 
eine  Reihe  von  speciellen  Aufgaben  und  Fragen  aus  dem  Hauptproblem 
der  Ballistik  sich  abzuscheiden;  die  Ballistik  spaltet  sich  in  zahlreiche 
einzelne  Theile,  die  immer  mehr  zu  selbständigen  Disciplinen  aus- 
wachsen,  aber  doch  wieder  innerlich  zusammenhängen. 

An  dem  Problem,  die  Gleichung  der  Bahncurve  unter  Annahme 
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eines  bestimmten  Luftwiderstandsgesetzes  mit  möglichster  Annäherung 
an  die  Wirklichkeit  zu  lösen,  wird  weiter  gearbeitet.  Parallel  damit 
laufen  systematische  Luft  Widerstands  versuche,  die  ihrerseits  Anregung 
zur  Construction  und  Verbesserung  der  Messapparate  für  Bestimmung 
von  Geschossgeschwindigkeiten  und  Flugzeiten  liefern  und  damit  die 
Experimental- Ballistik  hervorrufen.  Die  Bemerkung,  dass  die  Ge- 
schosse bei  zahlreich  aufeinanderfolgenden  und  unter  ähnlichen  Be- 
dingungen abgegebenen  Schüssen  theils  zufällige,  theils  constante  Ab- 
weichungen erleiden,  gibt  einerseits  Anlass  zum  Aufbau  der  Lehre 
von  der  Treffwahrscheinlichkeit,  andererseits  zu  der  Theorie  der  con- 
stanten  Abweichungen  in  Folge  von  Rotation,  Wind  u.  s.  w.  Die 
Vorgänge  bei  der  Pulververbrennung,  die  Bewegung  des  Geschosses  im 
Lauf,  die  Berechnungen  für  die  Festigkeit  des  letzteren,  die  Herstellung 
von  Schusstafeln,  das  Eindringen  des  Geschosses  in  das  Ziel  u.  s.  f. 
bringen  neue  Aufgaben  für  die  Theorie.  So  sind  wir  von  jetzt  ab 
genöthigt,  die  systematische  und  die  rein  historische  Methode  zu  ver- 
binden. 

Das  Problem:  die  Gleichung  der  Flugbahn  zu  finden,  die 
Flughöhen,  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkt  der  Bahn, 
die  Auffallwinkel,  die  Flugzeiten,  die  Scheitelhohen  u.  s.  w.  bei  gegebener 
Anfangsgeschwindigkeit  und  bei  gegebenem  Abgangswinkel  rechnerisch 
vorherzusagen,  erhielt  eine  ganz  wesentliche  Forderung  durch  Leon- 

vgi.Noteio.hard  Euler;  ja  man  kann  sagen,  dass  seine  ballistischen  Untersuchungen 
bis  auf  den  heutigen  Tag  in  vieler  Hinsicht  vorbildlich  geblieben  sind. 
Euler's  Werk  über  Mechanik  war  von  Benjamin  Robins  hart 
getadelt  worden;  dafür  rächte  sich  Euler  in  edelster  Weise  dadurch, 
dass  er  das  englisch  geschriebene  Werk  von  Robins  über  Artillerie 
ins  Deutsche  übersetzte  und  vor  Allem  mit  zahlreichen  Zusätzen  versah ; 
diese  Zusätze,  in  denen  Euler  die  Ausführungen  von  Robins  in  immer 
schonender  Weise  erläuterte  und  verbesserte,  sind  an  diesem  Werk  in 
theoretischer  Hinsicht  bei  weitem  das  Wichtigste.  Euler  kam  bei 
dieser  Gelegenheit  mit  der  artilleristischen  Praxis  in  nähere  Berührung 
und  angeregt  durch  den  Eonig  sowie  befreundete  Officiere  construirte 

vgl.  Not«  11. er  1753  eine  Methode,  um  die  Flugbahn  auf  Grund  des  Newton'schen 
Gesetzes  stückweise  zu  berechnen.  Er  zerlegte  hierbei  diese  Curve  in 
ein  Polygon  von  sehr  vielen  geradlinigen  Seiten,  und  fasst  auch  den 
trefflichen  Gedanken,  die  Eigenschaft  der  Flugbahn,  dass  dieselbe  zwei 
Asymptoten  besitzt,  rechnerisch  zu  verwerthen,  nämlich  die  ganze 
Schaar  derjenigen  Flugbahnen  ins  Auge  zu  fassen,  welche  dieselbe 
Asymptotenrichtung  des  aufsteigenden  Astes  besitzen.  Euler  gab  auch 
Anregung  dazu,  ballistische  Tabellen  mit  doppeltem  Eingang  anzulegen, 
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welche  die  Berechnung  der  Flugbahnen  in  dem  einzelnen  Fall  erleichtern 
sollten,  sowie  zur  Losung  der  ballistischen  Differentialgleichungen  mit 
Hilfe  unendlicher  Reihen. 

Die    mannigfachen    Anregungen    Euler's    nahmen    zunächst    auf:ygi.Not«is 
Matzko  1761,   von  Gravenitz  1764,   Meister  1768,  Borda  1769,  ^18? 
Barth  1772,  Bezout  1772,  Hutton  1778  (mit  einer  Arbeit,  die  den    "*** 
von  der  Londoner  Academie  der  Wissenschaften  auf  die  beste  Lösung 
des  ballistischen  Problems   ausgesetzten  Preis   erhielt),   Tempelhoff 
1781,  Lambert  1795,  Lombard  1796  und  Frangais  (in  einer  un- 
gedruckten Arbeit,  welche  1848  Didion  bekannt  machte). 

Legendre  suchte  1782  die  Methode  Euler's  dadurch  zu  verbessern, 
dass  er,  statt  die  Flugbahn  in  ein  Polygon  mit  geraden  Seiten  zu  zer- 
legen, dieselbe  aus  mehreren  Kreisbögen  zusammensetzte;  seine  Losung 
war  übrigens  wenig  einfach  und  hat  keinen  nachhaltigen  Einfluss  auf 
die  Ballistik  ausgeübt. 

Besonders  entschieden  und  erfolgreich  führte  der  preussische  Haupt- 
mann (und  spätere  General)  Otto  1839  den  Gedanken  Euler's  durch, 
indem  er  auf  Grund  des  quadratischen  Gesetzes  für  eine  sehr  grosse  An- 
zahl von  Flugbahnen  die  diesbezüglichen  ballistischen  Elemente  berech- 
nete; seine  grossartig  angelegten  Tabellen,  später  1855  von  dem  sar- 
dinischen Artillerieofficier  San  Roberto  etwas  verbessert  und  in  neuerer 
Zeit  besonders  durch  Siacci,  Lardillon  und  Braccialini  sehr  ver- 
einfacht, sind  heutzutage  speciell  für  die  Lösung  der  Aufgaben  über 
den  indirecten  und  den  Bomben-Schuss  fast  allgemein  im  Gebrauch.  — 
Für  die  Verwendung  des  cubischen  Gesetzes  haben  später  Bashforth 
und  Chapel  Tabellen  aufgestellt. 

In  demselben  Jahr  1839  vereinigten  sich  in  Frankreich  drei  her- 
vorragende Männer,  Didion,  Morin  und  Piobert  zu  gemeinschaft- 
lichem Wirken,  und  es  erhielt  dadurch  die  Ballistik  von  dem  Nachbar- 
land aus  eine  ganz  bedeutende  Forderung.  Piobert  wandte  sich  in 
seinen  theoretischen  Untersuchungen  mehr  der  inneren  Ballistik  zu; 
dagegen  benutzte  vor  Allem  der  General  Didion,  Professor  der  Ballistik 
an  der  Artillerieschule  in  Metz,  die  ausgedehnten  Versuche  dieser 
„Metzer  Commission"  (1839/40),  um  auf  Grund  derselben  ein  neues 
Luftwiderstandsgesetz  aufzustellen  und  die  Idee  Euler's  in  durchaus 
eigenartiger  Weise  weiterzuführen;  er  zerlegte  die  Flugbahn  in  kleine 
Parabelbogen  und  zeigte,  wie  die  wichtigsten  ballistischen  Elemente, 
Flughöhe,  Flugzeit,  Endgeschwindigkeit  u.  s.  w.  in  Function  einer 
überall  wiederkehrenden  Combination  von  Abscisse  und  Luftwiderstands- 
constante  ausgedrückt  werden  können;  seine  Tabellen,  die  er  zur  Er- 
leichterung der  Rechnung  anlegte,   gestatten,  mit  verhaltnissmässiger 
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Leichtigkeit  und  Genauigkeit  die  ballistischen  Aufgaben  zu  lösen.  Bei 
geringer  Krümmung  der  Flugbahn  berechnet  man  darnach  die  Flug- 
bahn als  einen  einzigen  Bogen;  bei  stärkerer  Krümmung  zerlegt  man 
dieselbe  in  2 — 3  Bögen. 

Die  Gommission  Didion-Morin-Piobert  erhielt  1840  den  grossen 
Preis  der  Pariser  Academie  für  erfolgreiche  Lösung  der  Aufgabe,  das 
beste  Luftwiderstandsgesetz  aufzustellen.  Die  Didion'sche  Methode  zur 
Lösung  des  ballistischen  Problems  wurde  zugleich  vom  französischen 
Kriegsministerium  adoptirt  und  blieb  lange  Zeit  in  Benutzung  für 
Berechnung  von  Schusstafeln  und  beim  Unterricht  in  den  Artillerie- 
schulen. 

Nach  Einführung  der  Langgeschosse  und  auf  Grund  der  neueren, 
mit  den  empfindlicheren  electrischen  Messapparaten  angestellten  Ver- 
suche über  den  Luftwiderstand  befriedigte  aber  auch  die  Didion'sche 
Lösung  nicht  mehr  ganz;  und  der  weitere  Hauptfortschritt,  der  in  der 
Geschichte  der  Ballistik  diesbezüglich  zu  erwähnen  ist,  knüpft  sich  an 
den  Namen  des  italienischen  Senators  F.  Siacci,  Professors  für  Ballistik 
an  der  Artillerieschule  und  für  höhere  Mechanik  an  der  Universität 
in  Turin. 

Es  heisst  den  Verdiensten  Siacci's  nicht  genügend  Rechnung  ge- 
tragen, wenn  in  einem  neueren  ballistischen  Werk  gesagt  wird,  er 
habe  die  Methode  Didion's  „legferement  modifie".  Allerdings  hat  er 
auf  der  Grundlage  Didion's  weitergearbeitet,  wie  dieser  auf  der  Grund- 
lage von  Bernoulli  und  Euler,  allein  er  that  dies  in  durchaus  selb- 
ständiger Weise. 

Zweierlei  hat  Siacci  1870  neu  durchgeführt.  Erstens  hat  er  ge- 
zeigt, dass  und  wie  trotz  stückweiser  Berechnung  der  Flugbahn  mit 
Hilfe  der  für  die  einzelnen  Geschwindigkeitsbereiche  geltenden  Luft- 
widerstandsgesetze einheitliche  Tabellen  herzustellen  sind,  welche  keine 
Unstetigkeiten  an  den  Grenzen  jener  Bereiche  aufweisen;  und  zweitens 
hat  er  die  sogenannte  Pseudo-Geschwindigkeit  als  unabhängige  Variable 
statt  der  Flugbahnabscisse  eingeführt,  was  manche  Vortheile  gebracht 
hat.  Die  auf  Siacci  folgenden  neueren  Untersuchungen  speciell  in 
dieser  Hinsicht  sind  auch,  abgesehen  von  einigen  Arbeiten,  die  im 
Folgenden  erwähnt  werden,  meistens  Vereinfachungen  oder  Ver- 
schärfungen der  Siacci'schen  Methode;  theils  wurden  andere  Gruppen 
yon  Luftwiderstandsgesetzen  zur  Tabellenberechnung  verwendet,  theils 
wurde  durch  Einführung  der  secundären  Functionen  die  Benutzung 
der  ursprünglichen  Siacci'schen  Functionen  vereinfacht  Dies  ge- 
schah in  neuerer  Zeit  durch  Helie  und  Siacci  selbst;  ferner  seit  1883 
durch   Braccialini,   Hojel,   de   la  Llave    und   nach   diesen   durch 
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Vallier  1894;  in  anderer  Weise  durchlngalls  1883  und  1889,  Pouch  elon 
1885,  Daran  y  Loriga  1886,  Hadcock  1887,  Madsen  1888. 

Diesen  gegenüber  benutzen  andere  Ballistiker  durchweg  für  alle 
Bereiche  der  Geschossgeschwindigkeit  ein  einheitliches  Luftwiderstands- 
gesetz; so  Bashforth,  Chapel,  Haupt  das  cubische,  dagegen 
de  Sparre,  von  Wuich,  Zabudski  mit  Vorliebe  das  biquadratische 
Gesetz. 

Hand  in  Hand  mit  diesen  mehr  analytischen  Bestrebungen  gingen 
die  experimentellen  Untersuchungen  über  den  Luftwider- 
stand. Wir  stellen  die  wichtigsten  kurz  historisch  zusammen:  Unter- 
suchungen von  Newton  1710,  von  Mariotte  1717,  Desaguliers 
1719,  Robins  1742,  Borda  1763,  Hutton  1787/91,  Thibault  1826, 
Otto  1839  und  1844/45;  diejenigen  der  Metzer  Commission  Didion- 
Morin-Piobert  vom  Jahr  1839/40,  ferner  die  der  Commission  zu 
Gävre  1859/61;  die  Versuche  in  England  durch  Bashforth  1865, 
in  Russland  1868/69,  in  England  1878/80,  endlich  diejenigen  von 
Krupp  1882  und  1890.  Mit  Recht  sind  in  den  letzten  Jahren  die  in 
bedeutender  Ausdehnung  und  mit  grösster  Sorgfalt  durchgeführten 
Erupp'schen  Versuche  bei  weitem  am  meisten  in  den  Vordergrund 
des  Interesses  getreten;  sie  wurden  in  mannigfacher  und  verschiedener 
Weise  analytisch  verwerthet,  besonders  von  N.  Mayevski,  dem  ver- 
dienstvollen, 1892  verstorbenen  russischen  General  und  Professor  an 
der  Artillerie-Academie  und  an  der  Universität  zu  Moskau,  ferner  von 
Siacci,  Hojel,  de  la  Llave,  Vallier,  Zabudski  u.  A.  Die  Ver- 
suche sind  in  einer  Tabelle  zusammengefaßt,  welche  für  alle  Geschoss- 
geschwindigkeiten von  1000  met/sec.  an,  absteigend  von  Meter  zu 
Meter,  erstens  den  auf  die  Einheit  der  Querschnittsbelastung  bezogenen 
Luftwiderstand,  zweitens  den  auf  1  met./sec.  Geschwindigkeitsabnahme 
entfallenden  Weg,  drittens  die  auf  dieselbe  Geschwindigkeitsabnahme 
entfallende  Flugzeit,  und  viertens  und  fünftens  die  Summe  dieser  Weg- 
strecken und  dieser  Flugzeiten  enthält. 

Diese  Versuche  haben  u.  a.  die  eigentümliche  Thatsache  auf- 
gedeckt, dass  der  Luftwiderstand  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Ge- 
schossgeschwindigkeit eine  fast  plötzliche  Aenderung  in  der  Nähe 
derjenigen  Geschossgeschwindigkeit  erleidet,  welche  gleich  der  Schall- 
geschwindigkeit in  freier  Luft  ist;  eine  Thatsache,  die  erst  durch  die 
auf  photographische  Methoden  gestützte  Theorie  von  Professor  Dr.  Mach 
in  Wien  ihre  volle  Erklärung  gefunden  hat. 

Rein  theoretisch  abgeleitete  Luftwiderstandsgesetze  wurden  seit 
Newton  aufgestellt  von  Professor  Dr.  Schmidt  in  Gottingen  1831  und 
von  Professor  Dr.  A.  Schmidt  in  Stuttgart  1878. 
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Das  mechanische  Hilfsmittel  zur  Ermittelung  der  Geschoss- 
geschwindigkeiten war  bei  den  erwähnten  Luftwiderstandsversuchen 
bis  zu  den  Versuchen  der  Metzer  Commission  1839/40  einschliesslich 
fast  nur  das  von  Robins  1842  erfundene  ballistische  Pendel,  welches 
von  Hutton  und  Didion  verbessert  und  zum  Zweck  der  einfachen 
Ermittelung  des  Trägheitsmomentes  mit  der  Momentenwaage  verbunden 
wurde.  Eine  neue  Epoche  beginnt  hinsichtlich  der  Messung  des  Luft- 
widerstandes und  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  mit  der 
Entdeckung  von  Wheatstone,  welcher  1840  zeigte,  wie  mit  Hilfe 
der  Electricität  Flugzeiten  gemessen  werden  können.  Es  wird  electrisch 
die  Zeit  gemessen,  welche  das  Geschoss  braucht,  um  eine  ganz  be- 
stimmte Wegstrecke,  etwa  von  einem  1.  Rahmen  bis  zu  einem  2.  Rahmen, 
zu  durchlaufen;  zu  Anfang  und  Ende  dieses  Zeitraums  wird  je  ein 
electrischer  Strom  unterbrochen,  und  während  dieser  Zeit  fällt  ein  Ge- 
wicht herab.  Dieses  war  der  Grundgedanke  von  Wheatstone,  der 
durch  das  Gewicht  eine  Uhr  treiben  liess.  Es  folgten  bald  Ab- 
änderungen und  Verbesserungen  in  sehr  grosser  Zahl.  Es  sollen  hier 
nur  die  Namen  der  Erfinder  erwähnt  werden:  Wheatstone,  Breguet, 
Hipp,  Pouillet,  Navez,  Siemens,  le  Boulenge,  Beetz,  Carl, 
la  Cour,  Caspersen,  Sebert,  Schmidt,  Watkin,  Bianchi, 
Mahieu,  Bashforth,  Noble,  Martin  de  Brettes,  Gossot,  Cushing 
Crenore,  Owen  Squier. 

Hervorgehoben  soll  hier  werden,  dass  Siemens  den  fruchtbringen- 
den und  später  von  Andern  in  vielfacher  Abänderung  weiter  ver- 
wendeten Gedanken  fasste,  den  Anfang  und  das  Ende  jenes  Zeitraums 
in  besonders  scharfer  Weise  durch  den  Inductionsfunken  zu  markiren, 
und  dass  in  neuester  Zeit  die  Amerikaner  Cushing  Crenore  und 
Owen  Squier  zu  diesem  Zweck  die  Drehung  der  Polarisationsebene 
des  Lichts  im  magnetischen  Feld  zu  benutzen  begonnen  haben.  In 
Deutschland  ist  bis  jetzt  zur  Messung  der  Geschossgeschwindigkeit  fast 
ausschliesslich  der  treffliche  Apparat  von  le  Boulenge  im  Gebrauch. 

Die  Versuche,  mit  Hilfe  der  photographischen  Methode  das 
Geschoss  in  seinem  Flug  durch  die  Luft  abzubilden,  scheiterten  lange 
Zeit  an  der  Schwierigkeit,  welche  die  grossen  Geschwindigkeiten  der 
modernen  Geschosse  mit  sich  bringen;  erst  Dr.  Mach,  Professor  an  der 
Universität  in  Wien  (früher  in  Prag)  ist  es  gelungen,  ein  scharfes 
Schattenbild  des  fliegenden  Geschosses  mit  Hilfe  der  Beleuchtung  des 
electro-statischen  Funkens  aufzufangen  und  dabei  zugleich  die  Luft- 
verdichtung und  Luftverdünnung  vor  bezw.  hinter  dem  Geschoss  nach 
der  Schlirenmethode  sichtbar  zu  machen.  Die  conische  Pendelung  der 
Geschosse  durch  einen  in  der  Granate  selbst  angebrachten  photographi- 
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sehen  Apparat  zu  fixiren,  hat  zuerst  Dr.  Neesen,  Professor  an  der 
Artillerieschule  in  Berlin-Charlottenburg,  in  Angriff  genommen;  weitere 
Experimente  in  dieser  Richtung  hat  Marineingenieur  Krall  vorgeschlagen. 

Die  interessante  Geschichte  der  Theorie  constanter  Geschoss- 
abweichung in  Folge  von  Geschossrotationen,  diejenige  der  Ein- 
dringlings theorie,  diejenige  der  Lehre  von  der  Treffwahrscheinlichkeit 
u.  s.  f.  lassen  sich  nicht  wohl  ohne  tieferes  Eingehen  auf  die  dies- 
bezüglichen Probleme  skizziren;  sie  finden  sich  an  den  betreffenden 
Stellen  des  vorliegenden  Werkes.  Manche  Namen  von  hervorragenden 
Forschern,  welche  im  Vorstehenden  nicht  oder  nur  kurz  erwähnt  werden 
konnten  und  die  in  den  verschiedensten  Theilen  der  Ballistik  erfolg- 
reich gewirkt  haben,  wie  z.  B.  den  Namen  von  Poisson,  Poncelet, 
Jakobi,  von  Wuich,  Vallier  u.  A.  werden  wir  in  dem  Werk  selbst 
wiederholt  begegnen. 

Der  gegenwärtige  Stand  der  theoretischen  Ballistik  kann  dahin 
charakterisirt  werden,  dass  diese  jetzt  mitten  in  rascher  Entwicklung 
begriffen  ist  und  dass  ein  bestimmter  Abschluss  nicht  übersehen  werden 
kann;  die  vorhandenen  Näherungsmethoden  zur  Losung  des  ballistischen 
Problems  gestatten  zwar  mit  erfreulicher  Genauigkeit  z.  B.  aus  Ab- 
gangswinkel, Anfangsgeschwindigkeit,  Geschossgewicht  und  Geschoss- 
gestalt die  Stelle  vorauszuberechnen,  an  der  das  Geschoss  nach  einer 
bestimmten  Zeit  sich  befinden  muss;  allein  die  Analogie  mit  der 
Astronomie,  die  sich  hier  nahe  legt,  lässt  sich  dennoch  nicht  durch- 
führen; denn  trotzdem  dass  seit  Newton  im  Laufe  der  Zeit  ca.  20  ver- 
schiedene  Luftwiderstandsgesetze  aufgestellt  wurden,  kann  nicht  be- 
hauptet  werden,  dass  ein  einziges  derselben  vollkommen  befriedige  und 
die  Bezeichnung  eines  Naturgesetzes  im  Sinn  z.  B.  des  Gravitations- 
gesetzes beanspruchen  dürfe.  Schon  in  Folge  davon  sind  die  ballisti- 
schen Methoden  noch  immer  einer  Verbesserung  fähig  und  bedürftig. 

Allein  zahlreiche  Männer  sind  an  der  Arbeit  (zumal  in  den  Nach- 
barländern und  in  Italien,  weniger  gegenwärtig  in  Deutschland);  und 
so  ist  zu  hoffen,  dass  es  auf  irgend  eine  Weise  noch  gelingen  werde, 
die  Genauigkeit  der  ballistischen  Methoden  derjenigen  der  astronomi- 
schen mehr  zu  nähern. 


2.  Abschnitt. 
Wnrfbewegnng  ohne  Rücksicht  auf  den  Luftwiderstand. 

§  1.  Man  kann  allgemein  sagen,  dass  bei  den  Anwendungen  der 
reinen  Mathematik  auf  die  Erscheinungen  der  wirklichen  Welt  stets 
eine  mehr  oder  weniger  grosse  Anzahl  von  Abstractionen  not- 
wendig ist;  denn  nicht  alle  Kräfte,  welchen  ein  sich  bewegender 
Körper  unterliegt,  können  und  müssen  wir  jederzeit  in  Rechnung  ziehen. 
Wir  werden  vielmehr  stufenweise  einen  um  den  andern  von  den  haupt- 
sächlichsten Einflüssen  beiziehen,  um  durch  die  Rechnung  die  Grösse 
dieses  Einflusses  zu  ermitteln  oder  wenigstens  abzuschätzen.  Es  zeigt 
sich  dann,  dass  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  den  Naturkräften, 
welche  überhaupt  auf  den  Körper  einwirken,  eine  so  bedeutende  Wirkung 
ausübt,  dass  diese  in  Anbetracht  der  Genauigkeit  der  Rechnung,  um 
die  es  sich  handelt,  berücksichtigt  werden  muss.  Je  nach  der  Natur 
der  zu  lösenden  Aufgabe  und  je  nach  dem  Grade  der  zu  erreichenden 
Genauigkeit  können  wir  den  einen  oder  andern  Einfluss  unberück- 
sichtigt lassen;  und  eben  darin  u.  a.  liegt  die  Möglichkeit  der  Er- 
forschung der  Natur.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Bewegung  des 
Merkurs  um  die  Sonne,  so  wirkt  auf  denselben  nicht  nur  die  Anziehung 
der  Sonne,  sondern  auch  noch  diejenige  der  Venus,  der  Erde  und  der 
übrigen  Planeten,  Flanetoide  und  Monde,  ferner  die  Anziehung  der 
übrigen  fernen  Sonnen,  der  Fixsterne;  es  wird  aber  in  vielen  Fällen 
genügen,  lediglich  denjenigen  Einfluss,  welchen  die  Rechnung  als  den 
bei  weitem  grössten  aufweist,  nämlich  die  Anziehung  der  Sonne  zu 
berücksichtigen. 

Analog  verhält  es  sich  in  dem  Fall  der  vorliegenden  Aufgabe: 
Es  wird  ein  Körper  mit  bestimmter  Anfangsgeschwindigkeit  und  unter 
bestimmtem  Neigungswinkel  gegen  den  Horizont  geworfen;  an  welcher 
Stelle  des  Raums  befindet  er  sich  nach  einer  gegebenen  Anzahl  von 
Secunden;  welches  ist  seine  augenblickliche  Bewegungsrichtung  und 
welches  seine  Geschwindigkeit?  Oder  aber  ist  diese  Stelle  bekannt, 
an  welcher  der  mit  gegebener  Geschwindigkeit  geworfene  Körper  nach 
gegebener  Zeit  angelangt  ist,  unter  welchem  Horizontalneigungswinkel 
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wurde  er  abgeworfen?  u.  s.  w.  In  diesem  Fall  wirken  auf  den  Körper 
mehrere  Kräfte:  die  Anziehung  in  erster  Linie  der  Erde;  ferner  der 
normale  und  tangentielle  Widerstand  der  Luft  (dieser  Widerstand 
hangt  von  der  Gestalt,  der  Geschwindigkeit  und  Eigenbewegung  des 
Körpers  und  von  der  mit  der  Temperatur  der  Luft,  deren  relativer 
Feuchtigkeit,  dem  Barometerstand  und  mit  der  Erhebung  über  dem 
Boden  wechselnden  Luftdichte  ab),  ausserdem  wird  die  Bewegung  des 
Körpers  durch  den  stets  herrschenden  Wind,  sowie  dadurch  beeinflusst, 
dass  die  Erde  selbst  um  ihre  Achse  rotirt;  die  Schwere  des  Körpers 
aber  ist  mit  der  geographischen  Breite  des  Orts,  an  welchem  die  Wurf- 
bewegung untersucht  wird,  und  mit  der  Entfernung  vom  Erdmittel- 
punkt auf  Grund  des  Newton'schen  Gesetzes  variabel;  auch  Gebirgs- 
massen,  welche  in  der  Nähe  des  Körpers  sich  befinden,  modificiren  die 
Grösse  und  Richtung  der  Schwerkraft. 

Wir  werden  also  hier  ebenso  verfahren,  wie  der  Astronom  oder 
der  Techniker  verfährt,  wenn  an  ihn  eine  sehr  complicirte  Aufgabe 
herantritt,  nämlich  die  Grösse  der  verschiedenen  Einflüsse  abschätzen 
und  zuerst  nur  die  wichtigsten  berücksichtigen,  also  die  Schwerkraft 
und  den  Luftwiderstand.  Indess  auch  so  wäre  die  Aufgabe,  wie  man 
weiss,  noch  eine  sehr  verwickelte;  desshalb  lösen  wir  vorerst  die  Auf- 
gabe mit  den  weitestgehenden  Abstraktionen,  indem  wir  nur  die 
Schwerkraft  als  äussere  Kraft  in  Rechnung  ziehen  und  die  Be- 
schleunigung durch  dieselbe  näherungsweise  als  eine  constante,  vom 
Ort  unabhängige  Grösse  g  einführen  und  dabei  von  der  Erdkrümmung 
und  Erdrotation  vorläufig  absehen. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  zunächst  in  völlig  elementarer  Weise,  also 
nach  Art  Galilei's,  da  sich  hierdurch  für  manchen  Leser  Gelegenheit 
bietet,  die  Grundprin- 
cipien  der  Dynamik  zu  S.  - 
recapituliren.  £ 

Von  dem  Punkt  0  $t 
aus  (Fig.  1)  werde  eine  $t 


Masse  mit  der  Ge-  q 
seh  windigkeit  v0  (Meter  « 
pro  Secunde)  unter  dem  * 
Winkel  cc  gegen  den  * 
Horizont  0GX  abge-  © 
worfen;  um  welche 
Strecke  x  hat  sich  nach  t  Secunden  der  Körper  in  horizontaler  Richtung 
von  0  entfernt  und  um  welche  Strecke  y  befindet  er  sich  nach  der- 
selben Zeit  über  dem  Boden  OGJ 
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Zerlegen  wir  in  Gedanken  die  Zeit  der  Bewegung  in  kleine  Zeit- 
theile,  z.  B.  in  Secunden.  Wenn  auf  den  Körper  keine  Kraft  einwirkte, 
so  müsste  derselbe,  dem  Beharrungsgesetz  zufolge,  vermöge  des  An- 
fangsstosses  mit  gleichmäßiger  Geschwindigkeit  v0  in  derselben  Richtung 
OABC . . .  weitergehen,  jede  Secunde  v0  Meter  zurücklegend;  er  müsste 
also  nach  1  Secunde  in  -4,  nach  2  Secunden  in  B,  nach  3  in  C  u.  s.  f. 
angelangt  sein.  Nun  wirkt  auf  den  Körper  die  Schwerkraft,  eine  con- 
sent gedachte  Kraft,  die  sich  dadurch  kundgibt,  dass  sie  dem  Körper 
eine  secundliche  Geschwindigkeitszunahme  oder  eine  Beschleunigung 
von  g  (im  mittleren  Deutschland  von  9,808)  Metern  vertical  abwärts 
ertheilt.  Nach  den  Galilei'schen  Fallgesetzen  verhalten  sich  die  ganzen 
Fallstrecken,  die  ein  frei  fallender  Körper  vom  Anfang  der  Bewegung 
an  bis  zum  Schluss  der  1.,  2.,  3.,  4.  u.  s.  w.  Secunde  zurücklegt,  wie 
die  Quadrate  der  Fallzeiten,   also   wie    1 :  4  : 9  :  16  u.  s.  w.  oder  wie 

1* :  22 :  3* :  4*  u.  s.  w.;   dabei  ist  der  Weg  in  der  1.  Secunde  -|-;  also 

sind  die  Fallstrecken   bis  zum  Schluss  der  1.,  2.,  3.,  . . .  Secunde  der 

Reihe  nach  \  ■  l2,    -§- .  2*,    -§- .  3",   . . .. 

Fragen  wir  nun,  wo  befindet  sich  der  Körper  thatsachlich  am 
Schluss  der  ersten  Secunde?  Vermöge  des  Anfangsstosses  allein  würde 
er  nach  einer  Secunde  in  A  sich  befinden;  vermöge  der  Schwerkraft 

allein  würde  der  Körper  um  eine  Strecke  AM  =  -f-  •  1*  =  ca.  4,9  Meter 

vertical  abwärts  gefallen  sein. 

Nun  nehmen  wir  das  unter  dem  Namen  des  Parallelogramms  der 
Kräfte  bezw.  der  Wegstrecken  bekannte  Gesetz  zu  Hilfe.  Dieses  Gesetz 
zeigt  eine  gewisse  Analogie  zu  einem  geometrischen  Gesetz,  dem 
Parallelenaxiom,  welches  sich  bekanntermassen  deshalb  nicht  deductiv 
beweisen  lässt,  weil  es  keine  Denknotwendigkeit  oder  Vorstellungs- 
notwendigkeit ausspricht,  sondern  eine  Eigenschaft  des  Raums.  Ebenso 
drückt  jener  Grundsatz  der  Mechanik  einfach  eine  Eigenschaft  der 
Naturkräfte  aus;  nämlich  die  Eigenschaft  ihrer  Unabhängigkeit: 
jede  Naturkraft  kommt  unabhängig  von  einer  andern,  gleichzeitig  mit 
ihr  auf  denselben  Körper  wirkenden  Kraft  voll  und  ganz  zu  ihrer 
Wirkung,  gerade  so,  wie  wenn  die  beiden  Kraftwirkungen  auch  zeitlich 
getrennt  wären,  also  wie  wenn  gewissermassen  die  Kräfte  ruckweise 
wirkten,  zuerst  nur  die  erste  eine  bestimmte  Zeit  lang,  z.  B.  eine 
Secunde  lang,  wirkte,  aber  die  zweite  nicht,  dann  ebenso  lang  nur  die 
zweite  wirkte,  die  erste  nicht. 

Würde  nun  im  vorliegenden  Fall  die  anfangliche  Stosskraft  allein 
nachwirken,  d.  h.  der  Körper  allein  vermöge  der  ihm  anfangs  ertheilten 
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Geschwindigkeit  v0  geradlinig  weitergehen,  aber  die  Schwerkraft  nicht 
einwirken,  so  befände  sich  am  Schluss  der  ersten  Secunde  der  Körper 
in  A]  würde  jetzt  ebensolang  allein  die  Schwerkraft  wirken,  so  würde 

der  Korper  um  die  Strecke  AM  =  y  •  1*  =  4,9  Meter  frei  herabfallen 

und  befände  sich  am  Schluss  der  Secunde  in  M.  In  diesem  Punkt  M 
befindet  sich  also  thatsächlich  der  Körper  nach  Verfluss  einer  Secunde 
unter  gleichzeitiger  Wirkung  der  Schwerkraft  und  der  Nachwirkung 
des  Anfangsstosses. 

Analog,  wo  ist  nach  4  Secunden  der  Körper  zu  suchen?  Vermöge 
der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  allein  befände  er  sich,  wenn  die  Schwer- 
kraft so  lange  aussetzen  würde,  zu  wirken,  in  dem  Punkt  D,  wobei 
OD  =  4  •  v0  ist;  wirkte  jetzt  gleich  lange  Zeit  allein  die  Schwerkraft, 

so  würde  er  um  die  Strecke  DQ  =  y  •  4?  herabfallen  und  befände  sich 

am  Schluss  jener  Zeit  in  Q)  hier  befindet  er  sich  auch  thatsächlich 
nach  4  Secunden, 

Er  hat  sich  somit  in  horizontaler  Richtung  um  die  Strecke  (Ab- 
scisse)   x  =  OD1   vom  Abgangspunkt  entfernt  und  befindet  sich  um 

die  Strecke  (Ordinate)  D1Q  =  y  =  DDX  —  y  •  4*  über  dem  Boden. 

Denken  wir  uns,  die  Anfangsgeschwindigkeit  vQ  in  ihre  horizontale 
Gomponente  vx*=  v0  •  cos  a  und  ihre  verticale  Componente  v%  =  v0  •  sin  a 
zerlegt,  so  ist  x  =  OD1  «4-^;  BDX  =  OD2  =  4v2,  somit  x  =  4vx 

und    y  =  DlQ  =  4vi  —  ±4t*. 

Allgemein  nach  t  Secunden  ist  also  die  Lage  des  Körpers  gegeben 
durch  seine  Abscisse  x  und  seine  Ordinate  y: 

x  =  vx  •  t  =  v0  -  cos  a  •  t 


(1)  * *-  f. <•-»,. na«. *-| 


§  2.  Nur  der  Form  nach  verschieden,  nämlich  vielleicht  formell 
einfacher,  aber  dem  Inhalt  nach  identisch  mit  der  vorhergehenden  Ab- 
leitung ist  diejenige  mittelst  der  höheren  Analysis: 

In  horizontaler  Richtung  wirkt  keine  äussere  Kraft,   ist  also  die 

Beschleunigung  Null,  -^  =  0 ;  integrirt  -j?  =  const,  also  wie  anfangs, 

dsc 
somit  -T7  =  t>0  •  cos  a;  nochmals  integrirt  x  =  v0-  cos  a  •  t\  die  Integrations- 

constante  ist  Null,  da  für  t  =  0  auch  x  =  0  ist,  d.  h.  da  die  Anzahl  t 
der  verflossenen  Secunden  von  dem  Moment  ab  gezahlt  wird,   wo  der 
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Körper  den  Abgangspunkt  0  verlässt,  von  welchem  ans  die  Abscissen  x 
gerechnet  werden. 

In  verticaler  Richtung,  im  Sinn  der  negativen  y-  Achse  wirkt  die 

Schwerkraft,  deren  Beschleunigung  g  ist,  also  ^  =■» —  g;  integrirt 
-JL  =  —  g  .  i  -f-  Cx\  für  tf  =  0  ist  -77  =  t;0-sina,  somit  Cx  —  v0smu\ 

nochmals  integrirt  y  =  —  -^-  •  ^*  — f-  v0  •  sin  oc  •  ^  -+-  C%}  wo  aber  C2  =  0 

ist,  weil  mit  t  =  0  auch  y  =  0  ist.  Damit  hat  man  dasselbe  Resultat 
wie  oben  in  den  Gleichungen  (1). 

Daraus  lassen  sich  sofort  mehrere  Schlüsse  ziehen. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (1)  dasjenige  Element,  welches 
sich  auf  den  einzelnen  Zeitpunkt  bezieht,  also  t,  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  Flugbahn 

(2)      y^s-tg«  — 4  ^8>g,     (wo  zur  Abkürzung  Ä  =  |£) 5 

es  ist  die  Gleichung  einer  Parabel  mit  verticaler  Achse. 

Der  Scheitel,  mit  den  Coordinaten  x0f  y0,  liegt  da,  wo  die  Flug- 
bahntangente  horizontal,   also   y'   oder    tg  03  =  0   ist;    allgemein   ist 

tg  ©  =  tg  a  —  jt-t 5— :   somit  ist  xa  =  2h •  cos  a  •  sin  a  =  h •  sin  2a, 

~  °  2  •  h  •  cos*  a '  °  7 

dazu  aus  (2)  y0  =  Ä  •  sin2  a.  * 

Die  Wurfweite  OW  (bei  horizontal  gedachtem  Boden),  also  die 
Abscisse  desjenigen  Flugbahnpunktes,  für  welchen  zum  zweiten  Male 
y  =  0  wird,  ergibt  sich  aus  (2)  zu  OW  =  2Ä  •  sin  2a. 

Das  Maximum  der  Wurfweite  OW  wird,  bei  gleicher  Anfangs- 
geschwindigkeit v0  oder  constantem  Ä,   dann  erhalten,   wenn  die  Ab- 
leitung   von     sin  2  a 
*f  .  nach  a  Null  ist,  also  für 

cos  2a  =  0,   2a  =  ^, 

a  =  ^,   ein  Resultat, 

das,  wie  oben  bemerkt, 
x  schon  Tartaglia  durch 
das  Experiment  an- 
nähernd constatirt 
hatte.  In  diesem  Fall 
wird  die  Wurfweite    OTP=2Ä«&in2a  =  2Ä,   also  das  Doppelte  der 

Flughohe  ~-,  welche  von  einem  Körper  erreicht  wird,  falls  er  mit 

derselben  Anfangsgeschwindigkeit  v0  vertical  in  die  Höhe  geworfen  wird. 


Fig.  2. 
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Die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  Dach  der  Zeit  t  ist  gegeben 
durch 

nun  war    y  =  v2t  —  -~-  •  fi    und     h  =  ^-9    also  ist 

somit  kurz  t>2  =  2#  (Ä  —  y) . 

Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkt  (xy)  oder  nach  der 
Zeit  t  ist  also  dieselbe,  wie  wenn  der  Körper  um  die  Strecke  h  —  y 
frei  herabgefallen  wäre.  Wir  werden  nachher  auf  dieses  Ergebniss 
zurückkommen. 

Die-  Flugzeit,  also  diejenige  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um 

den  Punkt  {xy)  zu  erreichen,   ist  nach  (1)   t  = ;  speciell  die 

Zeit,  welche  er  braucht,  um  den  gesammten  über  dem  horizontalen 
Boden  liegenden  Theil  OW  der  Flugbahn  zu  durchlaufen,  ist  gleich 
derjenigen  Zeit,  welche  die  Horizontalprojection  Px  des  Massenpunkts 
zum  Durchlaufen  der  Wurfweite  OW  nöthig  hat,  also  gleich 

OW           4Ä •  sin  a                      ,      ™          .,         2  •  vA  -  sin  a 
—  -  ;     gesammte  Flugzeit  =  — *— 


v0  •  cos  a  v0 


Eine  doppelte  Gruppe  von  weiteren  Sätzen  erhalten  wir  dadurch, 
dass  wir  eine  ganze  Schaar  von  Flugbahnen  ins  Auge  fassen  und 
hierbei  die  gemeinschaftlichen  Eigenschaften  aufsuchen,  welche  die 
einzelnen  Flugbahnen  der  Schaar  verbinden. 

Sohaar  der  Flugbahnen  bei  constanter  Anfangsgeschwindigkeit. 

In  derselben  Verticalebene,  der  Zeichnungsebene,  liegen  unendlich 
viele  Flugbahnparabeln,  welche  demselben  Punkt  0  als  Abgangspunkt 
und  demselben  Werth  v0  der  Anfangsgeschwindigkeit  (derselben  Ladung) 
zugehören;  wir  erhalten  diese  Schaar,  indem  wir  dem  Abgangs winkel  a 
in  Gedanken  der  Reihe  nach  andere  und  andere  Werthe  zuertheilen. 

Doppelter  Wurfwinkel.    Flachschuss  und  Bogenschuss. 

Zunächst  greifen  wir  aus  der  Schaar  zwei  Parabeln  heraus,  die 
dadurch  zusammengehören,  da£s  beide  durch  denselben  Punkt  xy  gehen 
sollen  (Fig.  3).  Wir  denken  uns  also  momentan  (x,  y)  als  einen  ge- 
gebenen Punkt  (Spitze  eines  Thurmes  etc.)  und  fragen,  unter  welchem 
Abgangswinkel  geschossen  werden  muis,  um  diesen  Zielpunkt  (x,  y)  zu 
treffen.    Wir  hatten 

Crunz,  Ballistik.  2 


18  Zweiter  Abschnitt. 

x1 

y  =  x  •  tg  a  — TV =-  , 

*  ^  4ä  •  cos*«' 

mit  coB^^ryT-r  und  tga  =  *,  wird  4Äy  +  #2 —  4A:rj&-|-a:2*2  — 0> 

daraas 

(3)  *  =  tga  =  ^  +  ^-y4Ä8—  4Ay  —  **. 

Das  doppelte  Vorzeichen  deutet  an,  dass  derselbe  Punkt  (#y)  der 
Ebene  bei  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  t>0,  also  demselben  Werth 


Fig.  S. 


t>» 


von  Ä  =  ^-,   auf  doppelte  Weise  getroffen  werden  kann;   die  beiden 

Abgangswinkel  ax  und  o,  lassen  sich  aus  (3)  berechnen-,  der  eine  Schuss 
heisst  Flachschuss  oder  directer  Schuss,  der  andere  Bogen-  oder  in- 
directer  Schuss.  Eine  Winkelbeziehung  zwischen  «q  und  a,  wird  sich 
weiter  unten  ergeben  (Fig.  6).  Vorerst  betrachten  wir  die  beiden 
Lösungen  (3)  naher.  Offenbar  gibt  es  dann  und  nur  dann  zwei  von 
einander  verschiedene  reelle  Schusswinkel  a,  wenn  die  Quadratwurzel 
reell  ist,  also  wenn  4Aa  >  4hy  +  £*  ist.  Beide  Lösungen  fallen  in 
eine  zusammen,  wenn  dieser  Ausdruck  Null  ist;  wenn  endlich  (xy)  so 
liegt,  dass  4A*<4Äy  +  #*,  so  gibt  es  (immer  bei  gegebenem  A,  also  t;0) 
keinen  reellen  Abgangswinkel  «,  mit  welchem  der  Punkt  (xy)  getroffen 
werden  könnte. 

Also  zerfällt  die  ganze  Ebene  in  zwei  Gebiete;  in  dem  einen  Gebiet 
liegen  diejenigen  Punkte  (xy),  welche  auf  doppelte  Weise  getroffen 
werden  können;  im  andern  liegt  kein  Punkt  dieser  Eigenschaft;  beide 
Gebiete  werden  durch  die  Curve  getrennt,  welche  die  Gleichung 
4Ä2  =  4Ay  +  x%  (mit  x}  y  als  Variabein)  besitzt  und  welche  den  geo- 
metrischen Ort  der  Punkte  der  Ebene  darstellt,  die  nur  auf  eine  einzige 
Weise  getroffen  werden  können,  für  welche  also  der  directe  und  in- 
direkte Schuss  zusammenfallen. 

Diese  Curve  ist  eine  Parabel,  mit  Brennpunkt  in  0;  in  der 
That  erkennt  man  dies  sofort,  wenn  man  den  Coordinatenanfang  durch 
Parallelverschiebung  des  Systems  in  den  Punkt  Ox  (o,  h)  verlegt,  welcher 
auf  der  Curve  liegt    Ersetzt  man  y  durch  h  -f-  y    und  nimmt  sodann 
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y'  negativ,  so  wird  die  Curvengleichung  4Ä*  =  4A  (h  —  y')  +  rc*  oder 
^  =  4A-  y'\  d.  k  die  Curve  4A*  =  4thy  +  x%  stellt  eine  Parabel  dar, 
deren  Scheitel  in  Ou  deren  Brennpunkt  in  0  liegt  und  deren  Axe 
somit  vertical  ist. 

Nach  dem  Vorhergehenden,  zusammen  mit  dem  aus  der  Theorie 
der  Enveloppen  Bekannten,  ist  zu  entnehmen,  dass  diese  Parabel 

(4)  4Ä8  =  4Äy  +  x* 

die  Einhüllende  aller  Wurfparabeln  der  besprochenen  Schaar  repra- 
sentirt,  wie  sich  auch  direct  mit  Leichtigkeit  ergibt: 
Die  Gleichung  der  Flugbahnparabel  (2)  war 


x* 


_ 4ft  .  tg  a  •  x  +  4 A  •  y  =  0 ; 


coa'a 

leitet  man  diese  Gleichung,  welche  mit  a  als  willkürlichem  Parameter 
zugleich  die  Gleichung  der  erwähnten  Parabelschaar  ist,  partiell  nach  a 
ab,  so  folgt 

+  2  cos  a-  sin  a       9        4h    x        ^ 
i ar =-  =  0 ; 
COß*a                        cos'a  7 

d.  h.  es  ist  entweder  x  =  0  und  damit  y  =  0  (d.  h.  man  kann  den 
Abgangspunkt  0  als  unendlich  kleinen  Kreis  betrachten,  der  von  sämmt- 
lichen  Parabeln  umhüllt  wird),  oder  aber  ist  der  andere  Factor  Null, 

tg  a  =  — ;   wird  hieraus  und  aus  der  Gleichung   der  Parabelschaar 

das  die  einzelne  Parabel  als  Individuum  charakterisirende  Element, 
also  a  eliminirt,  so  bleibt 

oder  a*  +  4A*  —  8A2  +  4Äy  =  0, 

woraus  endlich   4Ä*  =  4thy  +  et?   wie  oben. 

Dabei  haben  wir  die  Betrachtungsweise  nur  auf  die  in  der  vertical 
gedachten  Zeichnungsebene  bezogen;  denkt  man  sich  im  Raum  von  0 
aus  mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  v0  unter  allen  möglichen 
Abgangswinkeln  a  geschossen,  so  werden  die  sämmtlichen  Wurfparabeln 
von  einem  Umdrehungsparaboloid  eingehüllt,  das  den  Scheitel  in 
01}  den  Brennpunkt  in  0  besitzt. 

Wir  kehren  zu  den  Vorstellungen  in  der  Ebene  zurück,  um  uns 
die  Frage  zu  stellen,  welches  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte, 
sowie  derjenige  der  Scheitel  sämmtlicher  Parabeln  unserer  Schaar  sei. 

Die  ursprüngliche  Gleichung  (2)  der  Wurfparabel 

x* 
y  =  x  •  tg  a  —  t—t r- 

9  °  4  •  h  •  cos'  a 

2* 


20 


Zweiter  Abschnitt. 


läset  sich  in  der  Form  schreiben 

(.-V)"— ^VÖ. 

wobei  wie  oben  vx  =  v0  •  cos  a ;  t?a  =  t;0  •  sin  a  ist.  Aus  dieser  Form 
der  Gleichung  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  die  Lage  der  Directrix 
der  Parabel  schliessen.   Da  nämlich  der  doppelte  Parameter  der  Parabel 

aus  der  Gleichung  sich  zu  — -  ergibt  und  da  die  Directrix  von  dem 

Scheitel  um  eine  Strecke  gleich  dem  halben  Parameter  absteht,  so 
ist  der  Abstand  der  Directrix  von  der  ihr  parallelen  x-  Achse  gleich 

Vo  +  jh ;  (ifo  die  Ordinate  des  Scheitels)  oder  gleich  |^  + 1^  =  |^  =  Ä; 

somit  hängt  dieser  Abstand  von  a  nicht  ab  und  wir  haben  den  Satz: 
alle  Parabeln  der  genannten  Schaar  haben  die  Directrix  ge- 
meinschaftlich; ihre  Höhe 
y«u^ocß.  <&*a*Xü*.  über  dem  Horizont,  der  x- 

Achse,  ist  gleich  der  Hohe  \ 
welche  ein  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit v0  vertical 
aufwärts  geworfener  Körper 
erreicht  (Fig.  4). 

Die  Geschwindigkeit 
des  geworfenen  Körpers  in 
einem  beliebigen  Punkt  (xy) 
der  Flugbahn  fanden  wir 
früher  gleich  2  g  (h  —  y) ; 
dieses  Ergebniss  lässt  sich  nunmehr  auch  so  ausdrücken:  Die  fragliche 
Geschwindigkeit  ist  dieselbe,  welche  der  Körper  besitzen  würde, 
wenn  er  von  der  Directrix  aus  bis  zu  jener  Stelle  der  Bahn 
frei  herabgefallen  wäre.  (Uebrigens  lässt  sich  Letzteres  auch  direct 
aus  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  einsehen;  denn  die  lebendige 
Kraft  des  Geschosses  von  der  Masse  m  in  dem  beliebigen  Bahnpunkt  (xy) 

ist  y  •  v* ;  der  Verlust  an  kinetischer  Energie  —  v0*  —  y  t>*  gleich  dem 

Gewinn  mg  ♦  y  an  Energie  der  Lage;  da 

t?02  =  2gh,    so  ist    v%  =  2gh  {h  —  y)  — ). 

Aus  der  über  die  Directrix  gewonnenen  Relation  folgt  nunmehr 
leicht  eine  solche  über  die  Lage  der  Brennpunkte  sämmtlicher  Para- 
beln unserer  Schaar.  Die  Directrix  jeder  der  Parabeln  hat  die  constante 
Höhe  h  über  der  Horizontalen  durch  0;  der  Scheitel  der  dem  Eleva- 
tionswinkel  a  zugehörigen  Parabel  hatte  die  Ordinate    y0  =  h  •  sin2  a 


Fig.  4. 
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(Fig.  5);  also  ist,  weil  der  Scheitel  einer  Parabel  vom  Brennpunkt 
einerseits  und  von  der  Directrix  andererseits  gleich  weit  absteht,  die 
Ordinate    des   Brennpunkts   F  um    h  —  Ä-sin8a    oder   um   A«cos2a 


Fig.  5. 

kleiner  als  die  Scheitelordinate;  folglich  ist  die  Ordinate  Sx-F  des 
Brennpunkts  gleich  h  sin8  a  —  h  cos8  a  =  h  •  cos  2  a  dem  absoluten 
Werth  nach;  die  Abscisse  OSt  des  Scheitels  war  OSt  =  h  •  sin2  a; 
daraus  OF2  =  OSt*  +  SXF*  =  Ä2cos82a  +  A8  sin82a  =  Ä2;  OF=h, 
unabhängig  von  a.  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  F 
aller  Wurfparabeln  der  Schaar  ist  darnach  ein  Ereis  um 
0  mit  Radius  OOx  oder  h  (im  Raum  eine  Eugel).  Der  Schnitt- 
punkt dieses  Kreises  mit  der  Horizontalen  durch  0}  der  #- Achse, 
entspricht,  als  Brennpunkt  betrachtet,  der  Parabel  mit  der  Maximal- 
wnrfweite,  also  mit  dem  Elevationswinkel  45°;  denn  für  diese  ist  die 

Ordinate  y,  die  Abscisse  h. 

Andererseits  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Scheitel  aller 
Wurfparabeln  unserer  Schaar  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  h 


•J&.  XtibCnüe 


Fig.  6. 

und  y ,  welche  die  Horizontale  durch  0  in  0  berührt  (im  Raum 

ein  Rotationsellipsoid);  denn  für  die  Goordinaten  x0,  y0  des  Scheitels 
hatten  wir: 

x0  =  h  •  sin  2a ;      -^  =  sin  2a ; 
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Zweiter  Abschnitt. 


Vo 


y0  =  &-  sin2«; 


2 


2 


=  —  cob  2a. 


Durch  Quadriren  und  Addiren  ergibt  sich 


=  i, 


also  das  erwähnte  Resultat. 

Man  kann  sich  weiterhin  die  Frage  vorlegen:  Welches  ist  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  bei  derselben  An- 
fangsgeschwindigkeit v0  unter  allen  möglichen  Abgangs- 
winkeln a  nach  einer  und  derselben  Anzahl  t  von  Secunden 
erreicht  werden.  Also  wir  denken  uns  Ton  0  aus  unter  allen  mög- 
lichen Abgangs  winkeln,  aber  mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit 
gleichzeitig  sehr  viele  Geschosse  abgehend;  in  einem  bestimmten  Augen- 
blick,  also  nach  einer  bestimmten    Anzahl  t  von  Secunden   befinden 


sich  die  sämmtlichen  Geschosse  auf  einer  gewissen  Flache;  welcher  Art 
ist  diese  Fläche?  Da  um  die  Verticale  durch  0  Alles  symmetrisch  ist, 
haben  wir  auch  hier  nur  nöthig,  die  Würfe  in  der  verticalen  Zeichnungs- 
ebene zu  berücksichtigen.  Wir  fanden,  dass  nach  t  Secunden  die  Coordi- 
naten  eines  solchen  Geschosses  sind 

x  =  v0  •  cos  a  - 1 


y 


t;0  •  sin  a  •  t  —  y  •  f. 


Nunmehr  ist  a  zu  eliminiren,  wiederum  mit  Hilfe  der  Relation  cos8  a 
+  sin8  a  =  1 ;   dies  gibt 

Innerhalb  der  Zeichnungsebene  ist  dies  die  Gleichung  eines  Kreises, 
dessen  Radius  (=  tfl  •  t)  sich  proportional  der  Zeit  gleichmässig  ver- 
grössert  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  y-Achse  abwärts  geht;  an- 
fangs, für  6  =  0,  ist  der  Ereismittelpunkt  in  0,  nach  t  Secunden  ist 


Wurfbewegung  ohne  Röcksicht  auf  den  Luftwiderstand. 


23 


er  um  -|-  *  t2  unterhalb  von  0;   also  hat  sich  der  Kreismittelpunkt  in 

dieser  Zeit  um  eine  gleiche  Strecke  auf  der  negativen  y- Achse  von  0 
entfernt,  wie  wenn  er  als  ein  Massenpunkt  in  Folge  der  Schwerkraft 
frei  herabgefallen  wäre  (Fig.  7). 

Durch  Rotation  der  Flugbahnebene  um  die  y-Achse  erhält  man 
als  gesuchten  geometrischen  Ort  eine  Kugel  mit  dem  Radius  v0t} 
dessen  Mittelpunkt  M  nach  t  Secunden  in  einer  Tiefe  unter 
0  sich  befindet,  die  in  derselben  Zeit  von  einem  frei  herab- 
fallenden schweren  Massenpunkt  erreicht  worden  wäre. 


Sohaar  der  Flugbahnen  bei  oonstantem  Abgangswinkel. 

Den  vorhergehenden  Sätzen  über  die  Gesammtheit  der  Flugbahnen 
bei  constanter  Ladung,  also  constanter  Anfangsgeschwindigkeit,  stehen 
andere  in  gewissem  Sinne  reciprok  gegenüber,  welche  sich  auf  die 
Schaar  der  Flugbahnen  mit  constantem  Abgangswinkel  und  verschiedenen 
Anfangsgeschwindigkeiten  beziehen.  Wir  denken  uns  also  nun  ein  ein- 
gespanntes Gewehr  oder  ein  Geschütz  mit  immer  gleichbleibender  Nei- 
gung a  der  Seelenachse  gegen  den  Horizont,  dagegen  immer  andere 
Anfangsgeschwindigkeiten  der  Ge- 
schosse gewählt,  und  stellen  uns 
die  analogen  Fragen  wie  vorher. 

Der  geometrische  Ort  der 
Scheitel  aller  Wurfparabeln  der 
2.  Schaar  ist  eine  gerade  Linie, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die 
verticale  Strecke  zwischen  den 
Schenkeln  des  Abgangswinkels  cc 
halbirt  und  den  Halbirungspunkt  8  mit  0  verbindet.  Denn  für  den 
Scheitel  hatten  wir  x  =  h-  sin 2a,  y  =  h- sin2 er,  hier  ist  cc  constant;  also 

ist  die  von  einer  Flugbahn  zur  anderen  veränderliche  Grosse  ä(=^- j 

a  sin    tx 

zu  eliminiren:  durch  Division  wird   —  =   .  n    ;  2y :  x  —  tg  a,  worin 

'  x         sin2cr'      9  °     ; 

die  Behauptung  liegt. 

Ebenso  ist  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  eine 
Gerade;  man  construirt  sie,  indem  man  den  Abgangswinkel  a  ver- 
doppelt und  auf  dem  freien  Schenkel  dieses  Winkels  2  a  die  Senkrechte 
in  0  errichtet  (Fig.  9). 

In  der  That,  die  Goordinaten  des  Brennpunkts  waren 
#  =  A*  sin  2a     und     y  =  —  Ä-  cos  2a; 


Fig.  8. 
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Zweiter  Abschnitt. 


durch  Elimination  von  h  folgt 

f  =  -cot2«  =  tg(f  +  2«), 

also  die  obige  Behauptung. 

Denkt  man  sich  endlich  unter  demselben  Abgangswinkel  cc  mit 

allen  möglichen  Anfangsgeschwindigkeiten  v0  (=  Y2gh)  gleichzeitig  in 


♦x 


(ä»xtfat) 


Fig.  9. 

derselben  Verticalebene  geschossen ,  so  kann  man  auch  hier  fragen, 
auf  welcher  Einie  finden  sich  nach  einer  bestimmten  Anzahl  t  von 
Secunden  die  sämmtlichen  geworfenen  Körper  vor? 

Die  Lage  eines  solchen  Körpers  nach  t  Secunden  ist  durch  dessen 
Coordinaten  festgelegt: 

cos  ol  •  t    und     y  =  v0  •  sin  a  •  t 


x 


vt 


0 


■  <". 


Durch  Elimination  von  v0  erhält  man 

y  =  ztga- 


9_ 
2 


f. 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  parallel  der  con- 
stanten  Abgangsrichtung  OA\  ihr  Schnittpunkt  M  mit  der  y- Achse 

befindet    sich    um    ~t2 

unterhalb  0;  man  hat 
sich  also  nur  zu  denken, 
dass,  gleichzeitig  mit 
jenen  von  0  aus  gewor- 
fenen Körpern,  ebenfalls 
von  0  aus  eine  schwere 
Masse  frei  herabfällt. 
Nach  t  Secunden  sei 
diese  Masse  in  M  angelangt;  durch  M  ziehe  man  eine  Parallele  zu 
der   Abgangsrichtung   OA.    Durch   Rotation   um   die   y-  Achse   findet 


Fig.  10. 
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man  sodann  als  geometrischen  Ort  für  die  Lagen  der  sämmtlichen 
gleichzeitig  abgeworfenen  Körper  im  Raum  einer  Kegelfläche;  parallel 
der  Kegelfläche  OA]  ihre  Spitze  M  rückt  von  0  ans  abwärts, 
wie  eine  schwere  Masse  frei  fällt. 

Die  vorstehende  Doppelreihe  von  Sätzen  über  die  Schaaren  von 
Wurfparabeln,  einerseits  mit  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit  und 
andrerseits  mit  gleichem  Abgangswinkel,  lassen  sich  unschwer  auch  mit 
Hilfe  von  elementar-geometrischen  oder  projectivisch-geometrischen  vgi.Noteis. 
Betrachtungen  ableiten;  denn  im  ersten  Fall  liegt  eine  Schaar  von 
Parabeln  durch  denselben  Punkt  0,  mit  derselben  Richtung  der  Achse 
und  derselben  Directrix  vor;  im  zweiten  Fall  eine  Schaar  von  Parabeln 
durch  denselben  Punkt  0,  mit  derselben  Richtung  der  Parabelachse 
und  mit  gemeinschaftlicher  Tangente  in  0. 

Wurf  auf  geneigtem  Boden. 

Wir  verallgemeinern  jetzt  die  vorhergehende  Aufgabe:  Die  (oben  als 
horizontal  vorausgesetzte)  Bodenfläche  möge  nunmehr  mit  dem  Horizont 

durch  den  Abgangspunkt  

denNeigungswinkel  ß  bil-  /^^^  ^^ä*^*^^**^ 

den;  der  Abgangswinkel  a  d^  ^r*-*^53***95**7!     s 

desGeschosses  sei  von  dem         y^gfsr^^^^^  ^' 

Horizont  aus  gerechnet.     0.* -----  ^  L  \- 

Wie  gross  ist  bei  gege-  u 

bener   Anfangsgeschwin- 

digkeit  die  Wurfweite  0A7  gemessen  auf  der  schiefen  Ebene?   Welches 

ist  die   zugehörige  Flugzeit?    Und  unter  welcher  Bedingung  wird  die 

grösste  Wurfweite   erreicht?    Die   Gleichung   der   schiefen  Ebene   ist 

y  =  x  •  tg  ß ;  man  hat  also  zusammen 


x 


vx-t     und     y  =  va .  t  -  -|-    t*  =  x  •  tg  ß\ 


aus  diesen  3  Gleichungen  sind  x  und  y  zu  eliminiren,  wenn  man  die 
Zeit  t  erhalten  will,  die  verfliesst,  bis  das  Geschoss  die  schiefe  Ebene, 
also  den  Punkt  A  oder  {x,  y)  erreicht;  es  wird 

somit  ist  entweder  t  =  0  (der  Abgangspunkt  0  liegt  ebenfalls  auf 
der  schiefen  Ebene)  oder 

f  _  2t,,         2t>x  _  2(t>,  -tfr  ■  tgfl, 

9  9        ör  9  ' 

nun  ist   vl  =  t?0  •  cos  a ;   v%  =  v0  •  sin  a ,   somit  wird 

j*     üi    -      'l    j.        2t>0     ein(a  —  ß) 

die  Flugzeit   t  =  — *•  — * — 5-^. 
0  g         cos  p 
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Ferner  wird  die  Abscisse  Ton  A  gleich 

,                             ,         !•».*    COdffi    ainfa  — 
X  =  V.  •  t  =  t>„  ■  COS  K  ■  t  =  S-  .  — — g 

somit  ist  die  Wurfweite  OA  auf  der  schiefen  Ebene 
nj-   ■ a.y   wrinC-B. 


Wir  fragen,  für  welchen  Werth  des  AbgangBwinkels  o  wird,  bei 
gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  v0  und  gegebener  Neigung  ß  des 
Bodens,  die  Wurfweite  OB  ein  Maximum?  Der  Ausdruck  cos  a 
■  sin  («  —  0)  igt  nach  a  abzuleiten.     Dies  gibt 

-sin«  sin(«— /J)  +  cosa.cos(a-/S)=0;  tg(«-0)  =  cotK=*tg(*  — «); 
somit  muss  sein 

.-!-$-.,   «  — {-£+*)• 

In  diesem  Fall  ist  der  Winkel  zwischen  Anfangstangente  der  Flug- 
bahn und  zwischen  der 
Verticalen  in  0  gleich 

i_*_J-      *_-£■ 

%  4  2         4  *  ' 

andrerseits  ist  der  "Win- 
kel zwischen  der  scw*" 
fen  Ebene  und  det  Ver- 
ticalen £  ■—  a.       a3*° 


muss  die  "Wurf**0     \ 
tnng  den    \fiP^e_ 


^"»fischen  der  achiefeB  Ebene  und  der  Verticalen  des  A.bga'x^0t 
Punktes    halbiren,     Wenn    die    Wurfweite,    gemessen     auf     f.    t 


chiefen  Ebene,   eiö    Maximum  werden   soll    (Dieses    Re&U.^e 
%ilt  auch,  wenn  die  Schiefe  Ebene  von  A  aus  abwärts,  statt  auf**-**' 
*0hrt;  (s.  Beispiel  unten.)  -     e 

Schiesst  man  unter  zwei  Abgangswinkeln,  wofoa  der  •* 
Tim  den  gleichen  Betrag  £  kleiner,  wie  der  andere  grösser  *  ^ 
als   der  eben  erwähnte  Winkel  der  Maximalscbuss-weit«*» 
treffen  die   beiden   Schüsse   die   schiefe  Ebene   i»    dem8el 
Punkt  A  (Flachschuss;  —  Bogenschuss). 

In  der  That  ist  der  grössere  der  beiden  Abgangswinböl 
T  +  T  +  * !       der  andere     ~  +  ~  —  « ; 
folglich  ist  das  erste  Mal  nach  dem  Obigen 


^J 
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die  Wurfweite  =       ° 


~(t+4+ •)•-&-!+•) 


C08*(J 


das  zweite  Mal 


die  Wurfweite  =  — - 


C08(f+i-c)-8in(T-i-£) 


C08"(J 


Nun  ist 


Fig.  13. 


cos  f-^-  -j-  y  +  *)  =  sinus  des  Complements  =  sin  [^  —  ~  —  e)  und 

sin  (-|-  —  ?  +  b)  =  cosinus  des  „  =  cos  (~  +  -f  —  s) ; 

also  erhalten  beide  Ausdrücke  denselben  Werth. 

Speciell  für  ß  =  0,  also  bei  horizontalem  Boden  wird  die  Wurf- 
weite gleich  für  zwei 
Wurfwinkel,  welche  sich 
zu  90°  ergänzen,  oder 
von  denen  der  eine  um 
denselben  Betrag  kleiner, 
wie  der  andere  grösser 
ist  als  45°.  Dies  folgt 
erstens  aus  dem  Vorher- 
gehenden durch  die  Spe-  0 
cialisirung  ß  =  0 ,  und 
zweitens  einfacher  direct  aus  der  Formel  für  die  Wurfweite  =  2A  •  sin  2  a ; 

sind  ccx  und  a2  zwei  Schusswinkel  der  Art,  dass  at  +  a2  =  y  >  so  ^t 

sin 2ax  =  sin  2  (y  —  c^j  =  sin  2^ . 

Beispiele. 

1)  Ist  es  möglich,   von  der  Spitze    der  Cheopspyramide  aus 
mit  einem  Stein  über  die  Basis  der  Pyramide  hinaus  zu  werfen? 

Die   Höhe  der  Pyramide  ist    137,2  Meter;    die  Lange  einer  Seite  der 
quadratischen  Basis  227,5  Meter;  ^ 

somit  der  Neigungswinkel   ABC  ^\ 

=  50°  21'.  Um  die  Maximalwurf- 
weite zu  erhalten,  muss  von  der 
Spitze  A  aus  in  einer  Richtung 
AT  geworfen  werden,  welche  den 
Winkel  BAD  der  schiefen  Ebene 
und  der  Verticalen  halbirt,  somit 


^.BAT^^^BAB 

=         \  =  70°10' ; 

2  '  Flg.  H. 
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der  Abgangswinkel  a  also  •=  19°  50'.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  beim 
Werfen  aus  freier  Hand  ist  zu  24  m  angenornmen  (Mittel  aas  30  Versuchen 
mit  ebenso  vielen  verschiedenen  Personen);    die  Banngleichnng  ist 


Die  Frage  ist,  wie  gross  y  geworden  ist,  wenn  x  den  Werth  — ^—  ange- 
nommen hat     Es  wird 

»  "  "V '  *  (>9"W)  -  rjSfe  -  -  83,S  m. 

(Mit  «0=22m  wird  y  =  106,9 m ;  mit  v0  =  20  m  wird  y 137,9 m). 

Die  Antwort  ist  also:  bei  einiger  Gewandtheit  ist  es  möglich. 

2)  Eicochet-Schnss. 

Auf  horizontaler  Flache  wird  von  0  ans  eine  Kugel  mit  der  Geschwin- 
digkeit v„  und  unter  dem  Abgangswinkel  «.  geworfen.  Ihre  Elasticitat  sei  e 
(ein  echter  Bruch,  e  =  0  bei  vollkommen  unelastischen,  e  =  1  bei  voll- 
kommen elastischen  Körpern);  die  Kugel  schlagt  bei  A  (unter  demselben 


*«»«>1m1  °'~°°  ™"i  mit  »«rselben  Geschwindigkeit  »,— t>„)  auf  demBoi«» 
A.V*'    beginnt  von  Neuer«  eine  p&raDel  ZQ  beschreiben  (aber  mit   kleinere1* 
?*»  JSangswinkel  o,  und  kleinerer  Anf«"g88»"«'"™di8k,i'  ">)'  kulant  t>ei       . 
J  ^  *tt  zweiten  Mal  auf  den,  j^  mC  „.  s.  t  (,.  Hg.  i4a).     Wfe  gr°*» 
».  ^p  die  gesammte   ™urfwei,     bi8  zum  »tan  Aufprall  und  wel°B 

*  die  zugehörige  »'«„.„jJJ  M- 

•*_         Aus  dem  Newton'sc^  b|i  ^  den  „„^iten  Btoss  zweief  el»l  \ 

^-fcer  Massen  m  uu«  JnT  is>Jt  ^     ailm  „an  jj,  ,ine  Masse    .Jf  (®Tia- 

-.     *s  unendlich  gross  ecgeatib,r  in  „deren  voraussetzt,  leicht  die  Gauen«»0"  5. 

,^»it  »,  ableiten,   mit  »eIohei.  >jm  Kngel|  ^  mi,  der  Geschwiaaig*01:,  iob 

«nkrecht  auf  dem  Boc)eil  auffallt,  wieder  zurückspringt.     6ie    and«*    "a 

«leich  e»„  wo  e  die  Ei„ttdtät  a„  Ku    ,  d„,tell^  „j  j,t  da*-  Bicbtr.ba 

*M>cl.  entgegenge.eM  mit  wird  j,0  („  ^,,.„6™.  zu  14«)    «ine  »»Vi ,«, 

»Cugel  echi.f,  unter  dem  Horizontalneignngswinkel  «,  gegen  die   liorizo0*",» 

SoderJllche  geworfen,   BO  hat  „,„  „„  n  «         „,  stossbewegvmg  i»   **Lg 

zn  einander  senkrecht.   Bewegungen  zu  zerlegen:   in  horizontale»-  Rio***?*. 

findet    kern   Btoss    statt,    ,!,„    bleibt   die   horizontal.  Compon«»**    der    » 

echwrndigkeit  unverändert,  MA—AN  oder  e,  ■  cos  «,  _  ,.  •  cos  «,  ;    &&>»?„ 

in  vertierter  Richtung  hat  „an  senkrechten  St»ss,  so   die    AR   —  « J, A* 

w  "5  ?■  ~r. '  '  "'    ™ "'    "*     A»f  *■»  Td"  1»™'  m*a    *"   ,  J Sa 

HLl%  Üi! ^  G'°"f  '"'  dm  «»chwindigk.it,  mit  welcher  die  »vafpmUe'"» 
Kugel  die  Flach,  wieder  verlaset;  denn  .1  folgt  aus  den  beiden  OleichuneT«" 
«8  «i  <  tg  „,  =  1  :  , .  damit  kennt  man  «,  und  hieran,  «,. 
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Diese  Einzelbetrachtung  haben  wir  ebenso  oft  zu  verwenden,  als  die 
Kugel  (in  -4,  2?,  C  etc.)  auf  dem  Boden  aufprallt.  Nennen  wir  an  den 
(spitzen)  Winkel,  unter  welchem  die  Kugel  unmittelbar  vor  dem  nten  Auf- 
prall gegen  die  ebene  Bodenflache  fliegt,  vH  die  zugehörige  Geschossgeschwin- 
digkeit; es  sei  ferner  Wn  die  Wurfweite  bis  zum  nten  Aufprall,  von  0  aus 
gemessen;  tn  die  bis  dahin  verflossene  Zeit.  In  horizontaler  Richtung  er- 
hält man  für  die  verschiedenen  Stösse 

v0  cos  a0  =  vt  cos  ax  =  v2  cos  a2  =  •  .  •  =  vn  •  cos  ctn . 

Dagegen  ist  in  verticaler  Richtung 

v2  sin  Cg  =  e  •  vx  •  sin  at  =  e  •  v0  •  sin  ct0  (weil  at  =  a0  und  vx  =  v0) ; 

ebenso      v9  sin  ct3  =  ev%  •  sin  a2 ,      also      =  e*  •  vt  •  sin  at  =  e2  •  t>0  •  sin  a0 ; 

allgemein  wird  so 

'v0  •  cos  a0  =  vH-  cos  tfn 

» 

1 

v0  ■  sin  a0  =  -^  •  v*  •  sin  a , 

c 

Durch  Division  einerseits,  Quadriren  und  Addiren  anderseits  wird 

tg  an  =  c*-1  •  tg  a0 
.  «„*  =  t>0'  •  {  e*"-2  •  sin*  «0  +  cos*  «0 } 


(I) 


Damit  lässt  sich  Richtung  und  Grösse  der  Geschwindigkeit 
der  Kugel  allgemein  vor  dem  nten  Aufprall  aus  dem  Anfangszustand 
a0,  v0  und  der  Elasticität  e  berechnen. 

Welche  Zeit  ist  bis  zum  nten  Aufprall  verflossen? 

Der  erste  Bogen  OA  wird  in  der  Zeit  beschrieben: 


^=-^.sma0; 


der  zweite  Bogen  AB  in  der  Zeit: 

.  .  2  ♦  t>,      .  2  •  e  •  v0  •  sin  a0 

k  —  t  = s  •  sm  a9  = 2 ?    u.  8.  f. 

Die  Zeit  bis  zum  nten  Aufprall  ist  sonach 

(n)   ^=i^^.(1+e+c,+e.+...+en-1)=^Ä.i^!. 

Die  Längen  der  Wurfstrecken  OA,  AB,  BC  etc.  sind  der  Reihe  nach: 
OJ.  =  vx  -  cos  «i  •  ^i  =  v0  •  cos  a0  •  ^  ,     wobei     tfx  == •  sin  a0 , 

AB  =  v2  •  cos  «g  (/j  —  £x) ,     wobei     ^  —  ^  = 9  sin  a0 

und     v2  cos  a2  =  v0  cos  a0    ist , 

i         a  -d        2  •  ^"ecosofo  •  sinof0 

also  -4.2?  = - u.  8.  f. 

9 


Die  ganze  Wurfstrecke  Wn  von  0  bis  zum  nten  Auffallpunkt  ist  also 

1  — e 


pn)  =^VBi°«o:cos«g <(1+e+e2+ ...+^-i)=V»igl3>  *-«' 
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Dieser  Ausdruck  (HI)  gestattet,  entweder  Wn  zu  berechnen,  wenn 
a0,  v0  und  e  bekannt  sind,  oder  auch  die  Elasticität  e  aus  t?0,  a0  und  Wn. 

Theoretisch  wird  die  Kugel  unendlich  oft  auf  dem  Boden  aufschlagen 
und  immer  kleinere  parabolische  Bögen  beschreiben.  Wiewohl  die  Zahl 
dieser  von  der  Kugel  beschriebenen  Bögen  eine  unendliche  ist,  ist  dennoch 
die  Gesammtwurfweite  von  0  aus  bis  zu  dorn  Punkt,  in  welchem  die 
Kugel  schliesslich  zur  Buhe  kommt,  und  ebenso  die  Gesammtzeit,  während 
welcher  die  Kugel  sich  bewegt,  eine  endliche;  eben  desshalb,  weil  die 
einzelnen  Bögen   immer   kleiner,    die  Flugzeiten    zur  Zurücklegung   dieser  A 

Bögen  immer  kürzer  werden. 

Nämlich,  f  Ür  n  =  oo  wird  (da  e  ein  echter  Bruch,  also  limes  e*  =  0 
ist),  nach  (I)  «„  =  X) ,  vn  =  0 ,  d.  h.  die  Bögen  werden  immer  flacher,  die 
Geschwindigkeiten  nähern  sich  mehr  und  mehr  der  Null.  Und  aus  (II) 
und  (m)  erhält  man 

2  •  vö  •  sin  a0        1 

t  =  - •  ^ ■ 

g  l  — « 


w        ^».Bin2«0 


v, 


Bogen, 
Gesteht 

**d   die  nugzeit  vergrösserr 
V'-*b*j«  Elasticität  der  Kugel  ist. 


■*4m  ->»m$üi    18X. 

^.  [Der  Bicochetschuss  war  schon  im  16.  Jahrhundert  bekannt;  systema- 

^a  %ch  wurde  diese  Schussart  erst  von  Vauban  1688  eingeführt;  durch  die 
;^*Sahl  der  Aufschläge  Wollte  ^  compensiren,  was  an  Präciaion  abg^fc* 
^  ^*  Name  „Bicochet"    nacjj  j^^   von  ri-cochet  =  Hahnentritt;   als  ^eru 
^^tschung  schlägt  Hubert    der  Uebersetzer  Vauban's,  MJungfernSC^,a0® 
>^>r;  er  erinnert  an  das  Werfen  mit  flachen  Steinen  über  das  Was***  **^. 
^jTobei  der  Stein  oftmals  ^^  über  ^  Wasser  emporspriugt.     Biß  C*X\> 
V**itte  des   18.  Jahrnu*Uerts  stand   die  gchussart  in  Ehren;    i756    s^^^a 
_o*ieutenant  Paul  Jacobi  A:„  Ä„rtft*Vi^ifthfts  Werk  über  das  Bicoftfi^^ve^    v^<, 


. —   —    —  -~*«*   stand    ***ü   ^«— w—-  —  ,     *iOÜ    ~      -tiiia* 

.^leutenant  Paul  Jacobi  ein  gefährliches  Werk  über  das  Bicochettir***  ^ie 
^4e   Regeln,    bei    deren    Befolgung    die   beste   Wirkung   erzielt    ^ird-  0.) 

^Mathematische  Theone  W|Jrde  yon  ßordoni  1816   und  Otto  le44    C0' 
Entwickelt.] 

ff  4.  Wurfbewegung  ^  leeren  Baum  unter  Mitberucksiolrtiigniig        fr 
^rdkrflmmuug,  also   der  Veränderlichkeit  der  Schwere  miti   der    *■ 

fermmg  vom  Erdmittelpunkt. 

Wir   haben   bisher   die    Schwerkräfte    angenähert    »*»       con0i^eii 
parallele   Kräfte   behandelt;    wir   wollen   diese   Abstractioxx       für    JJ* 
Augenblick  fallen  lassen  und  die  Schwerkraft  als  eine  *****   <*<**  **e 
ton'schen  Gravitationsgesetz  wirkende,  stets  nach  dem  Erdixuttelp*11* 
M  gerichtete  Centralkraft  in  Rechnung  ziehen. 

In  diesem  Fall  muss  die  Bewegung  eines  Geschosses  ixx   ähnlicher 
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Weise  verfolgt  werden,  wie  diejenige  eines  Mondes  oder  eines  Pla- 
neten um  den  Centralkorper. 

Da  die  Erfordernisse  der  Praxis  selten  die  Berücksichtigung  der 
Erdkrümmung  nöthig  machen  werden  und  da  die  diesbezüglichen  mathe- 
matischen Entwicklungen,  auf  Grund  des  Flachensatzes  und  des  Satzes 
von  der  lebendigen  Kraft,  fast  in  jedem  Lehrbuch  der  analytischen 
Mechanik  enthalten  sind,  so  wollen  wir  uns  be- 
gnügen, hier  die  Resultate  anzugeben  und  geo- 
metrisch zu  deuten. 

Es  sei  wieder  v0  die  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Geschosses;  <p  der  Winkel  zwischen  der  Abgangs- 
richtung und  der  Verticalen  des  betreffenden  Erd- 
orts A\  r0  die  anfangliche  Entfernung  des  Geschosses 
vom  Erdmittelpunkt;  r  dieselbe  Entfernung  nach 
t  Secunden  vom  Beginn  des  Wurfs  ab;  g  die  Fall- 
beschleunigung in  jenem  Abgangspunkt  A\  -^  die  Fig.  15. 

Beschleunigung  des  Geschosses  durch  die  Erdanziehung   in  der  Ent- 
fernung r  vom  Erdmittelpunkt. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  welchen  das  Geschoss  während 
seines  Flugs  beschreibt,  ist  dann 


4 


r  = 


1  -\-  e  •  cos  d 

Hierbei  ist  c  =  r0  •  t?0  •  sin  <p  und  p  =  g  -  r0a,  also  wenn  der  Abgangs- 
punkt A  sich  annähernd  in  Meereshohe  befindet,  p  =  9,808  •  (6370300)*; 
r  und  &  sind  die  Polar-Coordinaten  des  Kegelschnitts,  bezogen  auf  den 
Erdmittelpunkt  als  Pol;  r  der  erwähnte  Radius  vector,  fr  der  Polar- 
winkel, vom  nächsten  Scheitel  der  grossen  Achse  des  Kegelschnitts  aus 
gerechnet;  die  Excentricität  e  desselben  ist 


-Vi+^v-^-iVv-^+S- 

Die  Geschwindigkeit  v  des  Geschosses  in  dem  beliebigen  Bahn- 
punkt (r,  d)  hat  den  Werth 


«2=v-^+ 


2p 

r 


Der  Radius  vector  r  nimmt  seinen  grössten  resp.  kleinsten  Werth  an, 
wenn 


-  -*    _L_    ¥  ^4  ~  „l 
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Der  Kegelschnitt  ist  eine 

Ellipse,   wenn  e  <  1   d.h.  wenn  «0* negativ  ist;   (speziell  mit 

0  ein  Kreis) 


Parabel,      „      e  ■=--  1 
Hyperbel,   „      e>  1 

Es  ist 


Null  ist; 
positiv  ist. 


*-ys. 


■  S,808  ■  6370283  =  ca.  11050  met/sec 
Ferner,  die  Bedingung  e  =  0  heisst  ausführlicher: 


i+- 


!(„„>_i!!)_0 


oder  mit  der  Abkürzung    *  '   *   =  g; 


-■_i±j/i_- 


Dieser  Aasdruck  ist  nur   dann  reell,  wenn   sin  q>  =  1 , 
in  diesem  Falle  ist 


1 »    va  =  I/-J3  ™  7903  met/sec. 


Also  ist  die  Flugbahn  bei  den  mit  menschlichen  Mitteln 
vorerst  erreichbaren  Anfangsgeschwindigkeiten  v0  stets  eine 
Ellipse;  sie  ist  eine  Parabel,  wenn  u0  =  11050  met/sec.  ist;  bei 
noch  grösseren  Anfangsgeschwindigkeiten  wäre  sie  eine  Hy- 
perbel. Speciell  ein  Kreis  könnte  die  Flugbahn  nur  sein, 
wenn  das  Geschoss  horizontal,  mit  einer  Anfangsgeschwin- 
digkeit von  7900  met/sec  abgeschossen  würde. 

Interessant  ist  es,  die  Flugbahnen  sich  vorzustellen,  welche  ent- 
stehen, wenn   von  demselben  Erdort  A  aus,  immer  in  derselben  Rich- 
!"ag>  mit  wachsenden  Anfangsgeschwindigkeiten  w0   geschossen  würde, 
a)  horiz0ntftier  Wurf. 

Es  ist  in   j<j„  ig  angenommen,  dass   von   einem   erhöhten   Stand- 

£?***  A  in  det  fjane  der  Erdoberfläche  aus  horizontal  geschossen  wird. 

^      lt  p0  =  0  (f»-e;er  Fall)  redncirt  sich  die  Flugbahnellipse  auf  die  doppelt 

^^         rechnend^    g^ecke  AM  vom  Abgangspunkt  A  bis   zum  Erdmittel- 

*  j^Ht  M\  a^.  Brennpunkt  ist  constant  in  M,  der  andere  vorerst 

-A.    Wäel^t  d.e  Anfangsgeschwindigkeit  v0,   so  verbreitert  «ch  die 


li 


b  die  J 
ipse,  ae,  bewegliche 


Brennpunkt  ist  tob  A    ™k&  M  hin  m 


X>4m  mnd  Cto  Erde  totamerwährender  Wiedfffcol™g-,  fa>™«- 
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Fig.  16. 


Wächst  die  Anfangsgeschwindigkeit  noch  mehr,  so  kehrt  das  Geschoss 
(in  Ellipsen)  immer  wieder  zum  Abgangsort  A  zurück,  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Erde  sich  weiter  und  weiter  von  der  Erd- 
oberfläche entfernend ;  der 

bewegliche    Brennpunkt — ü J^h^rt 

rückt  dabei  ptetig  über 
M  hinaus  auf  der  Ver- 
längerung der  Strecke 
AM  fort.  Von  der  be- 
stimmten Anfangsge- 
schwindigkeit v0 = 1 1050 
met/sec.  ab  kehrt  das 
Geschoss  nicht  mehr  zu 
A  zurück;  gerade  mit 
t?0  =  11050  m  sind  die 
Ellipsen  in  eine  Parabel 
übergegangen ;  der  beweg- 
liche Brennpunkt  ist  ins 
Unendliche  gerückt.  Sobald  diese  Anfangsgeschwindigkeit  11050  m 
überschritten  ist,  sind  die  Flugbahnen  Hyperbeln,  deren  Zweige  durch  A 
sich  immer  mehr  der  horizontalen  Schussrichtung  nähern,  aber  für 
keine  endliche  Geschwindig- 
keit v0  mit  dieser  ganz  zu- 
sammenfallen können;  der 
bewegliche  Brennpunkt  hat 
sich  dabei  auf  der  Seite 
der  .  rückwärts  verlängerten 
Strecke  AM  wieder  A  ge- 
nähert. 

b)  schiefer  Wurf. 

Wird  unter  einem  Ab- 
gangswinkel, der  von  Null 
verschieden  ist,  mit  wachsen- 
der Anfangsgeschwindigkeit 
geschossen,  so  sind  die  Flug- 
bahnen wiederum  vorerst  E 1- 
lipsen.  Die  Auffallpunkte 
hegen  auf  der  Erdoberfläche 
immer  weiter  von  A  entfernt, 
constant  im  Erdmittelpunkt  Jf;  der  andere  bewegt  sich  auf  einer  geraden 

Cr*ns,  Ballistik.  3 


Fig.  16  a. 


Der  eine  Brennpunkt  der  Ellipsen  liegt 


I 

I 
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Linie  AF..,.  Man  erhält  diese  (auf  Grund  eines  bekannten  Satzes 
der  Kegelschnittslehre),  indem  man  auf  der  constanten  Schussrichtung 
in  A  die  Senkrechte  AN  zieht  und  den  Winkel  MAN  auf  der  andern 
Seite  von  AN  aufträgt  (in  der  Fig.  16a  ist  es  nur  ein  Zufall,  dass 
die  Richtung  von  AF  annähernd  mit  dem  Horizont  von  A  zusammen- 
fällt; genau  ist  dies  natürlich  nur  dann  der  Fall,  wenn  unter  45°  ge- 
schossen wird).  Eine  Kreisbahn  ist  in  diesem  Fall  nicht  möglich. 
Bei  der  Anfangsgeschwindigkeit  11050  met/sec.  geht  wieder  die  Ellipse 
in  eine  Parabel  über;  das  Geschoss  kehrt  nicht  mehr  zur  Erde  zu- 
rück. Der  bewegliche  Brennpunkt  hat  sich  in  der  Richtung  AF  ins 
Unendliche  entfernt.  Also  construirt  man  den  Scheitel  dieser  Parabel, 
welche  die  Schaar  der  Ellipsen  von  der  Schaar  der  Hyperbeln 
trennt  und  als  Grenzfall  beider  angesehen  werden  kann,  wenn  man 
durch  den  Erdmittelpunkt  M  eine  Parallele  zw  AF  zieht,  die  Strecke 
AG  zwischen  dem  Abgangspunkt  A  und  dem  Schnittpunkt  C  dieser 
Parallelen  und  der  Anfangstangente  der  Flugbahnen  in  B  halbirt,  end- 
lich von  B  aus  auf  CM  das  Loth  fällt.  Der  Fusspunkt  D  dieses 
Loths  ist  der  Parabelscheitel. 

§  5.    Zusammenstellung  der  Formeln  für  die  Wurfbewegung 
im  luftleeren  Raum  (constante  Fallbeschleunigung  g). 

vQ  =  Anfangsgeschwindigkeit;   a  =  Abgangswinkel  oder 
Winkel  zwischen  Anfangstangente  der  Flugbahn  und  Hori- 
zont; g  =  Fallbeschleunigung,  bezogen  auf  den  Abgangsort  0, 
dafür  Tabelle  im  Anhang;  x,  y  =  Coordinaten  des  Geschosses 
nach  t  Secunden,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  durch  den  Abgangspunkt  0,   rc-Achse  horizontal  und 
positiv  in  der  Schussrichtung,  {/-Achse  vertical,  positiv  nach 
oben;  x0,  y0  ==  Coordinaten  des  Scheitels  der  Flugbahn;   X  = 
Fvurfwefte;     v  =  Geschwindigkeit    des    Mobiles    in    dem    be- 
le*>igen    Pufckt   x7  y;    (o  =  Horizontalneigungswinkel    der 
ugbahnta^gente  jn  diesem  Punkt;  a  =  Auffallwinkel;  fc  = 

*> Kürzung    förÜJL. 

1)  Glei^hung  der  parabolischen  Flugbahn: 

x* 
y  =  #-tga  —  4.fc.  cos*«' 


2)  G**chu,indigkeit  v  in  einem  beliebigen  Bah^puM: 

*  -  9,'ft  ^  y);     (i*  ScWtel  V  ~  «•  '  C°S  ^ 
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3)  Neigung  <o  der  Flugbahntangente  in  einem  beliebigen 
Punkt: 

tcr  cd  =  tff  a  —  jtt j— 

°  °  2/t-cos'a 

Auffallwinkel  a'=a. 

4)  Wurfweite  X:  =2%  sin 2a;  (Maximum  für  a  =  45°;  näm- 
lich X=2h). 

5)  5c%etfeZ-Coordinaten:  x0  =  h  •  sin  2a;    y0  =  ä  •  sin2  a. 

^)   Flugzeit  t  bis   znm   Erreichen    des    beliebigen   Bahn- 

(x 
xy):  t  — 
*'            v0  •  cos  a 

Ganze  Flugzeit  T  bis   znm  Aufschlagen  des  Geschosses 
auf  dem  horizontalen  Boden: 


2  •  vA  -  sin  a 


T  = 

9 


;    speciell  für    «  =  45°   ist    T=^y2=]/^ 


7)  Gleichung  der  Umhüllung  spar  ab  el ,  bei  constantem  v0, 
also  h:  4A*  =  4Ay  +  x*. 

8)  Abgangswinkel  a,  bei  welchem  das  Ziel  mit  den  Coordi- 

naten  (a,  b)  getroffen  wird,  Anfangsgeschwindigkeit  v  =Y2gh 
gegeben: 

tga  =  —  H V4 h%  —  4ftfe  —  q2,  (-}- Bogenschuss,  — Flachschuss). 

9)  Anfangsgeschwindigkeit  v0f  mit  welcher  bei  gegebenem  Ab- 
gangswinkel a  das  Ziel  (ay  b)  getroffen  wird;   tg  e  = 


a 


1  /        a  •  g  cos  f 

0         r    2  •  sin  (a  —  s)    cos  a 


i(y  Geneigter  Boden  (ß  =  positiver  Horizontalneigungs- 
winkel der  schiefen  Ebene). 

Schussweite  W,  gemessen  auf  der  schiefen  Ebene;  der  Ab- 
gangswinkel vom  Horizontal  aus  gerechnet: 

„        2-v0*  sin(a  —  ß) 

yy  =  — S-  •  cos  a  •  — v  t  arJ  • 
g  cos*  p 

Maximum  von  TP,   wenn   die  Schussrichtung  den  Winkel 
zwischen  der  Verticalen  und  der  schiefen  Ebene  halbirt. 
Dabei  Flugzeit,  zum  Zurücklegen  von   W: 

T  =  ^  .  Bin(*— P) . 

#  cos  ß 


/ 


3.  Abschnitt 

Ueber  die  wichtigsten  Gesetze  fflr  den  Luftwiderstand,  insbesondere 

bezüglich  seiner  Abhängigkeit  von  der  Geschwindigkeit. 

8  6-    Theoretisches  über  den  Luftwiderstand. 
Die  Richtigkeit  der   Galilei'echen  Schluasfolgerung  bezüglich  der 
Modification    der   Geschossbewegung   durch  den  Widerstand  der  Luft 
^  ^  erkennt  mau  am  einfachsten  durch  einige  Zahlenwerthe. 

"«►w.         Didion  führt  Folgendes  aas  seiner  Erfahrung  an: 

EineFlintenkuge]  gab  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0=480m 
«ml  dem  Abgangswinkel  «  =  25°  thatsächlich  ein  Maximum  der  Wuri- 
*veite  von  1000  m;  nach  der  Formel  -^  ■  Bin  2«  findet  sich  eine  Wurf- 
*4te  im  luftleeren  Raum  von  18000  m,  also  ungefähr  18  mal  zu  gross. 
*'?<■  z       -*^      Andererseits  eine  Bombe  von  28  cm  Kaliber  und  dem  Gewi*** 
^  ^  54,34  kg  gab  mit  dem  Abgangawinkel  45°  die  Wurfweite  l76tJ^ 
^*ie  die  Flugzeit  23  aec  (berechnet  18,9  sec),  mit  dem  Abgangs«1*1'16.. 
^>°  die  Wurfweite  15l6  m  ^  die  Flugzeit  15  sec  (berechaet  l3j4  »eC'd 

V  «Vie  ünteracniede    zwiachen   den    Wurfweiten,  den   beobachtete»1     *V^ei 

*  ^1  •  ^-en  nach  der  Formel  f^  deQ  leeren  Raum  berechneten,   waren    **** 

^  ehr  klein. 

Aehnliches  zeiget,  die  neueren  Schusstafeln:  -  g 

1)  die  Langgranate  der  leichten  Feldkanone,  mit  JE*  —  M  fce, 
xind    w0  =  465m   gibt   mit    «  =  1°50'   als   Schuasweite   1OO0  *»*         g. 
»echnet:  2-110220,061  =  1345  m;  und  gibt  mit  a  =  27°    a-ls  So»^ 
weite  6100  m;  berechnet:  2- 11022  0,81  —  17855  m.  & 

2)  die  Langgranate  des  21cm-Mörsers,  mit  P=80kg»  «o^^  &i: 
gibt    mit    a  =  37°    die    beobachtete    Schussweite   925   «»*,       feerecb«1 

2  -  490  ■  0,962  =  943  m. 

3)  das  Geschoss  des  Infanteriegewehrs  M./71,  mit  _Z>  =  20  # 
r0  =  440  m  gibt  mit  a  —  6°  31%'  die  thatsächlicbe  8chus8*elte 
1500  m;  berechnet:  2  •  9869  -  0,225  =  4440  m  u.  a.  f. 
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Fig.  17. 


Es  folgt  daraus,  dass  der  Widerstand  der  Luft,  den  das  Geschoss  . 
thatsächlich  zu  überwinden  hat,   um  so  mehr  sich  geltend  macht,  je 
leichter  das  Geschoss  unter  sonst  gleichen  Umständen  ist  und  je  mehr 
sich  der  Abgangswinkel  demjenigen  der  Maximalschussweite  nähert. 

Die  allgemeine  Beziehung  für  die  Verzögerung  des  Geschosses 
durch  den  Luftwiderstand  werden  wir  später  ableiten.  Zunächst  wollen 
wir  uns  überlegen,  worin  dieser  Widerstand  und  seine  Wirkung  physi- 
kalisch besteht.  Dabei  setzen  wir  das  Geschoss  entweder  als  eine 
Kugel  voraus,  die  nicht  rotire,  oder  als  ein  Langgeschoss,  das  nicht  vgl. Note« 
rotire  und  dessen  Längsachse  während  des  Flugs  durch  die  Luft  stets 
in  der  Richtung  der  jeweiligen  Flugbahntangente  liege  (erst  später 
lassen  wir  auch  die  letzteren  Abstractionen  fallen). 

Das  Geschoss  schreitet  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  v  in 
der   ruhend   gedachten  Luft   fort.     Die  Luftmolecüle  werden  dadurch 
zurück  und  seitwärts  ge- 
stossen;  ein  Molecül,  das  $ 

sich  zuerst  in  A  befand, 
wird  dabei  den  Weg  be-  3> 
schreiben,  der  durch  die 
Fig.  17    angedeutet   ist; 
bei   grosseren  Geschoss- 
geschwindigkeiten werden  auf  der  Bückseite  des  Geschosses,  wo  die 
Luft  mehr  und  mehr  verdünnt  wird,  je  grosser  die  Geschwindigkeit 
ist,   Wirbel  auftreten,   wie  man  sie  in  ihren  Anfangen  sehr  einfach 
schon  beobachten  kann,  wenn  man  innerhalb  eines  mit  Rauch  erfüllten 
Zimmers  einen  Körper  rasch  bewegt. 

Die  Zahl  der  vom  Geschoss  getroffenen  Molecüle  ist  um  so  grösser, 
je  grösser  der  Querschnitt  F  und  je  grösser  die  Geschwindigkeit  v 
desselben  ist.  In  letzterer  Hinsicht  hängt  diese  Zahl  nur  von  der 
relativen  Bewegung  zwischen  Geschoss  und  Luft  ab.  Wir  können 
uns  also  auch  vorstellen,  das  Geschoss  ruhe  und  die  Luft  ströme  mit 
der  Geschwindigkeit  v  gegen  das  festgehaltene  Geschoss.  Von  den 
Luftmolecülen  kommt  eine  gewisse  Anzahl  zum  Zusammenstoss  mit 
dem  Geschoss;  ihre  lebendige  Kraft  wird  vernichtet.  Da  die  Geschwindig- 
keit der  strömenden  Luft  v  ist,  so  sind  diejenigen  Luftmolecüle,  welche 
in  einer  Secunde  zum  Zusammenstoss  gelangen,  in  einem  Cy linder 
enthalten,  welcher  die  Fläche  F  qm  zur  Grundfläche  und  v  m  zur 
Höhe  hat;  das  Volumen  dieses  Luftcjlinders  ist  also  F  •  v  cbm;   die 

TP      n  •  i» 

Masse  dieser  Luft  — - — —  f   wobei  y  das  Gewicht  eines  Cubikmeters 

9 

Luft  (in  kg)  und  g  die  Fallbeschleunigung  9,81  ist.    Von  dieser  Luft- 
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VB1 


F -v-y ■ t 


zum 


somit 


masse  kommt  in  der  sehr  kleinen  Zeit  x  nur  die  Masse  „^ 

Zusammenstoss ,  mit  der  Geschwindigkeit  v.  Nun  ist  nach  dem 
Newton'schen  Gesetz  für  einen  sich  bewegenden  Körper,  auf  den  eine 
äussere  Kraft  in  der  Bewegungsrichtung  wirkt:  Kraft  gleich  Product 
aus  bewegter  Masse  mal  der  Beschleunigung,  d.  h.  der  Aenderung  der 
Geschwindigkeit  dividirt  durch  die  Zeit,  in  welcher  diese  Aenderung 

vor  sich  geht.    Die  Luftmasse  ElllJLl    ^Jche  in  der  kleinen  Zeit  t 

9 
zum  Zusammenstoss  gelangt,  hatte  vor  demselben  die  Geschwindigkeit  v, 

nachher  hat  sie  die  Geschwindigkeit  0  des  Korpers;  also  ist  die  Ge- 
schwindigkeitsänderung v  —  0  und  die  Beschleunigung  "  — °-   - — :* 

ist  die  Widerstandskraft  =  Fvvt .  1=2  =  -L  .  F  •  v*. 

g  *  9 

Dies  ist  die  in  der  Hydro-  und  Aeromechanik  übliche  Ableitung 

nir  den  Luftwiderstand.     (Beispiel:   wie  gross  ist   der  Druck  des 

Vyndes  auf  ei*  Segel  von  10  qm  Fläche,  wenn  der  Wind  mit  einer 

relativen  Geschwindigkeit  von  10  m  senkrecht  gegen  das  Segel  wirkt-, 

das  Gewicht  eines  cbm  Luft  sei  1,29  kg. 

Antwort:  M^^ipj  =       d  13Q  ,     , 

9,81  ^ ' 

üeberblickt  man   die  vorstehende,  auf  Grund   der  Newton'achen 
>J  «Verlegung  gegebene  Ableitung  des  LuftwiderstandsgeseW  so   "be" 
^erkt  man,  dass  mehrere  der  benutzten  Hypothesen  im   vorliege»*611 
*  all  nicht  der  Wirklichkeit  enteprechen. 

Erstens  ist  der  Widerstand   nicht  genau  proportio^  der   se**" 
^-echten  QuerschnattaüUche  p  des  Geschosses  und  wäre  dies  8elbsfc  d 
Glicht,  wenn  ein  senkrecht  abgeschnittener  Kreiscylinder  V0I»    0^et' 
^chnitt  F  parallel    s^  Achse    b^^   wQrde.     Denn   dem    l£ö*P* 
*ängt  durch  Adha8i0n  eine  Luft8chicnt  an   md  geht  mit  ibffi; 
^ergrössert  sich  dad,^  dft8  Volumen  des  Körpers.    Diese  X.x^^'L 
Jst  verschieden  mit  d6r  Gmtte  ^  der  Fom  des  K5rperB.     *&*<>**%*, 

varurt  sie  mit  der  Geschwindigkeit  «  des  Körpers;   bei    kleine»    «* 
r.schwmdigkeiten  fend   Dubuat>   da88  ^  Volumen  des  Körpers    *£ 
hierdurch  um   /5  des  Körpervolumens  vergrössert,  bei  grössere»    <* 
schwuidigkeiten  wäre  nach  Didion  die  Vergrösserung  noch  erWJ^*J 
Zweitens  erfolgt  der  Widerstand,  den  ein  bewegter  K3*per  »»  ** 
ruhenden  Luft  oder  ein  ruhender  Körper  in  der  bewegten  Luft  erfe»de*' 
nicht  in  der  Weise,    wie    wenn   der   Körper   einem  Bombardetf^* 
kleiner  Kugeln  ausgesetzt  wäre,  die  nach  dem  Zusammenstoss  fiir  den 
Körper  nicht  mehr  vorhanden  sind,   nicht  mehr  auf  den  Körper   ei*' 
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wirkten  (normaler  Theil  des  Luftwiderstands),  sondern  die  Luftmole- 
cüle,  die  dem  Geschoss  ausweichen,  reiben  sich  gegen  die  demselben 
adhärirenden  Lufttheilchen  (tangentieller  Luftwiderstand).  Endlich  ist 
drittens  die  Luft  zusammendrückbar.  Die  Luft  ist  vor  dem  Geschoss 
verdichtet;  hinter  demselben  entsteht  ein  luftverdünnter,  und  bei  Ge- 
schossgeschwindigkeiten grosser  als  die  Schallgeschwindigkeit,  ein  luft- 
leerer Raum.  Dieser  Umstand,  dass  die  Dichte  der  Luft  vorn  grosser, 
hinten  kleiner  ist,  als  die  Dichte  d  der  ruhenden  Luft,  vergrössert 
wiederum  den  Luftwiderstand,  so  dass  der  Ausdruck  für  denselben 
noch  mit  einer  Function  K(v)  multiplicirt  werden  muss: 

Luftwiderstand  =  X  •  *  •  F  •  v*  •  2T(v). 

Hier  ist  X  ein  Factor,  der  von  der  Gestalt,  Glätte  (und,  wie  wir 
später  sehen  werden,  auch  von  der  Stellung)  des  Körpers  abhängt.  Ist 
die  vordere  Fläche  zugespitzt,  so  verliert  das  Molecül  A  (s.  Fig.  17, 
Langgeschoss)  weniger  von  seiner  kinetischen  Energie;  es  biegt  seitlich 
aus,  wird  nicht  direct  zurückgeworfen,  wie  es  bei  einem  senkrecht  ab- 
geschnittenen Cylinder  der  Fall  wäre. 

§  7.  Fortsetzung.  Ueber  die  plötzliche  Aenderung  der  Luftwiderstands- 
function  in  der  Nähe  der  Schallgeschwindigkeit. 

Zumal  die  neueren  Versuche  über  das  Gesetz  des  Luftwiderstands 
in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Geschossgeschwindigkeit  v  haben  die 
interessante  Thatsache  constatirt,  dass  in  der  Nähe  desjenigen  Werthes 
der  Geschossgeschwindigkeit,  welcher  gleich  der  normalen  Schall- 
geschwindigkeit in  freier  Luft  ist  (ca.  v  =  330  m,  abhängig  von  der 
Lufttemperatur),  eine  Unstetigkeit  in  der  Function  auftritt,  welche 
den  Luftwiderstand  charakterisirt  oder  vielmehr,  da  in  der  Natur  nie- 
mals eine  Unstetigkeit  im  mathematischen  Sinn  existiren  kann,  eine 
auffallend    rasche    Aenderung      WT  _  ^ 


«**■■ 


A 


dieser  Function.    Stellt  man  in 

dem  obigen  Ausdruck  für  den      9*\\  ^ 

Luftwiderstand 

W^XF-d-Kv* 

den  Werth  K(v)  als  Function      ** r 

von    v    graphisch    dar    (mit 

X-F-d  =  -fa),    so    ist    für 

Geschwindigkeiten  kleiner  als  (&6*afata**\ 

die  Schallgeschwindigkeit  der  wg.i7». 

Factor   K  annähernd   genau   constant   =  0,14,    also   die   Curve   eine 

horizontale   Gerade;    für   Geschwindigkeiten    grösser    als    die    Schall- 
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geschwindigkeit  .ff  ebenfalls  annähernd  constant,   nämlich  JT=0,39; 

in  der  Nähe  des  Werthes  v  =  330  m  dagegen  steigt  auffallend  rasch 

vgl  Kofis,  der  Werth  K  von  0,14  auf  0,39.    Durch  verschiedene  Forscher  ist  die 

Thatsache  dieser  plötzlichen  Aenderung  unbestreitbar  nachgewiesen 
worden. 

Zur  Erklärung   dieser  Eigenschaft  der  Luftwiderstandsfunction 
vgl  N0t. i». hat  schon  vor  18  Jahren  Professor  Dr.  A.  Schmidt  am  Realgymnasium 
m  Stuttgart  einen  Beitrag  geliefert    Da  seine  Arbeit  in  einem  wenig 
leicht  zugänglichen  Programm  erschienen  ist,  mögen  seine  diesbezüg- 
lichen Ausführungen  hier  wörtlich  folgen: 

„Denken  wir  uns  einen  unendlich  langen  Cylinder,  der  mit  einem 
elastischen  Fluidum  erfüllt  ist,  und  einen  Kolben  darin  vorwärts  be- 
wegt.   Am  Anfang  jedes  Zeittheilchens  Jt  rücke  der  Kolben  stoss- 
weise  um  den  Weg  Av  weiter  und  erzeuge  dadurch  eine  Verdichtungs- 
welle,  welche   während   dieses   Zeittheilchens   einen   Weg  4c> Av 
zurücklege.    Hinter  dem  Kolben  entstehen  dann  ebensolche  Verdün- 
nungswellen, welche  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich  nach  rück- 
wärts fortpflanzen.     Vor  dem  Kolben  enthält  nun  der  Cylinder  eine 
Reihenfolge  im  Abstand   Ac  —  Av  aufeinanderfolgender  Wellenberge, 
jxtar  dem  Kolben  eine  Reihenfolge  von  Wellenthälern  im  Abstand 
c-j-Jv.    Vor  dem  Kolben  findet  eine  durchschnittliche  Verdichtung 
®*  Flüssigkeit  statt,   indem   fa,^  Menge,  welche   bei   ruhendem 
.. olben  in  der  Cylinderlänge  jc  enthalten  wäre,  bei  bewegtem  Rolbe» 
^*   der  Länge  Je  -  <av  enthalten  ist.    Die  Dichte  d\  der  Flüssig*«»* 

^i  ruhendem  Kolben  ^        demselben  zur  Dichte  <J,  =  $ 

i "  je 
ter  dem  Kolben  Zu   ^  _  ^    ___^£_ .    An  ^^  BeträgeU 

*chts  geändert,  we^  ^  ^  Zeittheilchen  Jt  unendlich  klein, 
«wegung   des   Kolb6ll8    ^    eine    8tetige    TOrauS8etzen.     Setzt     rü»^ 

=  c,=   der   Gesc^^^gkeit    der    portpflanzung   der  f^TQftireM0*1' 

<*i  —  •  =  der  Ge8chMiidigkeit  des  Kolbens  (hier  des  Geackx«B8ee)f   e° 
Erhält  man 

*!:*,:<$,:  =  1  :  - 


^ 


^H 


c 

V 


ci  —  v  '  c,  +  0 


Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch,  wenn  man  von  eine*  stetigff 
Bewegung  des  Kolbens  ausgehend  annimmt,  dass  je  nach  der  Zeit  J*> 
wenn  die  Verdichtung  resp.  Verdünnung  der  Flüssigkeit  an  **'  Kolben' 
flache  einen  gewissen  Betrag   erreicht   hat,   sich  eine    fortschreitende 
Welle  erzeuge. 
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Setzen  wir  statt  des  Cylinders  und  Kolbens  eine  in  Luft  von  der 
Dichte  #!  fortschreitende  Kugel  vom  Radius  JR,  so  gelten  die  Beträge 
d2  und  <JS  nur  noch  für  die  an  den  Richtungspolen  der  Kugel  befind- 
liche Luft.  Ein  Punkt  der  Kugeloberfläche  im  sphärischen  Abstand  q> 
vom  Richtungsäquator  der  Kugel  verdrängt  die  Luft  mit  der  zur 
Kugeloberfläche  senkrechten  Componente  der  Geschwindigkeit  v  vom 
Betrag  v  •  sin  <p;  an  diesem  Punkt  ist 

wenn  man  <p  nach  vorn  positiv,  nach  hinten  negativ  zählt. 

Bei  der  zur  Kugeloberfläche  normalen  Fortpflanzungsrichtung  der 
Verdichtungen  und  Verdünnungen  verbreiten  sich  dieselben  über  immer 
grössere  Kugelschalen;  in  einem  Abstand  gleich  nR  vom  Kugelmittel- 
punkt ist  der  Ueberschuss  der  Dichte  Ö  über  8,   der  -j-  fache  des  an 

der  Oberfläche  stattfindenden  Ueberschusses,  so  dass  für  einen  Punkt 
im  Abstand  x  vom  Kugelmittelpunkt  und  im  Winkelabstand  q>  vom 
Richtungsäquator  sich  die  Dichte  ergibt 

Weiter  Anmerkung  pag.  26 :  „Die  intermittirende,  stossweise  Wirkung 
eines  beharrlichen  Widerstandes  zeigen  die  Erregung  von  Kräuselungen 
an  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit,  noch  deutlicher  vielfache  Formen 
von  Schallschwingungen  in  der  elastischen  Luft.  Die  Verschiedenheit 
der  Dichte  einer  Flüssigkeit  in  der  Umgebung  eines  sie  verdrängenden 
Körpers  kann  freilich  auch  die  Ursache  eines  Abströmens  der  Flüssig- 
keit in  der  Richtung  des  stärksten  Gefälles  der  Dichte  werden.  Diese 
Bewegung  wird  aber  nur  eintreten,  wenn  das  Gefall  der  Dichte  und 
damit  das  Gefall  des  Druckes  einen  gewissen  Betrag  erreicht,  bei 
welchem  die  Cohäsion  der  Flüssigkeit  überwunden  wird.  Je  grösser 
die  Wellengeschwindigkeit  c  im  Vergleich  mit  v  und  je  grösser  die 
Dimensionen  des  widerstehenden  Körpers  sind,  um  so  kleiner  ist  das 
Gefall  des  Druckes,  um  so  mehr  kann  das  elastische  Mittel  als  starr 
elastisch  in  Rechnung  genommen  werden. 

Für  eine  dem  Mariotte'schen  Gesetz  folgende  Flüssigkeit  lässt  sich 
der  Gesammtwiderstand  gegen  einen  sie  verdrängenden  Körper  in  Druck- 
widerstand und  Reibungswiderstand  zerlegen;  der  erstere  berechnet  sich, 
unter  Voraussetzung  der  obigen  Annahme  über  die  Vertheilung  der 
Dichte,  für  eine  Kugel  vom  Radius  r  zu 


c' 


W  (Gramm)  =  2  •  r*%  •  p  •  — 


1  +  T 

log  nat 2  — 

0  v_  c 

c 
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p  ist  der  Druck  (g)  auf  die  Flächeneinheit  X<lcm)  der  ^m  Gleich- 
gewicht befindlichen  Flüssigkeit;  r  der  Radius  der  Eugel  (cm);  v  die 
Geschwindigkeit  der  Eugel  fcm/sec);  c  die  Schallgeschwindigkeit 
(cm/sec).  (Bei  0°  Cels.  und  760  mm  Druck  wird  der  Widerstand  für 
eine  kleine  Geschwindigkeit  von  v  m  und  eine  Kugel  von  r  cm  Radius 
zu  W  =  13,07-  r*-v.)« 

Setzt  man  in  diesem  Schmidt'schen  Gesetz,  welches  unter  der 
Voraussetzung  einer  Geschossgeschwindigkeit  kleiner  als  die  Schall- 
geschwindigkeit abgeleitet  wurde,  v  =  c  selbst,  so  verliert  der  Aus- 
druck W  seine  Giltigkeit;  also  für  eine  Geschossgeschwindigkeit 
gleich  der  Schallgeschwindigkeit  wird  die  Widerstands- 
function  unstetig.  Von  hier  ab  müsste  also  eine  andere  Function 
an  die  Stelle  der  vorhergehenden  treten. 

Durch  physikalische  Experimente  endgiltig  aufgehellt  wurde  die 
erwähnte  Eigenthümlichkeit  von  Mach.  Bekanntlich  hat  dieser  die 
das  vordere  Geschossende  begleitende  Verdichtungswelle 
und  die  das  hintere  Ende  begleitende  Verdünnungswelle 
sichtbar  gemacht  und  photographisch  fixirt.  Nimmt  die  Geschoss- 
geschwindigkeit ab  und  wird  gleich  der  normalen  Schall- 
geschwindigkeit, so  hören  diese  Wellen  auf,  das  Geschoss  zu 
begleiten;  wird  die  Geschossgeschwindigkeit  noch  kleiner,  so  eilt  die 
Verdichtungs welle  am  Kopf  des  Geschosses  dem  letzteren  voraus,  die 
Verdünnungswelle  am  hinteren  Ende  des  Geschosses  schreitet  nach 
hinten  fort.  Auf  diese  Weise  hat  Mach  noch  des  Nähern  physikalisch 
die  Unstetigkeit  erklärt.  Die  weiteren  Einzelheiten  über  die  Theorie 
von  Mach  findet  man  in  dem  späteren  Abschnitt  über  ballistische 
Apparate. 

§  8.  Die  wichtigsten  seit  Newton  angestellten  Versuche  zur  Ermittelung 

des  Luftwiderstandsgesetzes. 
Wir  gehen  dazu  über,  in  historischer  Reihenfolge  die  Experimente 
fmuführen,  Welche  zu  dem  Zweck  angestellt  wurden,  die  Abhängigkeit 
e^  liUftwidex-g^jgg  jjr  welchen  ein  Körper,  insbesondere  ein  Geschoss, 
«^J^*  seiner  Biegung  in  der  Luft  erleidet,  von  der  Geschwindigkeit  v 
**^  Körpers    j^  ^e  jiorm  ej^s  Rechnungsausdrucks  zu  kleiden.    Hier- 
*    wurde   ^Weder  der  Widerstand   des  Körpers  direct  aerostatisch 
J^h  Vergiß  it  Gewichten  fllr  eine  (constante)  öescWdigkeit 

>fc  der   ^^gemessen   und    sodann   die    erhaltene   Z^entabeUe 
>***  eine    £™fm  dergegeben,   oder   aber  es  wurde  die  variable 

^erung  Wegenden  Körpers  an  verschiedenen  &te 
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gemessen  und  sodann  durch  Anwendung  des  Satzes  von  der  lebendigen 
Kraft  der  Luftwiderstand  je  für  die  betreffende  Geschwindigkeit  be- 
rechnet; das  letztere  Verfahren  ist  für  die  grossen  Geschwindigkeiten 
allein  praktisch  verwendbar:  an  den  Enden  der  möglichst  kleinen 
Strecke  s  seien  die  Geschwindigkeiten  vt  und  v8  des  bewegten  Körpers 
gemessen,  die  Geschossmasse  sei  m;  so  ist  der  Verlust  an  kinetischer 
Energie  des  Geschosses  gleich  der  Arbeit  des 
Luftwiderstandes    W  entlang  der  Strecke  s, 

also    — ~ '■—-  =  W  •  s,    woraus  W  be- 
rechnet werden  kann. 

Schon  angefahrt  sind  die  ersten  syste- 
matischen Fallversuche  von  Newton,  sowie 
diejenigen  von  Robins  und  später  Hutton 
mit  dem  ballistischen  Pendel. 

Bor  da  stellte  1763  Versuche  mit  einem 
Flügelrad    an,    das    durch    ein    Gewicht 


in 


tUk 


Vgl.  Note  20. 


Fig.  18. 


Rotation  versetzt  wurde  (Fig.  18);  die  Ent- 
fernung der  Flügel  von  der  Achse  betrug 
1,2  m;  um  den  Wiederstand  der  Flügelträger 
zu  vermindern,  waren  diese  sehr  schmal  und 

in  Schneidenform   construirt;   der  Faden   war   mit  Marken   versehen, 
wodurch  die  Rotationsgeschwindigkeit  gemessen  werden  konnte;  Borda 
konnte  dabei  auf  %  Secunden  genau  die  Zeit  messen.    Das  Gewicht 
fiel  anfangs  beschleunigt;   nach  22  Umdrehungen  war  die  Bewegung 
eine  gleichmässige  geworden,  indem  Gleichgewicht  zwischen  Gewicht 
und     Luftwiderstand     (incl.     Achsen- 
reibung)    eintrat;     es     wurden     ver- 
schiedene   Gewichte,    also    auch    ver- 
schiedene Geschwindigkeiten  verwendet; 
der    Reibungswiderstand    des    Lagers 
wurde  besonders  bestimmt. 

Mit  etwas  anderen  Rotationsappa- 
raten operirte  1742  Robins  und 
1786/88  Hutton.  Letzterer  Hess  eine 
Kugel,  welche  an  einem  horizontalen, 
durch  eine  Welle  bewegten  Träger  befestigt  war,  im  Kreise  umgehen; 
nach  5 — 6  Umdrehungen  trat  gleichförmige  Bewegung  ein. 

L.  A.  Thibault,  Lieutenant  zur  See,  kehrte  1826  zu  dem  Apparatvgi.Not«22. 
von  Borda  zurück;   er  stellte  sich  aber  ausserdem  die  Frage,   ob  die 
Methode  der  Rotationsbewegung  in  der  That  den  absoluten  Widerstand 


Vgl.  Note  21. 


Fig.  19. 
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angab,  welchen  die  betreffende  Fläche  bei  geradliniger  Bewegung 
erleiden  würde;  er  kam  zu  einem  verneinenden  Resultat.  Durch  An- 
wendung von  verschieden  geformten  Flächen  gleichen  Flächeninhalts, 
bei  gleichem  Abstand  ihrer  Mitten  von  der  Drehachse,  glaubte  er  be- 
vgi. Note 28. wiesen  zu  haben,  dass  die  Rotationsbewegung  von  Einfluss  auf  den 
Widerstand  der  Fläche  ist. 

Aus  diesem  Grund  wurde  bei  den  späteren  Versuchen  von  Didion, 
Morin,  Piobert  1835/36  zu  Metz  die  Versuchsanordnung  mehr  der 

Wirklichkeit  angepasst  und  die  Rotations- 
bewegung vermieden.  Eine  Platte  von  1  qm 
Flächeninhalt  fiel  herab,  in  stets  horizontaler 
Lage  (durch  einen  über  eine  Rolle  gehenden 
Faden)  gehalten  (Fig.  20);  eine  Tuschfeder 
rotirte  mit  der  Rolle  und  zeichnete  auf  einer 
mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  sich 
drehenden  Scheibe  Gurven  auf;  diese  Hessen 
die  Beschleunigung  der  Bewegung  der  fallen- 
den  Platte  erkennen. 

Wir  wollen  nun  die  wichtigsten  der  von 
den  erwähnten  Forschern  erhaltenen  Zahlenwerthe  anführen  und  dabei 
zwischen  kleinen  und  grossen  Geschwindigkeiten  unterscheiden.  Die 
ersteren  beziehen  sich  auf  die  Messungen  an  den  eben  erwähnten  Hilfs- 
apparaten (wobei  die  grösste  von  Dielion  erhaltene  Geschwindigkeit 
der  Platte  9  met/sec.  betrug);  die  letzteren  Geschwindigkeiten  beziehen 
sich  auf  die  Messungen  von  Robins,  Hutton,  Didion,  Morin,  Piobert 
an  Geschossen  mit  Hilfe  des  ballistischen  Pendels. 

a)  für  kleine  Geschwindigkeiten: 
unter  Annahme  des  quadratischen  Luftwiderstandsgesetzes 


Fig.  20. 


WQLg)  =  Je-d'F 


*9 


{8  =  Luftdichte  =  Gewicht  von  1  cbm  Luft;  F  =  bewegte  Fläche  in 
qm;  v  =  Geschwindigkeit  in  met/sec;  g  =  9,81)  ergab  sich 


0,059  qm 
1,64 


naoh  Borda  für  F  =  0,021  0,026 

der  Werth  h  =  1,39  1,49 

nach  Hutton  F=  0,011  0,021 

k  =  1,24  1,43 

n*ch  Thibault  für  F  =  0,026  0,103 

fc  =  1,525  1,784. 
Ferner   f^,  pidion   fiir   ebene  Flächen,    die  in  verticaler  ver- 
änderlich  Bewegung  begriffen   s^d: 
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W=s  i^ü  '  F'  (°'°36  +  °'084  v*  ±  °'164  '  S) 
(+  beim  Niedersteigen,   —  beim  Aufsteigen;    1,214  =  Gewicht   von 
1  cbm  Luft  bei  10°  Cels.  und  760  mm  Barometerstand;  wenn  die  Be- 
wegung  eine   gleichförmige   geworden   ist,   fallt  natürlich   das   Glied 

0,164  •  ||  weg). 

Dagegen  für  Hohlflächen,  speciell  Eugelhauben  (Fallschirme) 
beim  Niedersteigen: 

W=ikiFv  (°'°7  +  °>163  "  ** +  °'142 '  Ä) ' 
(Beispiele  s.  im  nächsten  Abschnitt.) 

b)  für  grössere  Geschwindigkeiten: 

Aus  den  Versuchen  von  Robins  mit  dem  ballistischen  Pendel 
folgerte  Euler  1745  das  Gesetz  W=av*-\-bi£  (a  und  b  Constanten); 
für  seine  Rechnungen  benutzte  er  aber  das  quadratische  (Newton'sche) 
Gesetz  W  =  av*. 

Hutton,  der  1783/90  mit  dem  von  ihm  vervollkommneten  bal- 
listischen Pendel,  unter  Anwendungen  von  Geschwindigkeiten  im  Betrag 
von  100 — 600  m,  und  mit  Kugeln  von  1 — 6  Pfund  Gewicht  anstellte, 

fand,  dass  in  dem  Gesetz  W  =  Je  •  d  -  F  •  -=-  der  Coefficient  Je  den 
folgenden  Werth  besitzt: 

for  v  =  1  8  5  10  25  50  100  200  300  400  500  600  met/sec. 
ist  ib«  0,69    0,61    0,63    0,65    0,67    0,69    0,71    0,77    0,88    0,99    1,04    1,01    . 

An  diesen  Resultaten  setzte  Didion  und  Piobert  ein  Zweifaches 
aus:  erstens,  dass  für  die  kleinen  Geschwindigkeiten  Rotationsbewegung 
zur  Untersuchung  benutzt  wurde,  was  zu  Fehlern  Anlass  gibt;  zweitens, 
dass  für  die  grossen  Geschwindigkeiten  der  Coefficient  Je  nicht  die 
mittleren,  sondern  die  kleinsten  Resultate  wiedergibt. 

Piobert  erhielt  mit  einer  Kugel  von  0,04996  m  Durchmesser  die 
folgenden  Werthe  des  Widerstandes  TT  (kg): 

für  v  =  100  160  200  250  300  350  400  450  500  550  600  met/sec. 
TT»  0,81  1,95  3,68  6,10  9,35  13,5  18,5  24,6  31,8  40,3  60,0  kg; 

daraus  folgt,  dass  die  Widerstände  rascher  wachsen  als  die  Quadrate 
der  Geschwindigkeiten;  Piobert  ersetzt  deshalb  v2  durch  v*  +  0,0017 v9. 

Die  spätem  Versuche  zu  Metz  1840  zeigten  jedoch,  dass  diese 
Formel  von  Piobert  zu  grosse  Widerstände  gab.  vgi.Hot«24. 

Diese  Versuche  der  Metzer  Commission  1839/40  wurden  mit  Kugeln 
bis  24  cm  Kaliber  und  mit  Geschwindigkeiten  von  200 — 560  m  an- 
gestellt,  alle  Zahlen  wurden  bezogen  auf  die  Luftdichte   S  —  1,2083 
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bei  15°  Cels.   Temperatur    und   750  mm   Barometerstand   und   einem 
Feuchtigkeitsgrad,  bei  welchem  die  Luft  zur  Hälfte  mit  Wasserdampf 

gesättigt  ist;  es  wurde  der  Coefficient  -r—  bestimmt;  er  wurde: 

bei  den  Geschwindigkeiten  v  =  337,25      428,81       535,15    met/sec. 

^*  =  0,04790    0,05354    0,06159. 

Auch  diese  Zahlen  beweisen,  dass  der  Luftwiderstand  rascher  als 
nach  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  zunimmt;  es  ist  nämlich 

^  =  0,02714  •  (1  +  0,00227  •  t;); 

noch  genauer  fand  Didion: 

Widerstand  T^(kg)  =  ^g- v*- 0,03295 [1+0,00093272- v(l+0,001311.t;)]; 
oder  kürzer 

Handelt  es  sich  um  nicht  sehr  grosse  Bereiche  der  Geschwindig- 
i  keiten,  so  genügt  es,  nach  Didion,  zu  nehmen 

1*  =  0,02706  -  (1  +  0,002292 •  v)   für  v  =  300  bis  v  =  500m;   dagegen 

^  =  0,03257  •  (1  +  0,0012  •  v)       für  v=50bis  150m (Bombenschüsse). 

Auch  von  dem  Kaliber  des  Geschosses  hängt,  wie  Didion  fand, 
der  Widerstand  W  in  complicirterer  Weise  ab,  als  dass  er  einfach  pro- 
portional F  oder  R*x  wäre;  es  ist  nämlich  (der  Kugelquerschnitt  R2it 
in  qm  gemessen): 

^!  TF(kg)  =  0,033.^.J?Ä.(0,74+5^y.^.[l+i^.(l+^)]. 

Praktisch  nimmt  Didion  meist  die  Formel: 

W  -  °>0270  •  1^88     *'*  •  (°>74  +  Ö^e)  •  «"  $  +  O'0023  •)? 

nur  für  Bomben  (kleine  Geschwindigkeiten)  nimmt  er 

statt  0,027    die  Zahl:  0,03227 
»     0,0023    „        „     0,0012. 

Die  späteren  Versuche  über  den  Luftwiderstand  sind  ebenfalls  mit 

vgi.  houm.  Geschossen  angestellt,  wenn  wir  abseben  von  Versuchen  yon  J.  B.  Baille 

***>«*  den  Luftwiderstand  bei  sehr  lang«"11611  ScWing*^hewegungen, 

^gestellt  initBüfe  der  Torsioa8waage,  u*d  vonExperimentenThiesen's 

**tft  dem  Botationsapparat  Vo°  p^f-  *•  a  Scbellba<*'  ^  ™ldwm 
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auch  Netto,  Giese,  Poske  und  Heyne  gearbeitet  hatten.    Letztere  Ex- 
perimente haben  kaum  auf  unseren  Gegenstand  Bezug. 

Eine  historisch  geordnete  Zusammenstellung  dürfte  manchem  Leser 
erwünscht  sein. 

Zusammenstellung  über  die  Luftrwiderstandsversuohe,  sowie  über  die 
seit  Newton  aufgestellten,  auf  Versuche  oder  auf  theoretische  Schluß- 
folgerungen gegründeten  Luftwiderstandsgesetze. 

I.  Angestellte  Versuche. 

1)  Newton,  Juni  1710  in  der  St.  Paulskirche  zu  London;  Fall- 
versuche. 

2)  Mariotte  1717,  Fallversuche  auf  der  Pariser  Sternwarte. 

3)  Desaguliers  1719,  Wiederholung  von  Newton's  Versuchen, 
bei  grösserer  Fallhöhe. 

4)  Robins  in  England  1742,  mit  dem  ballistischem  Pendel,  sowie 
mit  einem  eigens  construirten  Rotationsapparat.  Seine  Resultate  rech- 
nerisch verwerthet  von  L.  Euler  (Widerstand  W  =  av%  +  ftv4). 

5)  Bor  da  1763,  mit  einem  ähnlichen,  aber  vollkommeneren 
Rotationsapparat  (Fig.  18). 

6)  Hutton  in  Woolwich  1787/91,  mit  einem  Rotationsapparat 
(Fig.  19)  und  mit  dem  verbesserten  ballistischen  Pendel  (W=a-v% 
von  v  =  400  bis  v  =  600  m). 

7)  Thibault,  Versuche  in  Brest  1826  mit  einem  Rotationsapparat 
ähnlich  wie  Fig.  18. 

8)  Otto,  Schiessversuche  in  Preussen  1839.  vgi.Noteae. 

9)  Metzer  Commission  Didion-Morin-Piobert  1839/40, 
Schiessversuche  mit  dem  verbesserten  ballistischen  Pendel,  sowie  Ver- 
suche mit  fallenden  Platten.  Die  Versuche  mathematisch  verwerthet 
von  Didion  und  Piobert  (Gesetz:  W  =  av*  +  6t?3),  sowie  später  von 
San  Roberto  (Gesetz:   W  =  av*  +  &*>*)• 

10)  Otto,  1844/45,  Wiederholung  der  früheren  preussischen  Ver- 
suche mit  vollkommeneren  Mitteln  (daraus  abgeleitet  das  Gesetz 
W  —  av9). 

11)  Metzer  Commission  1856/58  unter  Oberst  Virlet>  Schiess- 
versuche mit  dem  electrischen  Chronoskop  von  Navez  und  mit  kugel- 
förmigen Geschossen  (Gesetz:  TT^a^t;8). 

12)  Commission  von  Gävre  1859/61,  mit  Anwendung  des 
Navez'schen  Apparats;  Schiessversuche  mit  Langgeschossen,  16  cm  und 
5  cm  Granaten;  Bereich  der  Geschwindigkeiten:  v  =  267  bis  v  =  467m 
(Gesetz:  W  =  a  •  v*) 
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13)  Bashforth,  Schiessverauche  in  England  1865,  mit  Hilfe  des 
Chronoskops  von  Bashforth. 

14)  Schiessversuche  in  Russland,  St.  Petersburg,  1868/69,  mit 
Hilfe  des  Apparats  von  le  Boulange. 

15)  Schiessversuche  zu  St.  Maurizio  1869,  mit  6-  u.  9  cm  Gra- 
naten; Geschwindigkeitsbereich  v  =  200  bis  500  m  (Gesetz:  W—  a  •  v3). 

16)  Versuche  der  französischen  Marine  zu  Gävre  1873;  mit  Ge- 
schwindigkeiten von  210  bis  490  m;  verwerthet  von  H£lie. 

17)  Schiessversuche  in  England  1878/80  mit  dem  Bashforth- 
Apparat. 

18)  Versuche  von  Krupp   in  Essen,    1875  bis  1881.     Resultat: 
vgl. Note 27. Das  Newton'sche  Gesetz  giltig  von  v  =370  bis  v  =  910  m  (W=  0,039 

.  R2n  •  d  •  t?2). 

[19)  Versuche  von  Thiesen,  1885  Sevres;  mit  cjlindrischen  Stäben, 
senkrecht  zur  Achse  bewegt,  mit  Anwendung  des  Schell bach'schen 
Rotationsapparats.] 

20)  Schiessversuche  von  Krupp  1890;  verwerthet  von  Siacci, 
Hojel,  de  la  Llave,  Vallier,  Zabudski;  Geschwindigkeitsbereich:  t;=140 
bis  v  =  1000  m,  mit  Geschossen  der  verschiedensten  Kaliber. 

IL    Luftwiderstandsgesetze: 

Im  Folgenden  bedeute,  wo  nicht  ausdrücklich  Anderes  gesagt  ist, 
222  den  Geschossdurchmesser  in  Metern,  d  die  Luftdichte  =  Gewicht 
von  1  cbm  Luft  in  kg;  1,206  das  Gewicht  von  1  cbm  Luft  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  15°  und  bei  750  mm  Barometerstand,  W  den  Luft- 
widerstand in  kg;  ferner  ist  (nach  Siacci's  Bezeichnung)  der  z.  Theil 
von  der  Geschwindigkeit  v  (met/sec)  abhängige  Faktor  K  definirt  durch : 

Luftwiderstand  W  =  Geschossmasse  •  — %c     ^q* — , 

wobei  i  ein  von  der  Form  der  Spitze  des  Langgeschosses  abhängiger 
vgi.Note88.Zahlencoefficient  ist  (für  Kugeln  und  Infanteriegeschosse  nach  Siacci 

nahezu  i=  1)   und  (?=/oPN<   inftA>  P  Geschossgewicht  in  kg;   also 

Luftwiderstand  W  (kg)  =  * ' '  ^  _1000  •  K(v)  ■  v» . 

1)    Newton   (auf  Grund    der  Fallversuche  1710),   quadratisches 
Gesetz,-  a!8o  £  CODstant  =  0,0002368. 

2)  ^Uler  1745  (auf  Grund  der  Versuche    von  Uobins  1742  mit 
dem  taktischen  Pendel),    W  ==  av*  +  &«S  nämlich 

Faktor  K=^  ^^  •  (l+  s^TKJi 
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A(m)  ist  die  Hohe  der  Luftsäule  von  der  Dichte  d,  welche  der  Queck- 
silbersäule im  Barometer  das  Gleichgewicht  hält.  In  den  Berechnungen 
von  Euler  nur  benützt  W  =  av*. 

3)  Gesetz  von  Professor  Schmidt  in  Göttingen  1831:  vgLNate». 

Luftwiderstand  W kg  =  k  •  R*ic  •     ~~    ~~g  • 

q  =  g-T ;   ]/2ft  =  Geschwindigkeit^   mit  welcher   die  Luft  in  den 

leeren  Raum  einströmt,  Je  empirische  Constante,  e  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen. 

4)  Gesetz  der  Metzer  Commission  1839/40  (auf  Grund  der  Ver- 
suche mit  Kugeln  und  mit  Hilfe  des  ballistischen  Pendels): 

a)  für  grosse  Geschwindigkeiten: 

W  =  av*  +  bv*,    bezw.  W  «■»  av*  +  bv8  +  cv4, 
nämlich 

Luftwiderstand  W  kg  -  0,033  ~  •  #*  ■  (o,74  +  0^\B)  • 
praktisch 

Y~  °'0270  •  da  •*«  •  (°>74  +  Ä)  • «'  •  il  +  sfef)? 

speciell  für  Bomben: 

TT  =0,03227.^-***.  (0,74  +  j^g^  •  .» •  (l  +  gjg)  • 

b)  für  kleine  Geschwindigkeiten: 

bei  ebenen  Flächen,  die  in  verticaler  veränderlicher  Bewegung  be- 
griffen sind: 

»•  -  &  •**   («,086+0,084.^ ±0^64 .  *)   +  {£»***■ 
bei  Hohlflächen  (Fallschirmen),  die  im  Niedersteigen  begriffen  sind: 
^  =  I^#*-(o,07 +0,163- »»  +  0,142.^); 

wenn  die  Bewegung  eine  gleichförmige  geworden  ist,  fallt  das  Glied 
mit  der  Beschleunigung  -tt  weg. 

5)  Touzard  und  Piobert  (auf  Grund  der  Versuche  von  Hutton 
in  Woolwich  1787/91  mit  dem  ballistischen  Pendel): 

«"-'-«rl'  +  UJ")- 

6)  Paoli  di  San  Roberto,  sardinischer  Artillerieofficier  (auf  Grund  vgi.Notesa 
der  Versuche  der  Metzer  Commission  Didion-Morin- Piobert  1839/40): 

Luftwiderstand   W  kg  =  0,0387  .  W*  •  ^  .  t?2 .  (l  +  Q^)*) . 

Cr«m,  Ballistik.  4 
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7)  Lieutenant  von  Brockhusen: 

Luftwiderstand  W=B?it ,  q  wie  bei  Schmidt  1831. 

8)  Metzer  Commission  1856/58  (auf  Grund  von  Versuchen  mit 
Kugeln,  unter  Anwendung  des  Apparats  von  Navez;  mit  Geschwindig- 
keiten von  v  =  205  bis  555  m): 

cubisches  Gesetz,  nämlich  Factor  K=  0,0<6)11  •  v. 

9)  H£lie  (auf  Grund  der  Versuche  der  Commission  von  Gävre 
1859/61  mit  Langgeschossen  und  mit  Geschwindigkeiten  von  215  bis 
337  m):  quadratisches  Gesetz;  nämlich 

für  ellipsoidische  Geschossenden  Factor  K  =  0,CK6>529 
„    cylindrische  „  „       Z  =  0,0(5>117. 

10)  Mayevski  in  Russland;  früheres  Gesetz  (auf  Grund  der  russi- 
schen und  englischen  Versuche  1868/59) 

a)  für  Kugeln: 

bei  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  0  bis  376  met/sec; 

Luftwiderstand  W  kg  =  0,012  -  R*x .  ^  .  v* •  [l  +  (j^)*] 
bei  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  376  bis  530  met/sec; 
Luftwiderstand  JFkg  =0,061  ■  Kx-jj^  •  v* . 

b)  fftr  Langgeschosse: 
bei  t;  =  0  bis  280  met/sec; 

Luftwiderstand  W  =  0,012  -  &*  .  ^  - «*  .  [l  +  (^ *] 

bei  t>  =  280  bis  360  met/sec; 

Luftwiderstand  W  =  0,0*u>26  •  IPx  •  ^  •  v6 
bei  v  =  360  bis  510  met/sec; 

Luftwiderstand  TP  =  0,044  •  iP*  •  -4s  •  «*, 

oder,  was  mit  der  Siacci'schen  Bezeichnung  dasselbe  ist: 

bei  v  =  0  bis  280  metysec;  Siacci'scher  Factor  JT=  0,^93 .  [l  +  Q^)*] 

b«i  9  =  280  bis  360  „  „  „  O/P^O .  v4 

b*i  v  =  360  bia  510   „  „  „  0,0<»>33933. 

11)  HSlie    (auf  Grund  der  englischen  und  russischen  Versuche): 

0,0(8)344 


Factor  K  =  0,0<8>47  — 


0,0(10)408  -t>< 
10  ' 
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12)  Bashforth  1873  (auf  Grund   der   seitherigen  Versuche  von 


Krupp),    cubisches    Gesetz,    Luftwiderstand    W  =  m 


dabei  ist: 

för  t>  =  600  bis  550 
m  =  0,000068 


1,206 


•  B*ä  •  t?% 


560—600 
0,000075 


600—460 
0,000082 


460  —  419 
0,000090 


419  —  375 
0,000094 


875  —  330 
0,000084 


330 

0,000060 . 


13)  Professor  Dr.  A.  Schmidt  in  Stuttgart  1878 


Luftwiderstand  W  (g)  =  2%  •  i?  •  p  •  — -s 


1  +  T 

log  nat 2  •  — 

°  v_  c 

c 


giltig  für  Geschwindigkeiten  kleiner  als  die  normale  Schallgeschwindig- 
keit c  (cm/sec);  v  =  Geschossgeschwindigkeit  in  cm/sec;  p  —  Luftdruck 
auf  die  Flacheneinheit  (1  qcm)  im  Ruhezustand  der  Luft. 

14)  Mayevski  in  Russland;  späteres  Gesetz  von  1881  (auf  Grund 
der  Versuche  von  Krupp  1875/81,  der  englischen  von  Bashforth  1865 
und  der  russischen  1868/69  von  Mayevski  selbst): 

Luftwiderstand  TFkg-=  0,013  •  iP*      °  X810/ 
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1.206 


«+u 


oder  auch: 

für  Geschossgeschwindigkeiten  von  t;  =  0  bis  240  met/sec; 

Luftwiderstand    W  =  0,0140  .  IPx  -  ^  '  *s 

7  1,206 

für  Geschossgeschwindigkeiten  von  v  =  240  bis  295  met/sec; 


u* 


3 


Luftwiderstand  JF  =  0,0<4>583  -  2P*  -  ^ 
f&r  Geschossgeschwindigkeiten  von  v  =  295  bis  375  met/sec; 

Luftwiderstand  TT  —  0,0<9>670  •  -R2*    r^S  '  ** 
für  Geschossgeschwindigkeiten  von  t>  =  375  bis  419  met/sec; 

Luftwiderstand  W  =  0,0^940  .  2P*  ■  t4h  *  * 

7  1,206 

ftlr  Geschossgeschwindigkeiten  von  v  =  419  bis  900  met/sec; 

Luftwiderstand  TT  =  0,0394  •  2P*  -  ^  .  v* 

'  1,206 

oder,  was  dasselbe  ist,  mit  Verwendung  der  Siacci'schen  Bezeichnung: 
für  v  =-  0  bis  240  m:  Siacci'scher  Factor  K  =  0,0»>1079 

JT  =  0,0W449  •  v 


n 


n 


n 


n 


240 

ff 

295 

m 

295 

ff 

875 

m 

375 

ff 

419 

m 

419 

n 

900 

m 

n 


ff 


» 


ff 


77 


n 


ff 


» 


K  =  0,0<">516  •  v1 
K  =  0,0<«>724  •  v 
K  =  0,0W3036. 

4* 
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15)  Hojel  in  Holland  nach  1884  (auf  Grund  der  holländischen 
Versuche  von  1884,  sowie  der  Versuche  von  Krupp): 

mit  dem  Siacci'schen  Factor  K  [W  kg  =  —Ali — 1206-    —         )  ^ 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  140  bis  300  met/sec; 

der  Factor  K=  0,0<6>84535  •  r0»5 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  300  bis  350  met/sec; 

der  Factor  K=  0,0<n>5423  -  v* 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  350  bis  400  met/sec; 

der  Factor  K=  0,0<8>51381  -  vl* 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  400  bis  500  met/sec; 

der  Factor  K  =  0,CK*)7483  •  *-*# 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  500  bis  700  met/sec; 

der  Factor  K=  0,0<s>5467  •  v0^.) 

vgl.  Note  si.  Oder,  mit  dem  4 mal  grosseren  Vallier'schen  Factor  K,  definirt  durch.* 

Geschossverzögeruiig  durch  den  Luftwiderstand  =  *"****"*"*  <H>  = 

°         °  Geschossmasse 

jgi(m«*)  Luftgewicht  (kg) 


tr 


K(v), 


Geschossgewicht  P^^  l.*06 

hat  man  als  Hojel'sches  Gesetz,  verwendet  u.  A.  von  Vallier: 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  140  bis  300  mei/sec; 

Vallier'scher  Factor  K  =  0,0<5>338  •  «** 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  300  bis  350  met/sec; 

Vallier'scher  Factor  K=  0,0<10>217  .  v* 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  350  bis  400  met/sec; 

Vallier'scher  Factor  K  =  0,0<7>2055  .  t*M 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  t?  =  400  bis  500  mei/sec; 

Vallier'scher  Factor  K  =  0,0<8>299  -  fr°& 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  500  bis  700  mei/sec; 

Vallier'scher  Factor  K  —  0,0^2187  -  tr«¥» 

3«.  ferner  nach  je  jft  £Jave  von  «  =  700  an  aufwärts 

Vallier'scher  Factor  K  =  0,0^120. 

v*l~  *sr  16)  besetz  von  Ingalls  1886  (auf  Grund   der  Versuche  von  Bash- 

******  forth  in  ^gIand  1878/80,  mit  dem  Bashforth-Apparat): 


F«*-  *r, 


°te 
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für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  0  bis  239,3  met/sec; 

Siacci'scher  Factor  £"=  0,0<3)1346 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  239,3  bis  302,2  met/sec; 

Siacci'scher  Factor  K  =  0,0<e>5623  -  v 

f&r  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  —  302,2  bis  342,0  met/sec; 

Siacci'scher  Factor  K=  0,0<12>2037  •  v4 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  v  =  342,0  bis  398,2  met/sec; 

Siacci'scher  Factor  K=  0,0<6>8146  -  v 

für  die  Geschossgeschwindigkeiten  t?  =  398,2  bis  weiter  aufwärts 

Siacci'scher  Factor  K  =  0,0<»>3244. 

17)  Siacci;  einheitliches  Gesetz: 

a)  giltig  bis  v  =  343  met/sec  aufwärts; 

Siacci'scher  Factor  JST:  106- JST=  108  +  6 ~  —  5,2 -  (jJ^V 0,75 •  (rJ0)5, 

b)  giltig  bis  v  =  400  met/sec  aufwärts; 

10«  •  JT=  110  -  2,5  •  GS0*-H  °>572  •  (i5ö)6-0'0228  •  (öo)* 

18)  Siacci-Berardinelli,  1892;  einheitliches  Gesetz: 
Siacci'scher  Factor  K  =  a  -\-  ß  ■  arctg  q>  (v) , 


wobei 


a  —  0,000223 
0  =  0,0<»129 


9(V)  =  0,02708  ■  [(~Y~  Hl]  +  1><>158 


(iSö)-10-66 


0 

100 


19)   Gesetz  von  Zabudski   in  Russland,    1895   (auf  Grund   der 


Krupp'schen  Versuche  von  1890  u.  f.): 

fttrt;  =  0bis  240meVsec;  Luftw.  W  kg  =  0,0140 

=  0,05834 

=  0,06709 


Vgl.  Note  34. 


n 


240  „    295 


n 


v 


n 


ff 


n 


ff 


ff 


295    „    375 


375  „    419 


419  „    550 


550  „    800 


800  „  1000 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


w 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


=  0,09404 
=  0,0394 
=  0,2616 
=  0,7130 


1,206 


1,206 
9 


1,206 

9 
1,206 

d 


1,206 


1,206 


1,206 
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vgl.  Note  so.        20)  Gesetz  von  Vallier  (-Chapel)  1895: 

Luftwiderstand  W  ==  a  (v  —  6) 
(a  und  6  Constanten);  giltig  von  v  =  300  bis  v  =  1100  met/sec; 

ein   früheres  Gesetz   von  Vallier,   zu  Zwecken  der  Integration   auf- 
gestellt: 

Luftwiderstand  W  =  p0  •  B%tc  .(<*•*  —  *->•*) ; 

p0  =  Luftdruck;  6  Abkürzung  für  r — ; ™~;  T absolute  Temperatur; 

d  Luftdichte  bei  0°  Cels. 

§  9.  Anhang.   Ueber  die  Luftdichte. 

Der  Luftwiderstand  hängt,  wie  wir  oben  sahen,  von  der  zur  Zeit 
des  Schusses  stattfindenden  Dichte  der  umgebenden  Luft  ab;  er  ist 
dieser  Dichte  proportional 

Einen  allgemeinen  Ausdruck  für  das  Gewicht  d  von  1  cbm  Luft 
bei  gegebener  Temperatur  t}  gegebenem  Barometerstand  und  gegebenem 
Feuchtigkeitsgehalt  gewinnt  man  durch  folgende  Ueberlegung. 

Das  Gewicht  von  1  cbm  vollkommen  trockener  Luft  bei  0°  Cels.- 

Temperatur  und  760  mm  Druck  ist  -==*  —  1,293  kg.      Betragt    der 

Barometerstand  nicht  760  mm,  sondern  JB^mm,  so  beträgt  nach  dem 

Boyle-Mariotte'schen  Gesetz  das  Gewicht  von  1  cbm  Luft  1,293 -^=g, 

und  wenn  auch  die  Temperatur  der  Luft  nicht  0°  Gels,  sondern  f  ist, 
so  ist  —  wir  wenden  dabei  das  Gay-Lussac'sche  Gesetz  an — ,  jenes 

Gewicht  1,293-  Ä.^j-J—. 

Vorstehender  Ausdruck  bezieht  sich  auf  den  Fall,  dass  die  Luft 

keinen  Wasserdampf  enthält.    Ist  jedoch  die  Luft  nicht  vollkommen 

trocken,  sondern  ist  s%  die  relative  Feuchtigkeit  der  Luft,  so  ist  das 

obige  Gewicht  in  einem  gewissen  Verhältnis  kleiner,  —  in  welchem? 

Die  Spannkraft  oder  der  Druck  des  Wasserdampfs  sei  emm;  in 

dem  vorher  angenommenen  Cubikmeter  denken  wir  uns  nunmehr  eine 

dem  Quantum  des  Wasserdampfs  entsprechende  Menge  trockener  Luft 

durch  Wasserdampf  ersetzt  und  verwenden  das  Dal  ton 'sehe  Gesetz, 

welches  lautet:  in  einem  Gemisch  von  Gasen,  welche  keine  chemische 

Wirkung  auf  einander  ausüben,  ist  die  elastische  Kraft  des  Gemisches 

die  Summe  derjenigen  elastischen  Kräfte,  welche  vorhanden  wären,  wenn 

jedes  Gas   fftr  gj^   allein   den  Raum  einnehmen  würde.    Nun  ist  der 

Druck  der  j^  jarin  22J,  —  e.     Andererseits  der  Druck  des  Wasser - 

dampf*  ^H^le;  —  denn  die  Formel  5,0  0^  =  1,  0  =  16)  filr 
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Wasser  bedeutet,  dass  ein  Volumen  Wasserdampf  — ^ —  oder  neunmal 

schwerer  ist,   als  das  gleiche  Volumen  Wasserstoffgas  von   derselben 
Temperatur  und  demselben  Druck,  oder  auch,  dass  Wasserdampf  im  Ver- 

haltniss  77-r  =  ca.-r-  leichter  ist  als  die  Luft,  welche  von  uns  in  Ge- 

14,0  o  ' 

danken  durch  Wasserdampf  ersetzt  wurde  — ,  also  ist  der  Dpick  kleiner 

im  Verhältniss    (J3J,  —  e-\--^e)\H^    oder   1  —  jg-,   als    wenn   die 

Luft  vollkommen  trocken  wäre. 

Darnach  ist  das  Gewicht  von  1  cbm  der  mit  Wasserdampf  ge- 
mischten Luft 

Hier  ist  e  entweder  direct  aus  einer  Tabelle  zu  entnehmen  oder 
nach  einer  Näherungsformel  zu  berechnen:  für  das  Maximum  der  Sätti- 
gung ist  bei  0°,  e  —  5  mm;  bei  30°,  e  =  31  mm;  also  e  =  5  +  0,85  •  £; 
wenn  jedoch,  wie  hier,  nicht  das  Maximum  der  Sättigung  vorliegt, 
sondern  die  Luft  nur  zu  s%  mit  Dampf  gesättigt  ist,  so  ist 

«  =  «.(5  +  0,85.0. 
Führt  man  diesen  Werth  ein,  so  hat  man 

°  —  V*»    760  1  +  o?o0367  •  t  ' 

mit  einer  Vereinfachung  nach  Laplace  kann  man  auch  schreiben: 

/m  rf-12Q<l    Ä  1  —  0,00868,« 

W  °~  t'*?9'  760  '  1  +  (0,00867 '  +  0,0004 . *) . t* 

Didion  gibt  eine  Tabelle  zur  Berechnung  von  6  für  verschiedene  vgL  Note  86. 
Lufttemperaturen  t,  Barometerstände  J2J,  und  Feuchtigkeitsgrade  s. 

Hier  ist  Hq  der  auf  0°  reducirte  Barometerstand.  Da  nämlich 
auch  das  Quecksilber  sich  mit  Zunahme  der  Temperatur  ausdehnt,  er- 
hält man  bei  Ablesung  der  Barometerhohe  nicht  die  reine  Wirkung 
des  Luftdrucks;  man  muss  also,  um  vergleichen  zu  können,  die  An- 
gaben auf  ein  und  dieselbe  Temperatur,  die  „Normale-Temperatur  0°  Gels. 

beziehen.    Nun  ist  der  Ausdehnungscoefficient  des  Quecksilbers  ^ 
also  ist  der  abgelesene  Barometerstand  #=22^(1  +  7575);  folglich 

H  •  t 

die  Correction    beträgt   darnach  ^^  =  0,000181  •  H-  tf;    und   zwar 
ist  diese,  wie  man  sieht,  algebraisch  abzuziehen. 


5560 ' 
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Andererseits  dehnt  sich  aber  auch  der  Massstab  am  Barometer 
aus;  wird  dieser  als  aus  Messing  (Ausdehnungscoefficient  0,000019) 
bestehend  angenommen,  so  hat  man  an  der  letzterwähnten  Zahl  wieder 
0,000019  •  H- 1  abzuziehen;  folglich  betragt  die  im  Ganzen  vom  ab- 
gelesenen Barometerstand  abzuziehende  Correction  nur  0^000162 -H-t\ 
hierfür  ist  im  Anhang  die  Kohlrausch'sche  Tabelle  beigefügt, 
vgl. Note 87.  Siacci  gibt  noch  eine  andere  Näherungsformel,  die  etwas  ein- 
facher ist,  als  (II);  nämlich 

Cm)  i355  -  0,3852  .  g^  -  0,1444  .  ,££,. 

Hier  ist 

jBJj  =  reducirter  Barometerstand  in  mm;  aus  dem  abgelesenen  Baro- 
vgLT»b.  v.  meterstand   H  mit  Tabelle  Y    oder    durch    Subtraction   von 

0,000162  •  H.  t  zu  erhalten. 
t  =  Lufttemperatur  in  Celsiusgraden. 

s  =  Feuchtigkeitsgrad  der  Luft,  ein  echter  Bruch,   der   =  0  ist 
bei  vollkommen  trockener,    =  1   ist  bei  völlig   mit  Wasser- 
dampf von  t°  gesättigter  Luft;  also  bei  Procent-Hygrometern 
s  =  abgelesene  Zahl  dividirt  durch  100. 
e=  Spannkraft  des  bei  t°  gesättigten  Wasserdampfs  in  mm;  hie- 
vgi.T»b.rv.  für  die  Tabelle  IV. 

S  =  Gewicht  (kg)  der  in  einem  cbm  enthaltenen  Luft  bei  t°  Tem- 
peratur, H  mm  Barometerstand  und  s  relativer  Feuchtigkeit. 
1,206  =  dasselbe  Gewicht  bei  der  durchschnittlichen  Lufttemperatur  15° 
und  dem  Barometerstand  750  mm. 

Will  man  die  Aenderung  der  Luftdichte  d  mit  der  Erhebung  Ämet 
über  dem  Boden  berücksichtigen,  so  geschieht  dies  nach  der  meist 
verwendeten  Formel: 

Sh  =  d0(l  —  0,00008  .  Ä),  (IV) 

wobei  d0  die  Luftdichte  am  Boden  (h  =  0) ,  d  die  Luftdichte  in  Ämet 
über  demselben  bedeutet. 

Beispiele. 

1)  Abgelesener  Barometerstand  751,8  mm;  Lufttemperatur  15°; 
Hygrometerstaii d  50%;  gesucht  die  Luftdichte  d. 

Nach  Tabelle  V  ist  H0  =  751,8  — 1,8  =  750  mm;  s  =  y ;  t  =  15 ; 

Tabelle  IV  gifo  esss  12,7  mm;  also  gibt  die  Formel  (H) 

1  —  0,00268  •  — 
'  =  * >293  •  7% 7 " -f\ V2028  kg. 

760     1  -f  (0,00867  +  0,0004  — J    Iß 
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Die  Siacci'sche  Formel  (III)  gibt  den  davon  wenig  verschiedenen  Werth 

9  -  °>4625  •  27FTI6  -  °>1742  *  4+16  -  W00«  *' 

2)  Am  25.  Oct  1895  wurde  bei  einem  Versuchsschiessen  der  Baro- 
meterstand 719,0  mm,    die  Temperatur  -\-  12,5,    der  Hygrometer- 

stand  74%  beobachtet;  gesucht  der  Bruch  v-9qä' 

H=  719,0;  reducirter  Barometerstand  HQ  =  719,0 — 1,4  =717,6 mm; 

74 
t  =  +  12,5°  Cels.;  8  =  jää;  e  findet  sich  =  10,7;  damit  wird: 

ik  "  °'3852 '  «t^FIP  -  °'U44  •  Ä5Tl£  "  °'964 


4.  Abschnitt. 

Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichungen  fflr  die  Geschoss- 
bewegung  im  lufterffillten  Raun,  —  das  Geschoss  als  Massen- 
punkt betrachtet. 

Gegenüber  den  Voraussetzungen  des  2.  Abschnitts  lassen  wir  nun- 
mehr eine  sehr  wichtige  Abstraction  fallen,  indem  wir  den  Widerstand 
der  Luft,  dessen  Gesetze  im  3.  Abschnitt  besprochen  wurden,  in  die 
Rechnung  einführen.  Uebrigens  nehmen  wir  vorerst  noch  an,  dass 
das  Geschoss  wie  ein  schwerer  Massenpunkt  behandelt  werden  dürfe; 
wir  stellen  uns  also  dasselbe  etwa  als  eine  nicht  rotirende  Kugel  vor, 
in  deren  Mittelpunkt  und  zugleich  Schwerpunkt  zwei  Kräfte  angreifen; 
erstens  die  Schwere  P,  vertical  abwärts  —  als  sich  stets  parallele  und 
constante  Kraft  — ,  zweitens  der  Luftwiderstand  W,  in  der  jeweiligen 
Bahntangente  auf  das  Geschoss  entgegen  dessen  Bewegung  wirkend. 

Würde  das  Geschoss,  welches  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0 
die  Mündung  verlässt,  nur  durch  den  Luftwiderstand  beeinflusst,  so 

würde  dasselbe  geradlinig  weitergehen  und  eine  Verzögerung  —  -j?  er- 
leiden,  die  proportional  dem  jeweiligen  Luftwiderstand   W  und  um- 

vgl.  Note  88.  gekehrt  proportional  seiner  Masse  m  ist,  ^r  = ;  eine  Differential- 
gleichung, welche  in  einfacher  Weise  zu  integriren  ist.  Gleiche  Luftdichte 
und  Geschwindigkeit  vorausgesetzt,  ist  in  diesem  Fall  die  Verzögerung 

des  Geschosses  durch  den  Luftwiderstand  proportional  dem  Bruch  — p~  • 

Der  reciproke  Werth  dieses  Ausdrucks  (Geschossgewicht :  Geschoss- 
querschnitt) wird  unter  dem  Namen  „Querschnittsbelastung"  in 
der  Praxis   vielfach  zur  Beurtheilung  der  ballistischen  Leistung  eines 
Gewehr-  oder  Geschütz-Systems  verwendet:  Je  grösser  die  Querschnitts- 
belastung ist    d.h.  je  grösser   das  Geschossgewicht  bei  gleichem  Ge- 
schossquerschxu'H;  und  je  kleiner  der  Geschossquerschnitt  bei  gleichem 
Geschossge^jrt  ist,   um   so  kleiner  ist  —  unter  den  obigen  sehr  be- 
schränken^ yoral^setzungen   _;  die  secundliche  Geschwindigkeits- 
abnabme,    ^j^  das  Geschoss  in  8einem  Fluge  durch  die  Luft  erleidet. 
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Thatsächlich  wirkt  ausser  dem  Luftwiderstand  noch  die  Schwer- 
kraft. Wir  werden  also  wie  früher  die  Bewegung  in  zwei  etwa  zu 
einander  senkrechte  Bewegungen  zerlegen,  in  die  horizontale  und  in 
die  verticale,  oder  auch,  nach  Coriolis,  horizontal  und  senkrecht  zur 
Tangente  der  Flugbahn;  im  letzteren  Fall  haben  wir  den  Vortheil, 
dass  die  eine  der  beiden  Differentialgleichungen  den  Luftwiderstand, 
die  andere  das  Gewicht  nicht  enthält. 

Wir  stellen  die  Bewegungsgleichungen  auf  für  verschiedene  An- 
nahmen über  den  Luftwiderstand  W  hinsichtlich  dessen  Abhängigkeit 
von  der  Geschossgeschwindigkeit  v  und  suchen  die  Gleichungen  zu 
integriren.  Die  ZurückfQhrung  auf  Quadraturen  hat  für  die  Annahme 
W=coiiBLvn  wie  erwähnt  schon  1719  Johann  Bernoulli  geleistet; 
für  die  Annahme  W=a-\-bv*  that  dies  Legendre  1782;  endlich 
für  die  Widerstandshypothese  W  =  a  -{-b  -  v*  zuerst  der  Mathematiker 
Professor  Jakobi  1842. 

"  §.  10.    Der  Luftwiderstand  proportional  der  ersten  oder  zweiten 

Potenz  der  Gescfcossgeschwindigkeit. 

Annahme:   W=  oonst.  v : 

Obwohl  nur  für  sehr  kleine  Geschwindigkeiten  v  eines  Körpers 
der  Luftwiderstand  proportional  der  1.  Potenz  von  v  angenommen 
werden  kann,  wollen  wir  der  Voll-    *y  ^o 

ständigkeit  halber  diesen  mathe- 
matisch einfachen  Fall  durchfahren. 
Wir  setzen 

(1)  W—m-c-v,  _ 

wobei  m  die  Geschossmasse  und  c  0*    *~- *        "-l  T3c  ^ 

den     Luftwiderstandscoefficienten  ***• 21- 

vorstellt,  welcher  unter  den  obigen  Voraussetzungen  proportional  dem 
Geschossquerschnitt  und  der  Luftdichte  ist. 

Zerlegt  man  (Fig.  21)  die  Bewegung  horizontal  und  vertical,  so 
hat  man: 

'        d*x  ttt  dx 

di*  =  —  C0S  m  ~  —  m  "  c  '  v  '  ~d~ > 

d*y  ttt      •  dy 

m  •  -^  =  —  mg  —  ir  •  sin  a>  =  —  mg  —  m  •  c  •  v   -^  ; 

*wi~.    J«      dy       dy    dt       dy     1  ,      dx        dx     1  .  . 

oder,  da     _  =  _.-  =  -?._    ^d     ^  =  ^.-;    g0  ist 

dx 

(2) 


"e     dt 


dy 

dt*~~  g~cdi 
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Man  sieht,  dass  die  beiden  Differentialgleichungen  unabhängig 
von  einander  zu  behandeln  sind;  die  erstere  ist  eine  Gleichung  zwischen 
x  und  t  allein;  die  zweite  eine  solche  zwischen  y  und  t  allein.  Die 
Integrationsconstanten  bestimmen  sich  aus  dem  Anfangszustand:   fär 

d  sr  dii 

t  =  0  ist  x  =  0  und  y  =  0 ;  ferner   -tt  =  v0  •  cos  a,    ■—  =  v0  •  sin  a  . 

Die  erste  Gleichung  (2)  gibt,  mit  der  Abkürzung  -jt  =  vx : 

-tt-  = —  c-vx:      —  =  —  c-dt: 
dt  *» 

integrirt,  log  nat  vx  =  —  c  •  t  +  const.  =  —  c  •  £  +  log  nat  (t?0  cos  a) ; 

(3)  u,  =  —  =  v0 .  cos  a .  e~c'; 

#  =  — e~ct  +  const ;     die  Constante  ist  +  — -; 

(4)  a,=n.coB«    (1_e_8<) 

Die  zweite  Gleichung  (2)  liefert  analog: 

dt?  dv 

v  =  —  gr  —  c  •  vy    oder     d£  =  —        y    • 


integrirt     £  +  const.  = log  nat  (g  +  c  •  vy) ;     die  Constante  ist 

Cr 

log  nat  (<7  +  c  •  v0  sin  a) ; 

c 

also 

1  9"¥c-v  g  +  c  •  t? 

—  £  =  —  log  nat  — | f—     oder    — : ?—  =  c~c< ; 

c       °  p  +  c  •  v0  sin  a  g  +  c  •  v0  sin  a  ' 

(5)  »,  =  -|f=-f  +  T(fl'  +  c-wo8iiia)^'; 

nochmals  integrirt  und  die  Integrationsconstante  daraus  ermittelt,  dass 
für   *  =  0,  y  =  0   ist: 

y.O  +  c^^_|  .<  + const;   const -=+g  +  c?>gillg; 
somit 
(6)  y9-=£i£  +  *  +  *m*'ü*m  .  (1  —  e--0  . 

Die  Resultate  (3)  un<*  (**)  lassen  ^r  Je<*en  Augenblick  die  beiden 
Component^  ^  Qe8Ch windigkeit  t;  =  ]/ t>*  +  t>*    des  Mobiles,  die  Glei- 
chungen  (4)  ^  ,gx  jie  jeweilige  Lage  derselben  erkennen. 
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Die  horizontale  Componente  vx  der  Geschwindigkeit  nähert  sich 
mehr  und  mehr  der  Null  (vgl.  (3));  die  verticale  Componente  nähert 

sich  dem  festen  Werth  — ;  d.h.  je  mehr  der  Luftwiderstand  gleich 

dem  Gewicht  wird,  umsomehr  wird  die  Bewegung  eine  gleich- 
formige. 

Ferner  die  Abscisse  x  (vgL  (4))  convergirt  gegen  den  Grenzwerth 

— ,  während  das  Mobile  nach  der  Richtung  der  negativen  Ordi- 

natenachse  (vgl.  (6))  ins  Unendliche  geht,  wenn  kein  äusseres  Hinder- 

niss  vorhanden  ist;  d.  h.  die  Flugbahn  besitzt  im  Abstand  — 

von  der  y-Achse  eine  verticale  Asymptote. 

Annahme:  W=  const.  v\  (quadratisches  Luftwiderstandsgesetz). 

Nunmehr  nehmen  wir  den  Luftwiderstand  W  in  jedem  Augenblick, 
dem  Newton'schen  Gesetz  zufolge,  proportional  dem  Quadrat  der  je- 
weiligen Geschwindigkeit  des  Mobiles,  setzen  also 

(7)  W-m-c*-n.e(£)', 

wobei  wieder  m  die  Geschossmasse  (Gewicht  in  kg:  9,81)  und  c  der 
Luftwiderstandscoefficient  ist;  also  für  Geschwindigkeiten  kleiner  als 

die  Schallgeschwindigkeit  ist  c = 0,014  •  Tönir-S**}  ^r  so^c'ie  grösser 


8 


als  die  normale  Schallgeschwindigkeit  c  =  0,039  •  j-^z  •  JB2« . 

(tf = Gewicht  von  1  cbmLuft  in  kg;  JP*  der  Geschossquerschnitt  in  qm).vgi.Notea9 

Zunächst  losen  wir  die  Aufgabe  für  einen  speciellen  Fall,  welcher 
die  Ausfuhrung  der  Integrationen  in  endlicher  Form  durchweg  zulässt, 
nämlich  den  verticalen  Wurf  (a  =  90°). 

Vertioaler  Wurf.     Aufsteigende  Bewegung. 

Die  verticale  Richtung  der  Bewegung  des  Mobiles  sei  zugleich 
diejenige  der  z~ Achse;  die  x  seien  positiv  im  Sinn  der  Schwere  ge- 
rechnet. Beide  äusseren  Kräfte,  das  Gewicht  mg  und  der  Luftwider- 
stand TP",  wirken  im  gleichen  Sinn  vertical  abwärts;  die  Differential- 
gleichung der  Bewegung  lautet  somit 

md/t=mg+W. 

Aus  Gründen  der  Einfachheit,  die  nachher  ersichtlich  werden, 
setzen  wir 

c=-^,    also  TP  — «••-Hr**; 
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(die  neue  Constante  x  wird   sich   als   diejenige   Geschwindigkeit   er- 
weisen;  mit   welcher  beim  Herabsteigen  das  Mobile  gleichmassig  zu 
fallen  strebt). 
Wir  haben 


dv 


dt       y    i    «i    -  >     w        g     v*  +  x* 

• 

Von  dem  Abgangspunkt  0  aus  zahlen  wir  die  Abscissen  x  und  die 
Zeit  f;  hier  sei  ferner  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Mobiles  vom 
Betrag  v0;  also  sei  für  t  =  0:  x  =  0;  v  =  —  t?0.  Integrirt  man  also 
und  bestimmt  die  Constante  aus  der  Bedingung  (t  =  0 ;  v  =  —  v0), 
so  wird 


—  •  t  =  arctg 1-  arctg  —  =  arctg 


___  _J_    ° 

%         % 

_________  • 

i__!L___' 


oder 

»»  +  »*  -tgg 

.   _/•£  gt 

,  x.gin- v0«co8  — 

(8)  v=-— -  =  x. -. 

v0 .  sin  - u  x  .  cos  — 

Die  nochmalige  Integration  ergibt 

x  =  —  —  •  log  nat  ( t?0  •  sin  —  -f-  x  •  cos  — )  -|-  const ; 


xf 


wobei    0  = log  nat  x  +  const ;    also 

(9)  a.  =  _^lognat(^sin2£  +  cos^). 

Die  Geschwindigkeit  v,  die  Anfangs  v0  war,  vermindert  sich  immer 
mehr  und  wird  schliesslich  Null.  In  diesem  Augenblick  hört  das  Mo- 
bile auf,  zu  steigen  und  beginnt,  wieder  vertical  herabzufallen.  Dieser 
Moment  ist  eingetreten,  wenn  v  =  0  ist,  d.  h.  wenn 

9C.8ili9t_v     cosil  =  0      tg_L*  =  f_. 

X  v  X  '  ö    «  I 

Die  zugehörige  Steighohe  x  ist 


«• 


x i.iog_atU.-7_=  + 


l/i  +  5?      1/i  +  S 

oder 

(10)  X=-^.lognatIi!+f-. 
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Um  zu  erfahren,  mit  welcher  Geschwindigkeit  das  Mobile  wieder 
unten  ankommt,  haben  wir  die  absteigende  Bewegung  getrennt  zu 
untersuchen. 

Vertioal  absteigende  Bewegung. 

Die  Differentialgleichung  ist  jetzt  in  der  Hinsicht  eine  etwas 
andere,  als  der  Luftwiderstand  aufwärts,  also  der  Schwerkraft  entgegen 
wirkt.  Den  Punkt  01}  von  welchem  aus  das  Mobile  mit  der  Ge- 
schwindigkeit v  =  0  zu  fallen  beginnt,  wählen  wir  als  Anfangspunkt 
der  positiv  abwärts  gerichteten  x- Achse  und  zählen  von  hier  ab  die 
Zeit  t]  so  dass  fttr  t  =  0:  v  =  0,  x  =  0  ist.     Wir  haben  jetzt 

dt       g        %*    V  '     ai        g     %*-v*        g     2%\%  +  v^  %  —  v) > 
also 

(11)  «=£.l°enat£±^ 


^ 


X  —  V 


Um  in  jedem  Moment  t  die  Geschwindigkeit  v}  sowie  den  zurück- 
gelegten Weg  zu  erhalten,  lösen  wir  nach  v  auf  und  integriren;  wir 
erhalten  der  Reihe  nach 


%  +  v         — 
— ! —  =  e*  , 

iL       -JJl 
dx  e* — e    * 


(i2)  »  =  :zt  =  *in 


dt  iL        -Ü' 

e*+e     * 


*»  (9-        -9A  .  h» 

=  —  log  nat  \e*  -f-  e    */  +  const ;     wobei    0  =  —  •  log  2  +  const ; 

somit 


x 

g     -*>--■   -      ■  •  '  g 


X       l      ^         X 


0*>  a.  =  fL'.logI1at^i^l. 

g  35 

Ebenso  leicht  lässt  sich  die  Fallhohe  x  in  Function  der  Geschwindig- 
keit v  erhalten;  nämlich  es  ist 

d*x       dv  dv        9,9         «\ 

somit 

x  =  jf^ZTii  =  —  Y~g  '  log  nat  (x8  —  t>8)  +  const, 


X* 


wobei    0  =  —  5—  log  nat  x*  +  const,     also 
(14>  »~T&-to8**gr=v' 


/ 

/ 
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Die  Gleichung  (12)  zeigt,  dass  für  t  =  oo7  v  =  x,  also  constant 
wird;  d.  h.  die  Geschwindigkeit  v  des  frei  in  der  Luft  herabfallenden 
Mobiles  bleibt  stets  kleiner  als  x,  nähert  sich  aber  asymptotisch  diesem 
festen  Werth;  die  Bewegung  strebt  immer  mehr  gleichförmig  zu  werden. 
Diese  Gonyergenz  ist  um  so  rascher,  je  schneller  mit  wachsender  Zeit  t 

der  Faktor  e    *  abnimmt,  d.  h.  je  kleiner  x;  oder  je  grosser  W  ist. 

Die  Bewegung  eines  in  der  Luft  herabfallenden  Körpers 
nähert  sich  also  immer  mehr  der  gleichförmigen  Bewegung, 
bei  welcher  der  Luftwiderstand  W  gleich  dem  Gewicht  mg  des 
Körpers  ist;  und  zwar  um  so  rascher,  je  grösser  der  Luft- 
widerstand ist.  Theoretisch  tritt  dieser  Gleichgewichts- 
zustand erst  nach  unendlich  langer  Zeit,  also  niemals,  that- 
sächlich  (wie  z.  B.  bei  einer  fallenden  Flaumfeder  etc.)  oft 
schon  nach  wenigen  Secunden  ein. 

Beispiele. 

l)  Aus  dem  Infanteriegewehr  M/88  werde  mit  beliebig  grosser 
Anfangsgeschwindigkeit  vertical  emporgeschossen.  Wie  gross 
ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dasselbe  wieder  auf  dem 
Boden  aufschlägt? 

Wie  gross  auch  die  (praktisch  erreichbare)  Anfangsgeschwindigkeit, 
also  die  Steighöhe  sein  möge,  so  kommt  doch  das  Geschoss  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit zurück,  die  etwas  kleiner  ist,  als  diejenige  x,  für  welche  der 
Luftwiderstand  gleich  dem  Gewicht  ist;  das  Geschoss  falle  mit  verticaler 
Längsachse;  das  Gewicht  ist  14,7  g;  der  Radius  4  mm;  also  ist 

0,014  •  0,004*  •  3,1416  •  x*  =  0,0147 

x  =  144  met/sec. 

Antwort:  Das  Geschoss  schlägt  mit  einer  Geschwindigkeit  auf,  die  etwas 
kleiner  als  144  m  ist. 

2)   Ein   kreisförmiger  Fallschirm  von   4  m  Radius  trägt  das 
(resammtgewicht  von  150  kg;  mit  welcher  Geschwindigkeit  langt 
er  am  Boden  an? 

^^ftwiderstand  =  B27t  •  (0,07  +  0,163  •  v*)  =  Gewicht;  oder 
16  >  3,14  •  (0,07  -f-  0,163  •  x*)  =  150;     x  =  4,2  met/sec. 
fBeinT^^orb :    mit  einer  Geschwindigkeit,   die  etwas  kleiner  als  4,2  m  ist. 
Gesamtgewicht  100  kg  (statt  15°)  w"^  x  =  3i4  m-i 

&u     i^^ie  Gleichung  (j^  gönnen  wir  benützen,  um  allgemein  die  Frage 
^****,  mit  welcher  Geschwindigkeit  v  der  mit  der  Geschwindigkeit 
^  ^Vorgeworfene  R5rDer    wieder   auf   dieselbe  8te^le    «M^kkommt. 
j         fanden,    das8   die  ^ze    Steighöhe   dem     ailBol*tea  Yr«&  nach 

betrogt;  *oBOlt  lst  Jetzt: 


-J 
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^  =  ^lo8^  =  ^lo8 


V  +  x» 


also 


*•*+** 


x*-V 


V2S=  Vr* 


oder 

(15)  r-^^-.^p-j^- 

Also  ist  diese  Auffallgeschwindigkeit  kleiner  als  die- 
jenige Geschwindigkeit  v0,  mit  welcher  der  Körper  abge- 
worfen wurde,  und  zwar  im  Verhältniss  x  :Yx*-{~v0*. 

Die  Gleichungen  des  verticalen  Wurfs  und  freien  Falls  im  luft- 
leeren Baum  müssen  sich  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  als 
Specialfalle  ableiten  lassen,  indem  wir  den  Luftwiderstand  gleich  Null, 
also  x  =  oo  setzen. 

In  der  That  ist  z.  B.  nach  (15) 

l 


v*  =  V 


2 


-vii-fty+&r--}. 


für  x  =  oo,  v  =  v0. 

Ebenso  Gleichung  (12).  Wir  nehmen  zunächst  x  sehr  gross  und 
endlich  an,  formen  um  und  gehen  dann  zur  Grenze  x  =  oo  über;  es 
wird  mit  Hilfe  der  Reihenentwickelungen 

—  1l         '         '         ■  -  =  z  -\ !-•••. 


=  14-Ij_ij . 


2 


3! 


6! 


V 


X 


9* 

e*  - 

-  e 

fft 

X 

iL 

9t 

X 


+  « 


*+&(#+- 
•+^)'+-' 


im  Zähler  x  gehoben  und  dann  x  =  oo  gesetzt,  gibt  v  =  gt.    Analog 
die  übrigen  Formeln. 

Schiefer  Wurf  bei  Annahme  des  quadratischen  Luftwiderstands- 
gesetzes. 

Das  Geschoss  werde  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  unter  dem 
Abgangswinkel  a  abgeworfen;  nach  t  Secunden  habe  es  in  seiner  Bahn 


den  Bogen  s  durchlaufen;  seine 
Coordinaten  seien  x  und  y,  seine 
Geschwindigkeit  v,  die  Horizon- 
talneigung der  Bahntangente  cd, 
wobei  tg  co  kurz  mit  p  bezeich- 
net werde;  der  Luftwiderstand 
möge  wieder 

sein.  Die  Differentialgleichungen 

Crant,  BaUittik. 


*r 


J*/ 

il 

A 

Wß*l$r~ 

\      l 

^r            * 

V 

\     I             *X 

Fig.  W. 


Vierter  Abschnitt. 


der  Bewegung  sind,  bezogen  auf  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  xy, 
dessen  Anfang  der  Abgangspunfet  0  ist,  die  folgenden: 


=  —  (KCl 


■  W  •  an. «  «=  —  mg  —  m-c-  \-£j  ■  -£ ;  oder 


(16) 


\3i*  +  c'd<"  dt  ' 


\#9 
I  dt* 


dg 


+  ff  =  0 


Von  diesen  Gleichungen  gibt  die  erstere, 

dt  \di)  da     .  ,dx 

-U CdV   l°gnat^=- 

dt 


c  ■  s  +  log  C, 


wobei  sich  die  Integrationsconstante  C,   aus  der  Bedingung  bestimmt, 
dass  für  s  =  0 


dx 

-tt  =  v0  ■  cos«  ■  e~c  '. 

Die  zweite  der  beiden  Gleichungen  unterscheidet  sich  von  der 
ersten  nur  durch  das  Absolutglied  g\  gemäss  der  üblichen  Methode 
der  Variation  der  Constanten  setzen  wir  also 

7i=P-Tt='P-vocosae~"> 
wobei  wir  p  als  Function  Ton  t  zu  betrachten  haben.    Durch  Einsetzen 
erhält  man 

dp    dx   -         d*x   .        d»         dx   . 

di  "  1Ü  "r  -P  '  d? "T  c  "  dt ' P  '  W  "r 

oder  da  aas  der  ersten  Gleichung  (16)  folgt 


=  0 


(17) 


Weiht 


^ieee  Gleichung  mit 


d1«                         du 
d('=        C"d( 

dx 

dl 

<*J>    d*_       fl 
<J(     dt             y' 

rf**i 


M 


ij%  gibt 


(£)'-*•■ 


dt 
di 
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oder 
(18) 


Nun  ist 


dp 
dx 


.2c# 


2    h   cos*  et 


(wobei  v02  =  2gh). 


also 
(19) 


,-gi  A-Ä.yi  +  eÖ,-&-yr+?, 


ds-e 


3c« 


Man  hat  damit  eine  Differentialgleichung  allein  zwischen  p  und  5. 

Wir  wollen  hier  einen  Augenblick  inne  halten,  um  uns  zu  über- 
zeugen, dass  dieses  Resultat  (19)  auch  auf  einem  andern,  besonders 
einfachen  Weg  zu  erreichen  ist;  indem  man  nämlich  die  Bewegung 
zerlegt  längs  einer  Senkrechten  zur  Bahn- 
tangente (Fig.  23)  und  die  hieraus  folgende 
Differentialgleichung  statt  der  zweiten 
Gleichung  von  (16)  benutzt  (Methode  von 
Coriolis). 

Die  Beschleunigung  des  Mobiles  längs 

jener  Senkrechten  ist  bekanntlich  — ,  wo  q 

der  Krümmungsradius  in  dem  Bahnpunkt 

(xy)  ist.  Dieser  Krümmungsradius  ist  der  Grenzwerth  des  Verhält- 
nisses zwischen  dem  Bogenelement  ds  und  dem  unendlich  kleinen 
Zuwachs  da)  des  Tangenten  winkeis;  da  dieser  Radius  als  absolute 
Strecke  aufzufassen  ist,  ferner  mit  wachsendem  Bogen  s  (ds  +)  der 
Neigungswinkel  ©  der  Tangente  abnimmt  (da)  — ),  so  haben  wir  zu 

setzen   q  =  —  -r-  ♦    Die  Beschleunigung  in  der  Richtung  nach   dem 


Krümmungsmittelpunkt  zu  ist  also  einerseits 


oder    —  v2  • 


deo 


und 


q  ds 

andererseits  gleich  der  Componente  der  Schwerebeschleunigung  nach 
derselben  Normalen  und  in  derselben  Richtung,  also  g  •  cos  ©,  folglich 


(20) 


a       du) 

g  •  cos  ©  =  —  v  •  -7-  • 


Da  v  = 


ds 
dt 


hat  man  folglich  die  beiden  Differentialgleichungen: 


(21) 


(d(V'COBa) 
v  •  cos  oo 


=  —  c-v*dt  =  —  c  •  ds 

deo 


g  •  cos  ©  =  —  v    Ja 


Von  diesen  zwei  Gleichungen  lässt  sich,  wie  wir  oben  sahen,  die 
erstere  sofort  integriren;  nämlich 


log 


V  •  COS  CO 

v0  cos  a 


=  —  c  •  s    oder 


dx 
v  •  cos  a>  =  -tt  =  v0  cos  a 


-2c« 
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wie   oben.     Dies   in   die  zweite  Gleichung  (21)   eingeführt,   gibt,   da 

a        t?0*cos*a  9_ 

va  =  J» — e-2" : 

C08*  <D 

(22)  ^^.e+*cds=    da 


v0*coa*a  cos8o 


Diese  Differentialgleichung  zwischen  5  und  cd  allein  ist 
identisch  mit  der  obigen  Gleichung  (19);  denn  es  ist 

tg  co  =  p)  also  =  cos  cd;  dp  = 


dm  dp   cos*  &         ,      ,/-: — j ä 

=  — — = =  dp   VI  +  #. 


CO8BC0  C08BO 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  zur  Gleichung  (19)  zurück, 
in  welcher  die  Variablen  p  und  s  getrennt  sind,  die  also  integrirt 
werden  kann,  wobei  zur  Bestimmung  der  auftretenden  Constanten  die 
Anfangsbedingung  (s  =  0,  p  =  tg  a)  verwendet  wird;  man  erhält 

(23)     2>.vT+?  +  lognatG>+VT+^)  =  C1  — 


2cÄC08*a 


Hier  ist    h  =  ^-    und 

20 


(24)     C1  =  tgaYl  +  tg^  +  log(tga+>/l  +  tg^)  +  2  c  ^^^ 

Wir  sind  jetzt  im  Stand,  dx,  dy  und  dt  allein  in  Function  von  p 
auszudrücken. 

Denn  wir  hatten  zusammen 

dx  =  —  2  •  h  •  cos2  a  •  e~2e*    dp;    dy  =p  •  dy;   g  -  dt?  =  —  cfa  •  dp\ 

hierin  ist 

2ch  •  cos2  a  •  e~*c'  =  1  :  [Ct  —  *>  ^1  +  p%  —  log  (p  +  )/l  +  *>*)], 
somit  ist 

c  .  dx  =  p 


pV^+p  +  iog  (p+vi+p*)  -  c, 


(25)  I         cdy  = 


p  ■  dp 


pVi+J1  +  log  G> + Vi  +  **)  —  <?. 


V^7-^= 


^-pVi+y-iog  G»+ Vi  +  p") 

^.0        Das  Wurzelzeichen  in  der  dritten  dieser  Gleichungen  iat  positiv 

SB^^Szusetzen,  weil  mit  -wachsender  Zeit  (dt  +-)  der  Neigvmgswinkel  ra 

Oj^^W  Tangente  xatd  Horizont  abnimmt,  also  auch  p  =  tg  e>  abnimmt 

^.^    In  diesen   drei  QuU&a&*  (25)  ist  da*  H^ptresulUt  der  vor- 
SNto»  »«^hiioJ  aasgesprochen.    Es  ist   nüJ^el«   x,  „,  t  allem 
^     *  und   Constanten   . Jg*wtakt     **  ^tegr^   «*  X> *'  *  -* 
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nicht  in  endlicher  Form  ausführbar.  Man  wird  also  entweder  zu 
Reihenentwickelungen  oder  zu  mechanischer  oder  graphischer  Quadratur 
oder  zu  punktweiser  graphischer  Integration  seine  Zuflucht  nehmen. 

Reihenentwickelungen  werden  später  besprochen  werden;  zur 
mechanischen  Quadratur  wird  man  Planimeter  oder  Integraphen, 
im  vorliegenden  Fall  besonders  vortheilhaft  den  Integraphen  von 
Abdank-Abakanowitz  verwenden;  die  Integrationsconstante  erhalt 
man  dabei  aus  der  Bedingung  für  den  Abgangspunkt  0  (x  =  0,  y  =  0, 
p  =  tg  a).  Endlich  die  näherungsweise  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen (25)  durch  punktweise  geometrische  Con- 
struction  liesse  sich  in  der  folgenden  Weise  durchführen.  Zunächst 
für  die  erste  Gleichung  construirt  man  punktweise  die  Gurve;  welche 
die  bezügliche  Function  x  =  f(p)  darstellt.  In  einem  rechtwinkligen 
Coordinatensystem  wählt  man  die  Werthe  von  p  oder  tg  ©  zu  Abscissen; 
diejenigen  von  x  zu  Ordinaten;  da  für  x  =  0,  p  —  tg  a  ist,  beginnt 
man  auf  der  jp- Achse  mit  dem  Werth  tg  a  in  einem  Punkt  A,  wählt 
sodann  für  dp  eine  sehr  kleine,  aber  sonst  beliebige  Strecke,  berechnet 
aus  der  ersten  Gleichung  (25)  den  zugehörigen  Werth  von  dx  und  hat 
damit  einen  zweiteu  Punkt  B  der  Functionscurve;  von  diesem  Punkt 
(tg  a  +  dP}  dx)  aus  verfahrt  man  ebenso  wie  vorhin  von  dem  Punkt  A 
oder  (tga,  0)  aus,  erhält  damit  einen  dritten  Gurvenpunkt  C  u.  s.  f.; 
die  Gurve  wird  dann  als  Polygon  mit  geraden  Seiten  erhalten.  Aehnlich 
verfahrt  man  mit  der  2.  und  3.  Gleichung.  Allein  man  erkennt  sofort, 
dass  dieses  Verfahren  ziemlich  mühsam  wäre,  wir  verweisen  desshalb 
auf  später  auseinanderzusetzende  bequemere  Methoden  graphischer  Natur. 

Ueber  die  Geschwindigkeit  v  des  Mobiles  zur  Zeit  t  lässt  sich 
wenigstens  noch  eine  rechnungsmässige  Beziehung  aufstellen: 

*  "*  -  -  ©'+  &)'-  ©"•  (» + A  *•  -  jf — #•£ 

war,  so  ist  v*  =  g%  •  (1  +  p*)  •  (j-)  ,  also  gemäss  der  3.  Gleichung  (25), 
(26)  c-v>  = iifi+l!? 


(+-P  Yi+J*  -  log  (p  +  Vi'+  p*) 

Speciell  für  p  =  tg  a  ist  v  — 1?0;  von  da  ab  nimmt  a>  ab  bis 
©  =  0  (Scheitel),  wo  p  =  0  wird;  von  hier  ab  wird  auf  dem  ab- 
steigenden Ast  der  Flugbahn  a>  negativ  oder  p  negativ,  und  für  y  =  0, 
also  den  Auffallpunkt  wird  cd  =  —  a9  p  =  —  tg  a . 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  (25)  und  (26)  lassen  sich  einige 
Eigenschaften  der  Flugbahn  ableiten.  Hiervon  besprechen  wir 
zunächst  diejenige,  dass  die  Bahn  zwei  Asymptoten  besitzt. 


70 


Vierter  Abschnitt. 


Die  Asymptote  des  absteigenden  Flngbahnutea : 

Es  liisst  sich  zeigen,  dass  die  Bewegung  des  Geschosses  auf  dem 

im  Unbegrenzte  verlängert  gedachten   absteigenden  Ast  immer  mehr 

dar  verticalen  Richtung  sich  nähert  und  dabei  gleichförmig  zu  werden 

._  strebt,  ähnlich  wie  wir  dies 

_jT 6^_ ,x-    für  das  Gesetz  W  =const-u 

hatten. 

In  dem  Flugbahnschei- 
tel C,  dessen  Coordinaten  x,  y 
seien  und  der  nach  (,  Secun- 
den  vom  GeBchoss  erreicht 
sei,  werde  der  Anfangspunkt 
eines  neuen  Coordinaten 
stems  der  x  und  y'  angenommen  (s.  Fig.  24);  darnach  ist  x~xt-\-  x  , 
y  =  y,  —  y',  t  =  C,  +  *'■  Dabei  sei  t'  die  Zeit^  welche  das  Geschoss 
braucht,  um  von  dem  neuen  Goordinatenanfang  an  den  beliebigen 
Punkt  M'  oder  (x'y")  des  absteigenden  Astes  zu  erreichen;  p'  sei  der 
Tangens  des  Winkels  M'T'x',  welche  die  Tangente  in  M'  gegen  die 
(lositive  Achse  x'  bildet    (In  der  Figur  ziehe  noch  M'T.) 


Man  hat  darnach  p'  = 
log  nat  (Vl+j)'* 


vi- 


-  p;    dx'  =  dx;    dt'=  dt, 
■■  —  log  nat 


yj+7"'+p' 


=  —  log  nat  ,  .    -- 
dadurch  wird  die  erste  der  Gleichungen  (I 
c-dx' -'*' 


V'+p'-r' 
Ä log  nat  (Vi+P  +P') ; 


*** 


wobei  wir  unter  P'  den   mit  positiven  Zeichen  genommenen  Nenner- 
uusdrnck  verstehen. 

Wenn    nun    das   Mobile    auf   dem    absteigenden    Ast   weitergeht, 

a  sä  p'  Yon  q  j,j8  gg  ^jjQg^  80  OTächat  x'  nicht  ebenso  ins  Unendliche, 

sondGTtl  g^ert  »icl,  euieni    fegten  Grenzwerth.    Denn  für  sehr  grosse 

°*  the  V0J1  p'  können  wir,  da  p's  den  Werth  1  immer  mehr  über- 

>  yi-f-fi    ^urch  «'  ersetzen,  so  dass  P'  oder 

p'VT+f*  +  lQg  (p'+Vi+F*  +  ci 

*4»  p'S  _f-  logp'   Q(jer   f[ir  grosse  p'  auch  durch  J»'*   erwAa.*,  werden 
***»;    P'^=*p'\      D  aber    ist    c  •  ds' -e  |£l  •     üategrirt  und   die 

^^ationsconstante  mit  ^  bezeichnet,  tf  -  0„  _  ^  ■   AW«W 
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nicht  über  alle  Grenzen,  sondern  nähert  sich  mit  wachsendem  p'}  also 
mit  dem  Fortschreiten  des  Geschosses  auf  dem  absteigenden  Ast  dem 


C  —  1     fa* 


festen  Werth   C9  =  —  •  /  -£- ,   den  man  mit  Hilfe  Ton  mechanischer 

o 

Quadratur  bestimmen  kann.  Nimmt  man  auf  der  Abscissenachse  von  C 
aus  eine  Strecke  CA  gleich  diesem  Grenzwerth  C2  an,  so  ist  die 
Verticale  AB  in  A  die  Asymptote  des  absteigenden  Astes,  welcher 
sich  das  Geschoss  immer  mehr  nähern  würde,  wenn  es  am  weiteren 
Absteigen  nicht  durch  den  Boden  gehindert  wäre. 

Dass  hierbei  die  Bewegung,  welche,  wie  wir  sahen,  der  verti- 
calen  Richtung  AB  sich  immer  mehr  nähert,  mehr  und  mehr  gleich- 
förmig zu  werden  strebt,  erkennt  man  weiterhin  aus  den  zwei 
letzten  Gleichungen  des  Systems  (25).  Es  wird  nämlich  jetzt  für  sehr 
grosse  Werthe  p' 

c-dy' c.dy  =  =^  =  +*f 

und 

y^.dr-  +  *jfi   daraus  folgt   ^-]/f. 

Dies  gilt  um  so  genauer,  je  grosser  p  und  damit  t'  wird.  Schliess- 
lich wird  somit  die  Geschwindigkeit  -^-  der  verticalen  Bewegung  des 

Mobiles  constant  1/— ,   also   dieselbe,   wie   wenn  dasselbe  im   leeren 

Raum  von  einer  Höhe  2  c  herabgefallen  wäre. 

Die  Construction  der  Asymptote  ergibt  sich  nach  dem  Vor- 
hergehenden  folgendermassen:  Es   ist  jp  =  tga>;    dp  =  — ^-;    setzt 

man  also  zur  Abkürzung,  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  (25) 
cos2  co  •  \CX  —  tg  a>yi+tg2©  —  log  nat  (tg  o  +  V 1  +  tg*  o)]  =  f{p), 
so  wird,  durch  Integration  die  Abscisse  xt  des  Scheitels  C: 

a 

x1  =  4;/  f(°)m  da,5 

0 

auch  diesen  Werth  hat  man  durch  mechanische  Quadratur  zu  ermitteln; 
dann  ist  die  Entfernung  der  Asymptote  von  der  y-  Achse,  OF—x^  +  #' 
für  unendliches  p    also 


OF 


-*+±  -ff 


Man  kennt  damit  F  und  hieraus  die  Verticale  in  F,  welche  die 
Asymptote  repräsentirt. 
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Die  Asymptote  (der  Küok Verlängerung)  des  aufsteigenden  Astes: 
Diese  Rück  Verlängerung  lässt  sich  punktweise  construiren,  indem 
mm  t  kleiner  als  Null,  also  t  negativ,  p  positiv  und  grosser  als  tg  a 
annimmt;  es  wird  sich  zeigen, 
dass  die  Asymptote,  welche  sich 
dem  rückverlängerten  aufsteigen- 
den Flugbahnast  nähert,  nicht 
vertical  ist,  sondern  einen  be- 
stimmten, von  c,  a  and  v0  ab- 
hängigen Winkel  ß  gegen  die 
x-Achse  bildet. 

Betrachtet  man  wieder  die 
Gleichungen  (25),  so  wird  hierin 
der  gemeinschaftliche  Nenner  zu  Null  für  einen  bestimmten  spitzen 
Winkel  <o  =  ß,  der  grösser  als  a  ist  und  der  der  Gleichung  genügen 
muss  C,  =■  tg ß  yi  +  tg"/J  +  log nat (tg ß  +  Vi  +  tg8 ß).  Diebeiden 
ersten  Gleichungen  (25)  zeigen,   dass,  je  näher  p  diesem  Werth  tg  ß 

kommt,   um   so   mehr   sowohl     ==-,   als   auch    3—    Null    oder   -j-   und 

dx'  dy  dp 

.■''  =  00  werden;  umgekehrt,  wenn  x  und  y  im  Gebiet  des  Negativen 
ins  Unbegrenzte  wachsen,  so  nimmt  p  nicht  unbegrenzt  zu,  sondern 
nähert  sich  einer  festen  Grenze,  d.  h.  die  Curve  muss  eine  Asymptote 
besitzen. 

Deren  Lage  findet  man  des  Näheren  folgendermaßen.  Durch  den 
Vbgangspnnkt  0  denke  man  aich  eine  Senkrechte  zur  Asymptote  ge- 
legt. In  Beziehung  auf  diese  Gerade  als  Abscissenachse  eines  neuen 
( 'oordinatensystems  sei  die  Abscisae  eines  beliebigen  Curvenpunkts  *■  m; 
im  früheren  Coordinatensystem  hat  dieser  Punkt  N  die  Coordinaten 
'   und  y;  durch  Coordinatentransformation  hat  man 

«  =  y  -  cos  ß  —  x  ■  sin  ß,   also    du  =  dy  ■  cos  ß  —  dx  -  sin  ß. 
Sefai  man  hierin  die  Werthe  von  dx  und  dy  aus  (25)  ein,  so  wird 


c-rfw  = 


(tg  g  -  y)  ■  dp 


[C,  —  pyi+j.'-  lognatO.  +  yTTp*)]««'? 
^*ö  einen  Punkt  auf  dem  Zweig  ON  handelt  es  Bich  dann,  wenn 
^r  Grösse  p  Werthe    grösser  als   tg  a   zuertheilen-,  der  Werth 
f*     C!  ist  oben  angaben-     Mjt  det  Abkürzung  _ 

^tg^V/H:lg^4-iog(tg^+Vi+^ß)-te<0V^+V'» 

*Oan,  d» 
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p  =  tg  o,     dp  =  —  j— 

r  o      7        ir         C08«  m 

ist,  die  Gleichung 

U  •  COS  p  •  CO88C0 

Durch  Integration  von  a  bis  ß  erhält  man  eine  Strecke  r,  welche 
die  Grenze  von  u  darstellt;   es  ist  nämlich  r  =  (du  die  Länge  der 


o»=a 


Senkrechten  von  0  auf  die  Asymptote.    Diese  selbst  hat  sodann  die 
Gleichung    y  •  cos  ß  —  x  •  sin  ß  =  r. 

Das  Resultat  ist  darnach  das  folgende:   Um  die  Asymptote  der 
Rückverlängerung  des  aufsteigenden  Astes  zu  finden,  trägt  man  von  0 

aus  eine  Strecke  OH  =  -^—5  auf  der  negativen  Abscissenachse  ab  und 

legt   durch   H  eine    Gerade   unter   dem   Horizontalneigungswinkel   ß] 
hierbei  erhalt  man  ß  aus 

Oi  =  tg  ß  -/l+V/J  +  log  nat  (tg  ß  +yr+itf-fi 

und  sodann  r  mittelst  mechanischer  Integration  aus 


r  = 


■/ 


c  •  cos  ß 

tO=sß 

(tg  ß  —  tg  cd)  ■  dco 


(02=30 


coß'ö-ftg^yT+t^^+lognatCtgP+l/l+tgV)— tga>yT4-tg»cD--lognat(tg(0+}/l4-tg,a>)] 

Damit  ist  die  Lage  der  beiden  Flugbahnasymptoten  bestimmt. 

Eine  punktweise  Gonstruction  der  Flugbahn  auf  Grund 
der  Differentialgleichungen  (25)  und  damit  ein  geometrisches 
Näherungsverfahren  zur  Integration  dieser  Gleichungen  lässt  sich  (s.  o.) 
folgendermassen  durchführen.  Statt  der  unendlich  kleinen  Grossen  dxf 
dy,  dp  nehmen  wir  sehr  kleine  endliche  Werthe.  Vom  Abgangspunkt  0 
aus  ziehen  wir  die  Anfangstangente  unter  dem  Horizontalneigungs- 
winkel a,  wählen  für  dp  eine  sehr  kleine,  aber  sonst  beliebige  Grösse 
(je  kleiner  dp  gewählt  wird,  um  so  genauer  ist  das  Verfahren)  und 
berechnen,  für  p  den  Werth  tg  a  nehmend,  dx  und  dy  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  (25);  diese  als  Goordinaten  aufgetragen,  haben  wir 
einen  zweiten  sehr  nahe  an  0  liegenden  Bahnpunkt  A  oder  (dx,  dy)] 
von  diesem  Punkt  A  aus  verfahren  wir  nun  ebenso,  wie  vorhin  von  0 
aus;  wir  nehmen  also  wieder  für  dp  eine  kleine  Grösse,  etwa  gleich 
der  vorher  genommenen,  für  p  den  Werth  tg  g>,  wobei  ©  sich  auf  die 
neue  Richtung  OA  bezieht,  berechnen  dx  und  dy  und  kommen  auf 
diese  Weise  auf  einen  dritten  Punkt  B.  Wir  ziehen  AB,  betrachten 
AB  als  neue  Tangentenrichtung,  gehen  von  B  aus,  wie  vorher  von  A 
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und  fahren  in  dieser  Weise  fort,  die  Flugbahn  als  Polygon  auf- 
zubauen. Die  ganze  Wurfweite  ist  dann  die  Summe  aller  erhaltenen  dz, 
falls  man  die  Gonstruction  so  lange  fortgesetzt  hat,  bis  man  wieder 
die  Horizontale  durch  0  erreicht.  Zu  erinnern  hat  man  sich  dabei, 
dass  vom  Scheitel  ab  die  Winkel  o  stumpf,  also  die  p  negativ  werden. 
Auch  die  Flugzeit  kann  man  erhalten,  indem  man  die  dritte  Gleichung  (25) 
in  solcher  Weise  geometrisch  integrirt. 

L  Anmerkung.  Die  Eigenschaft  der  Flugbahn  (bei  Annahme  des 
quadratischen  Luftwiderstandsgesetzes),  zwei  Asymptoten  zu  besitzen, 
hat  Euler  zur  Anlegung  von  Tabellen  zu  benutzen  vorgeschlagen.    Da 

vgL Note 40. wir  die  Euler'sche  Methode,  die  von  Otto  und  Grävenitz  später  ver- 
werthet  wurde,  im  Folgenden  getrennt  besprechen,  genüge  es  hier, 
darauf  hinzuweisen. 

vgLT»b.vi.         Eine  Tabelle  der  Function 

P  -Vl+P%  +  log  nat  (p  +YI  +  P*)  =  tg  (o  yr+tg2^ 

+  log  nat  (tg  cd  ]/l  +  tg2a>)  =  tg  co  •  sec  to  +  log  nat  tg  (45°  +  y) 

hat  schon  Euler  berechnet.  Bei  der  stückweisen  Berechnung  der  Flug- 
bahn betrachtet  Euler  dieselbe  als  ein  aus  geraden  Seiten  bestehendes 
Polygon;  Legendre  bemerkte,  dass  bei  der  Euler'schen  Methode,  die 
Bogenstücke  geradlinig  zu  behandeln,  die  Wurfweiten  sich  etwas  zu 
gross  erweisen  müssen;  er  ersetzt  desshalb  die  geraden  Stücke  durch 
Kreisbögen;  der  Unterschied  gegenüber  der  Euler'schen  Methode 
zeigt  sich  in  der  Rechnung  darin,  dass  man  die  Euler'schen  Ausdrücke 
fiir  die  Abscissen  und  Ordinaten  der  Flugbahnpunkte  je  zu  multipliciren 


.      OD CO, 

sin 


*2«JI5 


hat  mit  dem  Bruch  — — ,   wo  ©  und  o1  die  Horizontalneigungen 

2 
der  Fiugbahntangenten  in  dem  Anfangs-  resp.  Endpunkt  des  betreffenden 
B°geuatücka  sind.    Didion  findet  es  noch  vorteilhafter,  für  die  ge- 
raden   Seiten  Parabel  bögen  zu   substituiren.     Auch   seine   Methode 
getrennt  besprochen  werden. 

«reJ     a«  Anna®rknng.     ^eitere    Eigenschaften    der   Flugbahn   als  die, 
«0  wc**6  sich  auf  die  Asymptoten  bezienen>  lassen  sich  in  grösserer  Zahl, 
<5-^    <*lll   bei   Annahm,,   des    quadratischen  Gesetzes,    &»  mr  jetzt  zu 
***^**<le  legen,  al8  au  h  bei  allgemeinster  Annahme  Mete*.  Mit  der- 
■O^to  Problemen  hat    sicb    zuerst  San  BoheIto  1855  Wchäftägt-, 
Vi^re  Sätze   haben   Si*cci,    Vallier,  v.  Wuic*>   ZaÄ  ^  l 
gestellt- 
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Dass  die  Geschossgeschwindigkeit  ihr  Minimum  nicht 
im  Scheitel  hat  (wie  bei  der  Bewegung  im  leeren  Raum),  sondern 
in  einem  Punkt,  der  weiter  nach  dem  Auffallpunkt  zu  liegt,  er- 
kennt man  sehr  einfach  durch 

folgende  geometrisch  -physikali-  r 

sehe  Ueberlegung:  die  Horizon- 
talcomponente  der  Geschwindig- 
keit nimmt  fortwährend  ab;  die 
Verticalcomponente  hat  ihr  Mi- 
nimum im  Scheitel,  wo  sie  Null  ^^  1    ^ 
ist:   also   muss   die    Resultante       y"  et 
beider,  die  Bahngeschwindigkeit    u                        Fi   25  a 
des  Geschosses,  ihr  Minimum  in 

einem  Punkt  haben,  der  über  den  Scheitel  hinaus  liegt,  und  erst  von 
diesem  Punkt  ab  wird  die  Geschwindigkeit  (in  Folge  der  Fall- 
beschleunigung) wieder  zunehmen,  wie  man  aus  den  Schusstafeln  sehr 
deutlich  sieht. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Punkt  der  stärksten  Krümmung 
zwischen  dem  Scheitel  und  dem  Punkt  der  Minimalgeschwindigkeit 
liegt;  Siacci  findet  allgemein,  dass  dieser  Punkt  da  liegt,  wo  die  Ver- 
zögerung durch  den  Luftwiderstand  f(v)  = ^  •  sin  od   ist. 

Der  spitze  Auffallwinkel  a    ist  stets  grösser  als  der  Abgangs- 
winkel a;  wenn  jedoch  von  A stier  das  Resultat  abgeleitet  wird,  dass  a 
das  Gomplement  zu  a  sei,  so  ist  dies  nur  unter  sehr  beschränkenden 
Voraussetzungen  richtig. 

Hinsichtlich  der  Scheitelordinate  gewinnt  Siacci  (durch  Parabel- 
substitution, also  ebenfalls  durch  Näherungsannahmen)  das  Ergebniss, 

dass  sie  der  Grosse  nach  zwischen  —  X  •  tg  a  und  —  -  X  •  tg  a    liegt, 

wobei  X  die  Wurfweite  vorstellt.  Empirische  Beziehungen,  die  hierher 
gehören,  werden  später  bei  Gelegenheit  der  Schusstafeln  zur  Sprache 
kommen. 

Besonders  zahlreiche  Arbeiten  auf  dem  Gebiet  der  Ballistik  be- 
ziehen sich  auf  die  Frage,  unter  welchem  Abgangswinkel  die 
Schussweite  beim  Wurf  im  lufterfüllten  Raum  ihr  Maximum  an- 
nimmt. 

Unter  Voraussetzung  des  quadratischen  Gesetzes  ist  jedenfalls  dieser 
Winkel  etwas  kleiner  als  45°,  abhängig  von  der  Grösse  der 
Anfangsgeschwindigkeit  v0  und  ca.  43°— 44°.  Wenn  nämlich  der 
Abgangswinkel  a  bei  gleichem  v0  wächst,  so  wächst  die  Bogenlänge  s 
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auch  dann  noch,  wenn  a  >  45°  wird,  wie  sich  unschwer  zeigen  lässt; 
dann  aber  wirkt  der  Luftwiderstand  längere  Zeit  auf  das  Geschoss, 
falls  a  >  45°  ist,  als  wenn  a  =  45°  ist;  sinkt  a  unter  45°,  so  nimmt 
die  Bogenlänge  ab,  somit  kommt  der  Luftwiderstand  weniger  zur 
Geltung.  Des  Näheren  zeigt  die  Näherungsberechnung  das  erwähnte 
Resultat. 

Allgemeiner  findet  Siacci  Folgendes:  Die  Maximalschussweite  wird 
erhalten  mit  einem  Abgangswinkel  a  unter  oder  über  45°  je 
nach  dem  Luftwiderstandsgesetz,  das  der  Rechnung  zu  Grunde 
gelegt  wird;  es  ist  a  >  45°,  wenn  der  Widerstand   W=a-vn,   wo 

n>2-\- Y2  oder  wenn  PP=  a •  vn  +  b •  fP  +  cvP H ;  wo  w > 2  +V2 

und  w<w<2>  etc.  ist;  wenn  dagegen  der  Widerstand  in  Form  eines 
Polynoms  angenommen  wird,  worin  einige  Exponenten  kleiner,  andere 

grösser  sind  als  2  -J-]/2,  so  können  die  Winkel  grösster  Schuss weite 
grösser  oder  gleich  oder  kleiner  als  45°  sein,  je  nach  der  Grösse  von  v0. 
Dem  gegenüber  erhält  Vallier  das  Resultat:  ein  Geschoss  mit 
kleinem  ballistischen  Coefficienten  (grossem  Kaliber  und  grossem  Ge- 
wicht) hat  möglicher  Weise  einen  Winkel  grösster  Schuss  weite,  der 
über  45°  liegt,  aber  jedes  Geschoss  mit  Kaliber  unter  24  cm  hat  seine 
grösste  Tragweite  bei  Winkeln  unter  45°,  und  zwar  um  so  mehr,  je 
leichter  das  Geschoss  ist.  Zabudski  findet:  jener  Winkel  ist  >  45°, 
wenn  der  Luftwiderstand  =  a  •  vn ,  wo  n^4,  und  wenn  das  Ver- 
hältniss  zwischen  Luftwiderstand  und  Geschossgewicht  klein  ist.  Resal 
erhielt  einen  Winkel  <  45°. 


/ 


Speciell  für  flache  Flugbahnen  (quadratisches  Gesetz): 

Die   Differentialgleichungen  (25),  welche  im  allgemeinen  Fall  die 
Integration  in  endlicher  Form  nicht  zulassen,  vereinfachen  sich  erheb- 
lich, falls  es  sich  um  kleine  Abgangswinkel  a  handelt.   In  diesem  Fall 
erhebt  sich  das  Geschoss  im  Vergleich  zur  Wurfweite  wenig  über  den 
Boden,    ^j   durchweg  sind  die  Winkel  a>  zwischen  Flugbahntangente 
1121     -Rorizont  klein;  dann  ist  p  ein  kleiner  Bruch. 
,  ..       ^lr  setzen  voraus,  dass  tg2co  gegen  1  vernachlässigt  werden 

J^ann  ist 
****  wird 


dar,     s  — x-, 


d*y  =  ___ 


50  dx*  2&-  cos*  «jj 

M»d    sieht   al80     da8S    in  diesem  Fall  die  1*  W*«  »  «* 
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schlössen  er  Form  möglich  ist.  Mau  hat  nur  nöthig,  zweimal 
nach  x  zu  integriren  und  die  Integrationsconstanten  aus  dem  Anfangs- 
zustand:   f  =  0,  rr  =  0,   y  =  0,   ^  =  tga  zu  bestimmen.     Es  wird 


dy  e 


Je* 


i — h  C%  j     wo     tg  a  =  —  -A r = — I-  CL     ist; 


dx  4-CÄ-C081 


e*c* 


y  =  -8.c'^.cos»g  +  tgg-a:  +  4cJicos'tt  +  C3; 
hier  ist     0  =  —  8,c,.^.C08»tt  +  Q,     also  wird 

(27)  y  =  x  •  tg  a  — ^ — 5-=- y-  •  (e2c*  —  2c#  —  1)  vgi.T»b  vn 

v      '  *  °  8  •  C*  •  h  •  cos*  a     v  '  und  VIU. 

die  Gleichung  der  Flugbahn  für  flache  Schüsse. 

(Mit  c  =  0  muss  diese  wieder  auf  die  entsprechende  Gleichung 
für  den  luftleeren  Baum  führen.    In  der  That  ist 

*     =  !  +  TT  +  ~2T  +  "TT  +  •  •  * ' 
es  hebt  sich     1  -j-  2c#    und  dann  c2,   so  bleibt 

mit  c  =  0  erhalt  man 

y  ^  4  •  A  •  cos*  a  ' 

wie  zu  erwarten  stand.) 

Auch  die  Flugzeit  t  lässt  sich  leicht  als  Function  der  Abscisse  x 

ausdrücken,  mittelst  der  früheren  Gleichung  -£  •  A  =  —  g . 

e*c*                                     e8c*  •  äp  •  dx 
Es  ißt    dp  =  —  — t s-  •  dx :    also   +  r— =- 5 — ^r-j;  =  +  g ; 

•^  2Acos*a  '  ■    2   h  cob* a  dt  dt  '    *' 

durch  Radiciren  d£  =    , dx ;  integrirt  t  =      , 1-  CA , 

y^Äcosa  Cy20ÄCO8*a 

wobei,  weil  mit   t  =  0  auch  rc  =  0 , 

0=-— ^ -+Q,    somit     (t;0=V^Ä), 

cy2gh  •  cos2  a 

(28)  *  = (<?*—  1). 

x     '  c  •  t>0  cos  a    v  ' 

Diese   Gleichung  (28),   die   der   früheren  Beziehung   t  = 

für  die  Bewegung  im  leeren  Raum  entspricht  und  auch  in  die  letztere 
Gleichung  mittelst  c  =  0  übergeht,  gestattet,  die  Flugzeit  zu  berechnen, 
welche  verstreicht,  bis  das  Geschoss  sich  um  #met  horizontal  von  der 
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Mündung  entfernt  hat  oder  umgekehrt.   Die  Berechnung  wird  erleichtert 
vgLTab. ix  durch  die  Tabelle  IX,  zu  deren  Verwendung  man  die  Gleichung  schreibt: 

t  =  — — — ,  wo  z  =  ex  ist.    Analog   dient   Tabelle  VIII   zur 

v0  •  cos  a        z     }  ° 

Berechnung  von  y,  also  der  Flughohe  des  Geschosses,  welche  zu  der 
Abscisse  x  gehört. 

Umgekehrt  können  diese  Formeln  (27)  und  (28)  natürlich  auch 
dazu  dienen,  die  Luftwiderstandsconstante  c  zu  bestimmen;  zu 

diesem  Zweck  wird  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  =  Y2gh ,  den 
Abgangswinkel  a,  die  horizontale  Entfernung  x  des  Treffpunkts  an  der 
Mündung  und  ausserdem  noch  ein  weiteres  ballistisches  Element  messen; 
entweder  die  Flugzeit  t,  wobei  die  Gleichung  (28)  benutzt  wird,  um  c 
zu  berechnen,  oder  aber  die  Höhe  y  des  Treffpunkts  über  der  Mün- 
dung, wobei  Gleichung  (27)  zur  Verwendung  gelangt. 

Oder  endlich  kann  man  (nach  Poisson)  in  den  zwei  Abstanden  xx 
und  x%  die  entsprechenden  Flughöhen  yx  und  y2  derselben  Flugbahn 
messen  und  ausserdem  den  Abgangswinkel  a;  —  dies  läuft  natürlich 
auf  dasselbe  hinaus,  wie  wenn  man  bei  gleichem  Abgangswinkel,  also 
etwa  mit  eingespanntem  Gewehr,  und  mit  gleicher  Ladung  zwei  Schüsse 
abgibt,  vorausgesetzt,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit  von  einer  Pa- 
trone zur  andern  sich  nicht  merklich  ändert  — ;  man  hat  so  die  beiden 
Gleichungen: 

(xx  tg  a  —  yt)  •  8  •  c2  •  h  •  cos2  a  =  e?cx*  —  2cxl  —  1 

(x2  tg  a  —  y2)  •  8  •  c2  •  h  •  cos2a  =  e2ex* —  2cx2  —  1 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  das  beidemal  gleiche  h, 
so  ist 

(29)(x1tga  —  y1)(^^—2cx2  —  l)  =  (x2tg(i  —  y2)(eie^—2cxl  —  l) 

eine  Gleichung  zur  Bestimmung  derLuftwiderstandsconstanten 

c>  die  Auflösung  dieser  transcendenten  Gleichung  in  dem  betreffenden 

F*ü,    wo  Zahienwerthe  vorliegen,  wird  erleichtert  durch  Verwendung 

der  Tabelle  VJU  ftlr  (#  —  z  —  1)  x\z\ 


*>/. 


Motels 


0  11.    Allgemeines  Luftwiderstandsgesetz: 
**n|twider8taad  w=  m  (a  •+■  *  •  «")• 

w      t>er  Luft^dersfo^j  werde  nunmehr  in  dex  allgemeilien  Fonn  an" 
^^^men:    W-  m  (a  _i_  b  •  *"),  ™  »  die  aeactossmasse  und  *o  a 
"     /*    h  entweder  Co^tanten   oder  Functionen  vOD  v  darate^n-,  «dso  die 
*^<Wero»g  durch  «W  TJuft^ideratand  8ei*+^',l         ,  , 

Die  Coxnponente7des  Luftwiderstands  i*  Xr  *&**"*  te  *  ** 
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y- Achse  sind  resp.  TP  •  -3-  und  W-  ,    ;  dazu  wirkt  die  Schwere  m -ff, 

also  hat  man,  mit  Weglassung  von  w,  die  Bewegungsgleichungen 

ftt?"    da* 

(i) 


d'y 


dt*             v      '         'd«        *  «  dt 

Um  das  Glied  — ^ wegzuschaffen,  multipliciren  wir  die  erste 

flmä  dx 

dieser  Gleichungen  mit  —  -~ ,  die  zweite  mit  -f-  -tt  und  addiren,  so  wird 

dx    d*y        dy    d*x dx 

dt'  di*~~di'  dt* l  ~~9"dt} 

oder  wegen  der  ersten  Gleichung  (1), 

/      1    r       «\  (dx    d*y       dy    d*x\  d*x 

Wir  fahren  wieder  den  Winkel  co  zwischen  Flugbahntangente  im 
Punkt  (xy)  und  zwischen  dem  Horizont  ein,  also 

.  dx        dx  dy 

to  (o  =  t-  :     -tt  =  v  •  cos  (01     -~  =  v  -  sin  co  : 
0  dy'      dt  '      dt  ' 

d*x        dt?  dco  d*y        dv      .  ,  do 

ji»  =  *  •  ^  •  ~v  • 8m  ro  •  di'>     w-äi-m«  +  *-«»»--di> 

so  wird 

/ck\        dx    d*y       dy    d*x         «    /       «        1      •  *    \    dco  9     do 

Damit  wird  jetzt 

/      1   x   -\     9  d<°  (dv  .        doA 

(a  +  it;")  'V*'-rr  =  g-v  I-,-  •  cos  eo  —  t;  •  sin  a>  -jjl 

,  ,  d  (v  •  cos  ©)         , 

d.h.      =  ff  - 1?  -    v    , — -,     oder 

(3)  (a  -f-  6  •  0")  ■  v  •  da>  =  ff  (cos  co  •  dv  —  v  •  sin  co  •  dco) ; 

eine  Differentialgleichung  zwischen  v  und  co  allein  von  der  ersten 
Ordnung;  gelegentlich  sei  bemerkt,  wie  aus  der  bisherigen  Ableitung 
hervorgeht,  dass  diese  Gleichung  für  jede  Function  /  (t>)  der  Luftwider- 
standsverzögerung,  nicht  bloss  für  die  Form  a  -f~  bvn  gilt,  so  dass 
allgemein  ist: 

d  (v  •  cos  od)         /./  \  dm 

Die  Gleichung  (3)  lässt  sich  durch  Division  mit  V+1  schreiben: 

(4)  ff  •  cos co  •  xr *—*  •  dv  —  (a  +  g  •  sin co)  •  tr~*  -  dco  ==b  •  dco. 
Hier  steht  links  die  Function  a  -f-  g  •  sin  co  und  (bei  constantem  a)  ihr 


80  Vierter  Abschnitt. 

Differentialquotient  nach  o,  nämlich  ^  •  cos  co;  ebenso  findet  sich  xr% 
und  dessen  Differentialquotient  nach  v  (abgesehen  von  Constanten), 
nämlich  —  n  •  t^*—1 .  Wir  werden  also  darauf  ausgehen,  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (4)  als  Differential  eines  Products  zu  schreiben-, 
nämlich  als  d{M  -tr"n),  wo  M  von  <o  abhängen  wird.  Zu  diesem 
Zweck  hat  man  die  ganze  Gleichung  mit  einem  integrirenden  Factor  K 
zu  multipliciren;  damit  dann  in  der  That  die  mit  K  multiplicirte  linke 
Seite  von  (4)  identisch  ist  mit  dem  Differential  d(M-vr-n)  oder  mit 
—  n  •  v~n— l  •  M •  dv  +  v~ n  -  dM,  muss,  wie  man  durch  Vergleichung 
der  beiden  Ausdrücke  direct  erhält,  identisch  sein: 

dM=  —  (a  -f-  g  •  sin  cd)  K  •  d<o     und     —  n  •  M  =  g  •  cos  a>  •  K. 

Hieraus  wird 

dM n  (a  -\-  g  •  sin  a>)  da 

M  g  •  cos  co 

oder  zerlegt 

sin  oo     ,       ,    n  •  a      dm 
==  n •  da)  -f- 


COS  09  0  COS  <D 

Integrirt 

log  Jf  ==  —  n  •  log  cos  co  +  ^  •  log  tg(^  +  -|) 

=  log[(cosa,)-.tg^(^  +  |-)], 
also 


na 


(5)  Jf-cos-ctg'^  +  f-); 

dies  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  constant  ist;  wenn  dagegen  a 
als  eine  gegebene  Function  von  co  angenommen  wird,  ist 

loir  M=  —  n  •  lost  cos  co  +  —  •  /  - — - » 
°  °  gl   cos© ' 

also  dann  ist 

n    f*ado) 

(5a)  Jf  =  cos-"  coe','< 


COS  Ol 


Damit  kennt  man  nunmehr  den  Factor  K  = ,  wobei  der  Werth 

g  •  cos  od  7 

von  M  aus  (5)  oder  (5  a)  einzusetzen  wäre. 

Jetzt  muss  die  mit  K  multiplicirte  linke  Seite  von  (4)  das  Diffe- 
rential von  M-v~~n  sein,  also 

d  (M  •  v~n)  =  b  •  K-  da  = da> : 

v  '  g      cos  co  ' 

integrirt 

(6)  Mv-*  =  -i-  ri-*-**. 

v  '  g       1       cos  co 

Wir  führen  nun  weiterhin  die  Substitution  tg  ( ^  -f-  ~)  =  £  ein, 
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welche  bekanntlich  bei  dem  Substitutionsverfahren  in  der  Integral- 
rechnung vielfach  mit  Vortheil  angewendet  wird;  es  ist  dann 

2{  .  {»  —  1  da>         dl 

COS  CD  =  z — j— Tt  ?        8in  CO  =  rj  —r—7  5        =  t  ' 

1  +  £•'  S   +  1'      cos©         l 

Falls  wir  von  jetzt  ab  a  als  Constante  voraussetzen,  ist  dann 

M  =  cos-o,  •  tg^  (f  + 1 )  =  ^g! .  {f=  (i  +  £*)» .  |"  <7  -1) .  2_. . 

Diesen  Ausdruck  können  wir  nun  in  Gleichung  (6)  verwerthen  und 
damit  erhalten  wir  dann  eine  Gleichung  für  t;  als  Function  von  £, 
d.  h.  von  cd;  es  wird 


na  na 

■n  M  /»  n — 1 


3f-«—=(i +  !«)"•  6'     -2— •«— ^—  A-O+W-ß'       -*6; 

Die  Beziehung,  welche  »  als  Function  von  a»  repräsentirt,  ist  somit: 

(7)  ±_  -  JL L__  .  A  .  (i  +  **)..  jT— 1.rf8  +  c. 

Die  Integrationsconstante  ergibt  sich  aus  der  Bedingung,  dass  im 
Anfang  der  Bewegung  zugleich 

v  =  v0    und    co  =  a    d.  h.    £  =  tg  [^  +  y )     ist. 

Wenigstens  theoretisch  ist  nunmehr  v  in  £,  also  auch  in  cd  aus- 
gedrückt und  es  lässt  sich  vollends  leicht  zeigen,  dass  damit  das  ganze 
Problem  auf  Quadraturen  zurückgeführt  ist.  Zu  diesem  Zweck  ist  dx, 
dy}  dt,  ds  in  od  und  de*  auszudrücken. 

Wenn  man  aus  Gleichung  (3)  (s.  die  obige  Nebenbemerkung  dazu) 
und  aus  der  ersten  Gleichung  von  (1)  f(y)  eliminirt,  so  folgt  (allgemein 
für  jedes  Luftwiderstandsgesetz  giltig): 

(8)  dx  = d(o- 

Da  ferner    -tt  =  v  •  cos  co]    -?.  =  v  •  sin  co ;     so  ist  zusammen: 

Ig  -  dx  =  —  v9'  da);  g  -  dy  =  —  v%  •  da  •  tg a> ; 
j,                       deo  ,  9      dm 

g  .  dt  =  —  t; :  g    ds  =  —  v* : 

9  COS  09  '  a  COS  00  ' 

aber  v  hat  man  als  Function  von  cd  wegen  (7)  und  £  ist  =tg  (-^-  +  -f-) > 
somit 

Ig.dx -r¥Jr,      g.dy  = !*+!-'■  fi 

^        '  ,,  »<*{  ,  17«.   dl 

g.dt  = 1-;  g-ds= 1-5; 

also   ist   die   Berechnung   von  x,  y,  t,  s  wenigstens  theoretisch  auf 
Quadraturen  zurückgeführt. 

Crani,  Ballistik.  6 
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1.  Anmerkung. 

Ausser  für  die  Form  a  -\-  b  vn  f&r  <lie  Luftwiderstandsverzögerung 
lässt  sich  auch  noch  für  die  Form  a  +  b  •  log  nat  v ,  welche  aber  ftir 

vgl.  Note  48.  Geschossbewegungen  nicht  in  Betracht  kommen  kann,  das  Problem  auf 
Quadraturen  zurückfuhren. 

Die  Formen  bv*  und  6a4,  also  das  cubische  und  biquadratische 
Gesetz  sind  als  specielle  Fälle  (a  =  0 ,  b  constant,  n  =  3  resp.  4)  in 
der  allgemeinen  oben  behandelten  Form  enthalten.  Mit  Hilfe  von 
elliptischen  Functionen  hat  Greenhill  das  Problem  weitergeführt 
für   das   cubische   Gesetz,   analog   Zabudski   für   das   biquadratische 

vgl.  Note  u.  Gesetz.    Hierüber,  sowie  über  weitere  Arbeiten  s.  die  Literaturnote. 

2.  Anmerkung. 

Bei  der  allgemeinsten  Annahme:  Verzögerung  durch  den 
Luftwiderstand  =  f(v)  hätte  man  die  Gleichungen: 

-^-v- — i  =  —f(v)-  cos©     und    -i-_ — 1  =  —  f(y)  sma—  g, 


dt 


entsprechend  den  obigen  Gleichungen  (1);  die  Zerlegung  der  Bewegung 

dta 

längs  der  Normalen  gibt,  wie  früher  erwähnt,  g  •  ds  =  —  v* ; 

und  nimmt  man  dazu  die  obigen  Gleichungen  (2)  und  (3),  nämlich  jetzt: 

dm 


g  •  d(v  -  cos  co)  =  v  •  f(v)  •  d<o     und    g  •  dt  = 
so  hat  man  folgendes  System  von  Beziehungen: 

( /  \     d(v-  C08(D)  -/  N 

(a)     -^ — '  — —  f(v)-C08(D 


cos© 


(11) 


(b) 


d  (v  •  sin  co) 
dt 


=  —  f(v)  •  sin  co  —  g 


(c)    g  •  d(v  •  cos  a>)  =  v  •  /*(«)  •  dco 

(«0 
(•) 

CO 


l(g) 


0 

9 
9 


dz  —  —  v*  •  da 

dy  =  —  e*  •  da  •  tg  ra 

j,  dm 

dt  =  —  »  • 
ds  =  —  t>* 


COS  CO 

dt» 

COS  <D 


Dieses  System  fasste  Siacci  ins  Auge,  um  passende  Näherungs- 
annahmen zu  finden,  welche  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
ermöglichen  sollten. 

Sobald  es  gelänge,  die  Gleichung  (c)  zu  integriren,  also  eine 
Gleichung  zwischen  v  und  cd  zu  finden,  wäre  das  Problem  auf 
Quadraturen  zurückgeführt,  wie  wir  eben   mit  f(v)  =  a  -f-  b  •  v*   ge- 
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sehen  haben.     Dann  nämlich  hätte  man  nur  nöthig,  den  Werth  von  v 
als  Function  von  ©  in  die  4  letzten  Gleichungen  einzusetzen. 

Siacci  setzt  nun  in  seiner  ersten  Methode   v  •  cos  co  =  u  •  cos  m , 

wo  cos  m  constant  =  —  ist  und  einen  Mittelwerth  von  cos  od  dar- 
stellt.  Er  ersetzt  f(y)  näherungsweise  durch  '-£— — .   Damit  werden 

die  Gleichungen  integrirbar;  denn  man  hat  Folgendes: 

Gleichung  (a)  wird: 

1     du  f(u) 

—  —  = v  7     •  cos  CD 

i  c      dt  a  •  cos  oo 

oder 

die  Variabein  sind  nun  getrennt,  und  die  Gleichung  lässt  sich  für  die 
betreffende  angenommene  Function  f(v)  in  den  Fällen,  die  überhaupt 
in  Betracht  kommen,  integriren. 
Gleichung  (c)  wird: 

g =  -, =—  •  f(u)  -  dm : 

,  *       c  <j* .  cos1  <0    '  v    '  ' 

oder 

/^  r*\  du  1  dco 

(\S)  =  — -  •  • 

v      '  u-  f(u)        g  •  6    cos*  co 

Gleichung  (d)  wandelt  sich  um  in: 

g  -  dx  = 5 s—  •  dm 

oder  wegen  (13) 

/n\                                      i               i     udu 
(14)  a#  = 7r-r-  • 

In  allen  drei  Gleichungen  (12),  (13),  (14)   sind  somit  die  Variabein 
getrennt. 

Verfolgt  man  dieses  Verfahren  Siacci's,  die  Funktion  f(y)  näherungs- 
weise durch  eine  andere  zu  ersetzen,  für  welch  letztere  die  Integration 
durchführbar  ist,  historisch  rückwärts,  so  zeigt  sich,  dass 

Borda  f(v)    ersetzt  durch:     6  •  cos  m  •  f(v), 

Legendre     f(v)         „  „         cos  co  •  (1  +  a  •  tg2  co)  ■  f(v)9 

Fran9ais     f(v)         „  „         cos  m  ■  *+^J|=^  ■  f(v) , 

Didion  (und  nach  ihm  Mayevski)  f(v)  ersetzt  durch: 

tfcosiö-  f(v),     wo    6  =  YLsec  «  +  co*  «  *  1°8 (x  +  y)J> 
dazu  wird  von  Siacci  1880  f(v)  ersetzt  durch:  v  C0B     , 

'  \  /  a .  COB  09      > 

,        „       „    Siacci  1888  /(.)       ,  „      ß.f  {£$.?£, 

6* 
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wobei  6y  a,  b9  c,  ß  gewisse  Factoren  sind,  welche  in  der  Rechnung 
ab  Constanten  geführt  werden. 

Hiervon  werden  die  Methoden  von  Didion  und  Siacci  im  nächsten 
Abschnitt  noch  besonders  für  sich  besprochen  werden. 

3.  Anmerkung. 

Die  Mitberücksichtigung  der  Erdkrümmung  in  unserem  Fall,  also 
der  Veränderlichkeit  der  Schwere  mit  der  Entfernung  vom  Erdmittel- 
punkt, kommt  hinaus  auf  das  Problem  der  Planetenbewegung  im 
widerstehenden   Mittel;   hierüber  vgl.   man  u.  A.  die  Werke  von 
vgi.Not«45.Poisson  und  ResaL    Wir  gehen  hier  nicht  näher  darauf  ein. 

Zusammenstellung  der  Resultate  mit  Schlüssel  der  Bezeichnungen. 

A)   Annahme  für  den  Luftwiderstand:  mc-v* 

(quadratisches  Gesetz). 

m  =  Geschossmasse  (Gewicht  in  kg:  g)\   c  die  Luftwider- 

j.       j  11  i     •  0,014  R*7id-  g     t>«  n         T. 

standsconstante,  wobei  c=  0 — p— -;  Hrit  =  Geschossquer- 

schnitt in  qm;  P=  Geschossgewicht  in  kg;  ö  =  Gewicht  von 
1  cbm  Luft  in  kg;  für  Geschwindigkeiten  grosser  als  die 
Schallgeschwindigkeit  ist  0,014  durch  0,039  zu  ersetzen. 

a)  Verticaler  Wurf;  aufsteigende  Bewegung. 

Anfangsgeschwindigkeit  =  v0  met/sec;  x  =  derjenige  Werth 
der  Geschwindigkeit,   bei  welchem  der  Luftwiderstand  mcv* 

gleich  dem  Gewicht  P  ist;     ^~Y^^ü' 

.    qt  qt 

x  •  sin vn  •  cos  — 

X  X 

Geschwindigkeit  v  nach  t  Secunden   =x - ,, 

vn  •  sin  —  +  x  •  cos  — 
w  x  x 

erreichte  Hohe  x  nach  t  See.  =  —  lognat  (—  sin  — +  cos— ), 

q  \  x  x  x  / 

das  Steigen  hört  auf  nach  T  See,  wobei  tg  —  =  —, 


ganze  erreichte  Höhe    =  £-    lognat^0  ~*~* 


0 

s 


20         °  x 


Absteigende  Bewegung. 


trGsokwindigkeit  v  nach  t  See.   =  x  •  — - 


9t         _9J 

e    —  e 


umgekehrt    f  =  ^lognat^z^ 
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Fallhöhe  x  nach  £Sec.  =  — log  nat — —^ — :  x  =  £-  log  nat  -=-^ — ., 

g      °  2  '  2g     °         x*  —  v*' 

das  GeschosB  kommt  zurück  mit  der  Geschwindigkeit 


v'=v0y% 


Dabei  strebt  die  Bewegung,  immer  mehr  gleichförmig  zu 
werden;  die  Geschwindigkeit  nähert  sich  dem  constanten 
Werth  v  =  x9  der  theoretisch  nie  erreicht  wird. 


v* 


b)  Schiefer  Wurf. 
v0  =  Anfangsgeschwindigkeit  (met/sec);   A  =  —— ;   a  =  Ab- 

gangswinkel  =  Winkel  zwischen  Anfangstangente  der  Flug- 
bahn und  Horizont;  der  Abgangspunkt  ist  Anfang  des  Coordi- 
natensystems  der  x  und  y7  x  positiv  in  der  Schussrichtung, 
y  positiv  nach  oben;  (xy)  die  Lage  des  Geschosses  nach  t  Se- 
cunden,  wobei  seine  Geschwindigkeit  =v  und  die  Horizontal- 
neigung der  Bahntangente  =  cd  ist;  tga>=j>;  der  bis  dahin 
zurückgelegte  Bogen  der  Flugbahn  =s;  Verzögerung  durch 
den  Luftwiderstand  wie  oben  =c-v*;  Luftwiderstand  =  m-c-v%. 

Cx   Abkürzung    für    tg  a  •  Yl  +  tg*ä  +  log  nat  (tg  a  +  }/l  +  tg*a) 

+ l 

1    2  •  c  •  h  •  cos*  a 

Es  ist: 


für  die  Flugbahnabscisse  x:  N 

I 

00 


c-  dx  = 


p  •  yT+p  +  log  nat  (j>  +  j/l  +  j>«)  -  Cx 

für  die  Flugbahnordinate  y:  i  |  Jf 

,  p  •  dp 

c  .  at/  = .         - — 7- , 

p-yi+p*  +  iogii&t(p+vi+p*)--  cj 

für  die  Flugzeit  t: 

yCl-pvr^*-\og(p+vr+-p*) 

für  die  Bahngeschwindigkeit  v: 

Ci  -  P  VT+7* -  log  nat  (p  +  yi  +  p1)' 

Das  Geschoss  nähert  sich  auf  dem  absteigenden  Ast  der 
Flugbahn  der  verticalen  Richtung  immer  mehr;  die  Ge- 
schwindigkeit   strebt    dem    constanten  Werth  1/—  zu. 

Die  Flugbahn  besitzt  zwei  Asymptoten. 
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Vierter  Abschnitt. 


Constmcfcion  der  (verticalcn)  Asymptote  des  absteigen- 
den Astes: 

Ziehe  im  horizontalen  Abstand  x,-\-  q  vom  Abgangspunkt 
eine  veiticale  Gerade.    Hierbei  ist: 


■*y«.»--[ci- 


te  «  ■  Vi  + 1«'  m  —  log  nat  (tg  «  +  Vi  +  tg'  »)] 


9==  c  J  P-V*+?  +  log  nat  (j> +  1/1+7*)  +  C,' 

Constraction  für  die  Asymptote  der  Rückverlängerung 
des  aufsteigenden  Astes: 

Man   trägt  vom  Abgangspunkt  0  ans  auf  der  negativen 


Endpunkt  eine  Gerade  unter  dem  Neigungswinkel  ß  gegen 
die  Richtung  der  positiven  Abscissenachse;  diese  Gerade  ist 
die  Asymptote.     Hier  berechnet  man  ß  aus  der  Gleichung 

tgß  ■  V^TWß  +  log  nat  (tg/J  +  Vi  +  tg*ß)  =  Ct 

und  r  aus  _  __      i 

(tgß  —  tgm)d<p 

.  /  coe*o.[tgP]/l+tg*ß  +  logiiat(tg|J+]/l+tg,p)-tg»Vl  +  tg»o-lognat(tgai+Vl+tg^i)]  " 


J  CO 


B)  Allgemeinere  Annahme,  Luftwiderstand  =  m(a-\-  b-v") . 
Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand  =a  +  6-«*,  «  =  Ge- 
schwindigkeit  des  Geschosses  (met/sec),  a,  b,  n  gegeben;  es  ist 


g  dx  = 


-2-v* 


dt 
1+5' 


•  ■  dy  =  — 1>*  ■  dm  -  tg  n  =  —  t?  ■  L     f    ~ 


■  ■dt  =  —  v-  — -  =- 


gds  ===  —  vs =  - 


wobei 
ist. 


&a-bei  ist    v    ah   Function  von   |    und   damit   von   m  gegebe 

'•dE  +  G 


% 
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es  ist  hiebei  angenommen;  dass  a  constant  ist;  wenn  dagegen 
a  von  ©  abhängt,  ist 

«     Pa-dut 

—  = ^-1  ,  wobei  M  =  cos-" ©  •  e9  "         . 

v*  g     M  J       cos  a>     ; 

Der  Ausdruck  für  —  lässt  sich  in  geschlossener  Form  inte- 

griren,    falls   a  und   b   constant    und   n   eine   ganze    positive 
Zahl  ist;  die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  aus  der 

Bedingung,  dass  für   v  =  v0}   £  =  tg(^  -f  y)  wt 


G)  Allgemeinste  Annahme,  Verzögerung  durch  den  Luft- 
widerstand =  /*(t;). 

Man  hat,  unter  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungen, 
das  Gleichungssystem: 

g  •  d(v  •  cos  od)  =  v  •  f(v)  •  da) 

j.  da 

g  -  dt  =  —  v 

*  COS  CD 

g    dx  —  —  v*  •  de* 

g  .  dy  —  —  t?8  •  da  •  tg  © 


gds  = 


v 


2 


da) 
cos  oo 


Wenn  eine  solche  Näherungsannahme  gemacht  wird,  dass 
die  erste  dieser  Gleichungen  integrirt  werden  kann,  also 
eine  Gleichung  zwischen  v  und  ©  liefert,  so  ist  die  Aufgabe, 
t,  x,  y,  s  in  Function  von  ©  oder  von  v  auszudrücken,  jeden- 
falls auf  Quadraturen  zurückgeführt. 


D)  Speciell  für  flache  Flugbahnen, 
d.  h.  für  den  Fall,  dass  tg2©  gegen  1   vernachlässigt  werden 


kann. 


a)  Quadratisches  Luftwiderstandsgesetz. 


Luftwiderstand  =m-cv*  = 


0,014  B*n  ■  <T  •  v* 
1,206 


kg    für   Geschwin- 


digkeiten kleiner  als  die  Schallgeschwindigkeit, 

0.089  B**  •  d  •  t?1 ,_       -..       n       ,      . 
resp.  =  - j-gjrjT kg    für     Geschwin- 
digkeiten grösser  als  die  Schallgeschwindigkeit. 
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Vierter  Abschnitt. 


JB'jr  =  Geschossquerschnitt  in  qm;  ö  =  Gewicht  von  1  cbm  Luft; 

also    cv2  =  Verzögerung    durch    den    Luftwiderstand,    wobei 
/o,ou\    D,     * 

\0  039/  '  E  n  '  d    g 

c=— — Y2öß — p *8'  (^>=  Geschossgewicht  in  kg,  ^r=  Fall- 
beschleunigung, r.  =  9,81). 


y  =  x  •  tg  a  —  - — gt  x   ,    •  G ,    wobei    G  = * 


—  Z 


2  -v«1  ■  cos1  a 


(Bahngleichung) 


9  •  x 


tg(D  =  tga  —  -/— yz'Oi,      wobei    G^ 


e*-l 


t?0   •  cos'a 


* 


x 


v0  •  cos  a 


(Neigung  der  Bahntangente) 


•  6r2 ,  wobei    G2  = 


(Flugzeit) 


V  = 


v0  •  cos  a 
cos  co 


•  G3> 


wobei    6r3  =  e 


z 

Y 


(Geschossgeschwindigkeit  in  der  Bahn). 
Hier  ist  zur  Abkürzung  gesetzt    z  =  2cx. 

vgi.Note46.  b)  Cubisches  Gesetz;   Verzögerung  durch  den  Lufturiderstand 
sonst  dieselben  Bezeichnungen;  es  wird  analog 

g  =  i  +  Ta  •  vox  +  -ß-  (avo*y 


a  •  t?8, 


Gt  =  l  +  a  •  v0x  +  y  (av0a;) 


G*  = 


1  +  a«0a; 


c)  Biquadratisches  Gesetz;  Verzögerung 

G  =1+J-&V-* 
G1  =  l+bv0i-x 

G   =  (l  +  2&-t>0'-x)8-l 
*  3  •  6  •  vJ  ■  x 


=  &•»< 


£,=  (l  +  2b-v*v) 
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d)  Allgemeineres  (Bernoulli'sches  Gesetz);   Verzögerung  =  y  •  v*. 

(•+sT-— 


G  = 


m  —  1      , 

— TL *  * 

2m 


(i+±ri-1 

„  \        m/ 

Gi=     «_i 


m 


ö.— 


(•+=)- 


1  B 


2 

2— m 


*-(»+=)'. 


wo  zur  Abkürzung  z  =  (2w  —  2)  •  y  •  v0n— 2-  #  und  m  =  — £^-  ge- 
setzt ist;  also  speciell 

für  n  =  3 ,   cubisches  Gesetz  z  =  4t-  a  -  v0x 

für   w  =  4,    biquadratisches  Gesetz  *  =  6  •  6  •  r02  •  #. 


5.  Abschnitt. 

Die  wichtigsten  NShernngsmethoden  znr  Lösung  des  ballistischen 
Problems. 

Im  vorhergehenden  Abschnitt  wurde  gezeigt,  wie,  unter  bestimmter 
Annahme  über  die  Luftwiderstandsfunction,  die  Lösung  der  Gleichungen 
der  Geschossbewegung  wenigstens  auf  Quadraturen  zurückgeführt  werden 
kann.  Bei  denjenigen  Annahmen,  welche  für  die  grossen  Geschwindig- 
keiten der  Geschosse  benutzt  werden  müssen,  war  die  letzte  Integra- 
tion nicht  allgemein  in  endlicher  Form  möglich,  sondern  nur 
speciell  für  flache  Schüsse.  Man  muss  also  zu  Näherungsmethoden 
die  Zuflucht  nehmen.  Die  Grundidee  einiger  solcher  Näherungsver- 
fahren wurde  schon  im  Vorhergehenden  besprochen.  Jetzt  wollen  wir 
die  wichtigsten  dieser  Methoden  —  deren  letzte  Wurzeln  fast  alle  auf 
die  Arbeiten  von  Joh.  Bernoulli  1719  und  von  Enler  1745  und  1753 
zurückgehen  —  gesondert  besprechen,  zunächst  diejenigen  für  die 
directe  Schussart,  sodann  diejenigen,  welche  vorzugsweise  für  den 
indirecten  und  Bombenwurf  ihre  Verwendung  finden.  Allenthalben 
sollen,  wo  es  ohne  viele  Wiederholungen  möglich  ist,  die  mathematischen 
Entwicklungen  von  denjenigen  des  vorhergehenden  Abschnitts  unab- 
hängig durchgeführt  werden. 

low*?.  %  12.  Die  Methode  von  Didion. 

Auf  Grund  der  mit  dem  ballistischen  Pendel  und  für  kugelförmige 

Geschosse    durchgeführten  Versuche   der  Metzer  Commission   1839/40 

adoptirte  Didion,  wie  wir  sahen,  das  folgende  Widerstandsgesetz: 

(1)  Luftwiderstand  —  A  ■  IPit  •  t>*  (l  +  — )  ; 

fo  H*„  der  Geschossquerschnitt  in  qm;  r  =  434,77;  —=0,0023  und 

"*    e*n  Luft wid crstandacoet'ficient  ist,  welcher  von  dem  Gewicht  d  eines 

'■rtzo  £uyj  am   Versnchstag  und  etwas  auch  vom  Geschosskaliber  2B 


r^j 


***%$  nämlich 


A-  «°«tJs-  (°.14+  üjSgJ- 
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Es  sei  P  das  Geschossgewicht  in  kg,  g  die  Fallbeschleunigung 

in  m,  also  —  die  Geschossmasse,  so  ist  z.  B.  längs  der  horizontalen 

Abscissenachse  eines  durch  den 
Abgangspunkt  0  gelegten 
Coordinatensystems  die  Glei- 
chung der  Geschossbewegung: 

fS—XJW(l+f) 

•  COS  Gl . 

Mit  der  Abkürzung:  — '      *  g  =  x  und  x  •  v2  fl  +  — )  =  tp  sind 
die  Bewegungsgleichungen,  in  horizontaler  und  verticaler  Richtung: 

(3) 


d*x    .  dx       ~  d%y    , 


ds 


dt' 


H+»-°- 


Hier  ist    ds  =  dx  •  Y 1  +  tg2 © ;   Didion  ersetzt  nun,  um  die 
Integration  zu  ermöglichen,   ds  durch  dx  •  ff,   wo  6  ein  con- 

stanter  mittlerer  Werth  von  yl  +  tg2  cd  ist,  so  dass 


ds  =  6  '  dx\ 


ds 
dt 


<■  da; 

oder    t;  =  <*  •  -TT  =  <*  •  t* 


dt 


'X   J 


dx 


schreiben  wir  --  =  «*,   so   ist   v  =  6-u.     Auf  welche  Weise   dieser 

Mittelwerth  6  gefunden  wird,  soll  sogleich  gezeigt  werden;  zunächst 
formen  wir  die  erste  Gleichung  (3)  nach  der  neuen  Bezeichnung  um; 
wir  haben: 
d*x    .         dx 


dv. 


ds 


du 
dt 


•©V+fS>-<><*'2+.-«.(i+f)-* 

so  wird 


dt 

du 
dt 


+  x<y.tt2.(l  +  ^*)  =  0;  da 

(4)  S  +  **'4  +  t)  =  °- 

Mit  der  Abkürzung 


du 


<tu  du        r 

r  '     dx        o 


dw 
~dx> 


wird  die  Gleichung 

(4a)  d — f-  c  •  tc  (1  -{-  w)  =  0 ,    wobei    c  =  x  •  <*    ist. 

Nunmehr  lässt  sich,  da  die  Variabein  zu  trennen  sind,  die  Differential 
gleichung  leicht  losen;  die  Integrationsconstanten  bestimmen  sich  aus 
der  Anfangsbedingung,  dass  für 

t  =  0 ,    x  =  0     und     tu  =  i0o  =  -^— ?  =  —  v0  •  cos  a    ist;     es    wird 
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Fünfter  Abschnitt. 


/ 


/ 


/ 


f 


/ 


dw 


M—x — r  +  c •  dx  =  0 :     log  nat  ^—. 1-  ex  =  const  =  log  «   ,°     ; 

10  (1  -f-  U7)     '  l  +  tl?     '  °  1  -f-  II70  ' 

log  nat  (r-T-  •  °)  =  —  c  •  x ; 


daraus 

(5) 

Da  ferner 


w  = 


wn 


(1+«70)CCÄ— «7, 


ff  ff     da; 

W  =  — W  = -TT 

r  r      dt 


ist,  wird,  mit  der  Bezeichnung  —  -w0  =  u0f 

dx 


un 


ät        (i+t(7o)ec*_u70 
Daraus  lässt  sich  t  in  x  ausdrücken;  nämlich 

u0  •  dt  =  (1  +  w0)  •  e?x  •  dx  —  w0  •  dx ;    t^  •  £  =    "*"**  •  e0*  —  w0x  +  const. 

* 

x        ri  + 1<?0 ,  n      ,„1_    *,2) 


(6) 


*  = 


t70  •  C08 


cosor 


Dieser  Ausdruck  für  die  Flugzeit  t  zeigt,  dass  die  Flugzeit  für 


die  Bewegung  im  lufterfüllten  Baum  gleich  ist  derjenigen 
leeren  Raum  multiplicirt  mit  dem  Ausdruck 


x 


v0  •  cos  a 


im 


D-(l  +  «o) 


JOX 


ex 


—  wt 


07 


welcher  die  Abscisse  x  nur  in  der  Gombination  ex  enthält.    Für  diese 
vgl.  Tab.  x.  Function  D  hat  Didion  eine  Tabelle  aufgestellt,  welche  für  verschiedene 
Werthe  von  ex  und  von  w0  die  Functionswerthe  liefert. 

(Mit  —  =  0  und  6  =  1 ,  also  mit  w0  =  0  geht  die  Formel  in  die 

ecar  —  1 


entsprechende  Gleichung  t  = 

widerstandsgesetz  über.) 
Wir  hatten  ferner 


x 
v0  •  cos  a 


ex 


für  das  quadratische  Luft- 


w  = 


un 


Dies  gibt 

(V 


,-  -  .         x    ex >        WObei       W0  =  ^0  *  C0S  «       ißt- 


V  = 


v0  •  cos  a 

V  •  C08  <D 


;     wo     F  =  (1  +  w0)  e6*  —  w0    ist. 


Die  Werthe  von  V(cx9  w0)    finden   sich   ebenfalls   in  Tabelle  X. 
**c4  die  Form  von  (7)    entspricht  derjenigen  im  leeren  Raum  in  der 


°*8e;  dass  -y    der  Factor  ist,   mit  dem  die  Geschwindigkeit 
^Qn  leeren  Raum  hi&x  multipücirt  erscheint. 


170  •  C08  CC 

cos  cd 
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Es  war  -=r-  = ~- und  andererseits  ist,  wie  im  vorigen  Ab- 


Die  Bahngleichung  zwischen  y  und  x  lässt  sich  wie  folgt  ableiten. 
dx  «0 

(l+Wo)ec*-trc 
schnitt  wiederholt  benützt,  -*-  •  -^  =  —  </ ;  also  durch  Elimination  von  dt 

das  Quadrat  ausgeführt,  integrirt  und  die  Integrationsconstante  aus  der 
Anfangsrelation  (x  =  0 ,  p  =  tg  a)  bestimmt,  gibt 

1)  =  const  —  ^  •  [(1  +«;„)»  ir  —  2w0  (1  +  w0)  —  +  V  •  xj , 

wobei 

tg«  -  const  -  J,  •  f^±^  -  '"' (1  +  ^l, 

somit  wird,  da  u0  =  v0  cos  a , 

^  =  tg©  =  tga %  —  %-  '  J> 

dx  °  ^  t70,co8*a        7 

wobei  c7r=  (1  +  "0)*-^ 2  ■  "0  C1  +  «O  '      cx      +  w02. 

Diese  Gleichung  (8)  gestattet,  für  jeden  Werth  von  x  den  Neigungs- 
winkel ei  zwischen  Bahntangente  und  Abscissenachse  zu  berechnen. 
Wie  man  sieht,  ist  auch  J  so  angeordnet,  dass  hierfür  eine  Tabelle  vgi.T»b.xi. 
mit  zwei  Eingängen,  nämlich  für  die  Argumentwerthe  cx  und  w07  be- 
rechnet werden  kann.  Für  die  Bewegung  im  leeren  Raum  ist  J  =  1. 
Die  nochmalige  Integration  liefert  y  als  Function  von  x\ 

y  =  const  -(-  tg  a  •  x —%  • 

•F£P  ('•■  - 2c*)  -  a-^+^  (r-  cx)  +  *±*\, 

oder,  da  für  x  =  0  auch  y  =  0  ist,  folglich 

t*0*L    4c*  c*  J7 

so  hat  man 

>"g'^"rt?'l>atJ>    wobei 

Die  Werthe  von  JB  für  die  Argumente  cx  und  w0  finden  sich  in  Tab.  XI; 

für  die  Flugbahn  ohne  Berücksichtigung  des  Luftwiderstands  ist  B  =  \. 

Damit  sind  die  Grundgleichungen  aufgestellt;  und  es  bleibt  noch 

übrig,  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  Didion  den  Mittelwerth  6  bestimmt. 
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Fünfter  Abschnitt. 


/ 


/ 


Bestimmung  des  Mittelwertha  ö. 

6  ist  das  Verhältniss  des  unendlich  kleinen  Bogens  ds  zu  der 
zugehörigen   unendlich   kleinen   Zunahme    der  Abscisse;   ds  =  6  -  dx\ 

6  ist  also  ein  Mittelwerth  von  1/1  +  l-rO    oder  von 

V         ■    \dxJ  cos  co 

Didion  nimmt  hierbei  statt  mathematisch  unendlich  kleiner  Bogen 
ds  endlich  kleine  Bogenstücke  OA,  AB,  BG  etc.,  und  ersetzt  je 
ein  Flugbahnstück  OA  etc.  durch  den  Parabelbogen  OA, 
welcher  dem  Wurf  im  leeren  Raum  entsprechen  würde. 

Wir  haben  also  den  Ausdruck  für  das  Flugbahnstück  s  im  leeren 
Baum  aufzustellen: 

Es  ist  s  =  I  yi  +  p*  dx,  wo  P  =  £*  Nun  ist  für  die  Be- 
wegung  im  leeren  Raum 

dp  — g  ,  ,  ,       t>A*cos*a 


also     dx  =  —  dp 


=  —  2  •  h  •  cos2  a  •  dp  , 


dx        t>0*-co8*a7  A  g 

also  ist  dem  absoluten  Werth  nach 

s  =  2  •  h  •  cos2  a  • /  y\  +  P* '  dp 
==  const  +  h  •  cos2  a  •  [p  •  )/l  +  p*  +  l°g  na*  (p  +  V*  +  P2)]- 

Dies  lässt  sich  mit  Hilfe   des  Neigungswinkels  co   der  Bahntangente 
anders  schreiben.     Es  ist 


00 


i    i/i — i 9       i.  i       1  1  +  sin  co 


1  -|-  2  •  sin  — -  •  cos 


CO 

Y 


cos  oi 


cos  CO 


1  m        ■  1  m 
cos*  — sin"  — 


(co  co\*  co     .  CO 

cosy+sinyj  cos  —  +  sin 


2 


CO 


m  00 

cos1  — sin' 


co 


co  m  ,     — 

cos  — sin  —         1  —  te  — - 

2  2  ^2 


£-<•(«+*). 


also 


^  =  const  -j-  A  •  cos2  cc  •  I  tg  a  •  sec  co  +  l°g  na*  *g  (45°  +  y )  J 

(<exne  Umformung,  auf  welche  schon  im  vorigen  Abschnitt  kurz  hin- 
Äre^iesen  wurde). 

Wird  der  jKiammerausdruck  mit  il>((ß)  bezeichnet,  so  ist 

s==  const  +  fc  •  cos2«  •  il>(a>), 
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oder  da  für    o  =  a,    s  =  0    ist,  wird 

(10)  s  =  h  •  cos2  a  (il>(a>)  —  #(«))  . 

Andererseits  ist,  ebenfalls  für  den  leeren  Raum, 


dy 
dx 


oder  p  =  tg  cc  — 


g  •  x 


cos'a 


-,-  =  tg « — 


X 


2  •  h  •  cos2  cc ' 


also 

(11)  x  =  2  •  A  -  cos8  a  (tg  cd  —  tg  a) . 

Aus  (10)  und  (11)  ergibt  sich  jetzt,  wenn  s  und  x  kleine  Längen  sind, 

(\2\  6  =  ±  =  1 .  »<«)-»(«> . 

v      '  x  2      tgm  —  tga 

Handelt  es  sich  also  zunächst  um  den  ersten  Bogen  OA  (s.  Fig.  26), 
so  ist  dabei  cc  die  Horizontalneigung  der  Tangente  im  Anfangspunkt  0, 
cd  diejenige  im  Endpunkt  A.  Analog  bedeutet,  wenn  man  zum  nächsten 
Bogen  AB  übergeht,  cc  die  Tangentenneigung  im  Anfangspunkt  A, 
a>  diejenige  im  Endpunkt  B  u.  s.  f. 

Didion  hat  nun,  einen  Gedanken  Euler's  aufnehmend,  den  Aus- vgL Note 48. 
druck  6  erstens  berechnet  für  Bogen,  bei  denen  die  Horizontalneigungen 
im  Anfangs-  und  Endpunkt  constant  um  5°  verschieden  sind,  a— o=5°; 
die  Berechnung  des  Ausdrucks  (12)  wird  dabei  sehr  einfach  mit  Be- 
nutzung der  Euler'schen  Tabelle  für  ^?(a>).  Er  erhält  so  folgende 
Werthe: 


HorizontaLneigung  der  Flugbahntangente 

RflrppVinAf^»r 

im  Anfangspunkt 
des  Bogenstficks: 

im  Endpunkt 
des  Bogenetücks: 

XßUl  CvIlilC  vCL 

Mittel  werth  a-. 

60° 

55 

1,8705 

55 

50 

1,6485 

50 

45 

1,4840 

45 

40 

1,3589 

40 

35 

1,2623 

35 

30 

1,1870 

30 
25 

25 
20 

1,1283 
1,0831 

20 
15 

15 
10 

1,0490 
1,0247 

10 

5 

1,0090 

5 

0 

1,0013 

Ferner  berechnet  Didion  den  Ausdruck  für  6  für  einen  einzigen 
Bogen,  den  er  aber  langer  und  länger  voraussetzt,  bei  welchem  also 
die  Neigungswinkel  in  den  Endpunkten  der  Reihe  nach  um  5,  10, 15  etc. 
Grade  verschieden  sind. 


Fünfter  Abschnitt. 


Differenz  der  Horizontalneigungen 

in  den  Endpunkten  des  Bogen«: 

5« 

1,0013 

10 

1,0052 

15 

1,0118 

20 

1,0217 

25 

1,0351 

30 

1,0531 

35 

1,0760 

40 

1,1073 

45 

1,1478 

50 

1,2019 

55 

1,2758 

60 

1,3802 

Auf  diese  Weise  kann  die  Flugbahn  stückweise  berechnet  werden; 
man  führt  die  Rechnung  mit  den  obigen  Formeln  zuerst  durch  für 
den  ersten  Bogen  OA;  dann  rechnet  man  von  A  aus  in  derselben 
Weise  wie  vorher  Ton  Ö  aus  u.  s.  w.  Je  flacher  die  Flugbahn  ist, 
um  so  weniger  Stücke  braucht  man;  ebenso  kann  man  bei  Bomben- 
schüssen, wo  die  Flugbahn  im  lufterfüllten  Baum  zwar  stark  gekrümmt, 
aber  von  derjenigen  im  leeren  Raum  wenig  verschieden  ist,  unter  Um- 
ständen mit  einem  einzigen  Bogen  auskommen,  eben  weil  a  für  eine 
Parabel  berechnet  wurde.  Uebrigens  wollen  wir,  statt  uns  mit  diesen 
mehr  allgemeinen  Bemerkungen  zu  begnügen,  die  einzelnen  Aufgaben 
bei  Gelegenheit  dieser  ersten  Methode  eingehend  erörtern. 

Die  Anwendung  der  Didion'schen  Methode  aur  Lösung  der 
einseinen  ballistischen  Aufgaben. 

1)  Bestimmung  der  Flugbahn,  wenn  Anfangsgeschwindig- 
keit v0  und  Abgangswinkel  a  (sowie  der  ballistische  Coefficient  x) 
gegeben  sind. 

Man  theilt  (s.  obige  Fig.  26)  die  Flugbahn  in  Theile  OA,  AB, 
SC...  ein;  bei  einem  Schuss  Bei  z.  B.  der  Abgangswinkel  «  =  45°, 
so  nimmt  man  OA  etwa  der  Art,  dass  die  Neigung  in  A   +  ^^>  m 
E   -f-  35°  etc.  beträgt.    Zuerst  berechnet  man  den  ersten  Bogen  OA ; 
*nan  kennt  die  Horizontalneigungen  der  Bahntangente  in  O  und  in  A, 
-feennt  auch  die  Geschwindigkeit  «0  in  O.     Nun  war 
rfy                          g.x                                                                   e  i  eogiu 
<*£-frg— ^..co,,^- J,    oder    J-  x  =  (tg«  -  tg©)  .  -t_ . 

*^to  erhalt  man  den    "Werth  von  J  ■  x  und  hieraus  leicht  x  oder  OA\ 
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für  denjenigen  Punkt  A  der  Flugbahn,  für  welchen  in  der  That  die 
Bahntangente  die  angenommene  Neigung  40°  besitzt.    Da  man  jetzt  x 

und  auch  6  kennt,  so  erhält  man  aus   y  =  x  •  tg  a  —  - — ^ r-  •  B 

9  *  °  2  •  t?0*-  cos'a 

den  Werth  y  oder  AAt   der  Ordinaten  von  A  und  aus   v  = ?r 

*  1  cos  cd  •  V 

auch  die  Geschwindigkeit  in  A. 

Jetzt  denkt  man  sich  den  Coordinatenanfang  nach  A  verlegt  und 
berechnet  ebenso  die  betreffenden  Stücke  für  den  Punkt  B\  man  hat 
die  Neigung  in  B  =  35°  beliebig  angenommen,  liest  6  aus  obiger 
Tabelle  ab,  berechnet  wie  vorher  x  =  AXBX  und  y  =  Bmy  sowie  die 
Geschwindigkeit  in  B  u.  s.  f.  In  dieser  Weise  rechnet  man  weiter, 
bis  man  wieder  die  Horizontale  durch  0  oder  allgemeiner,  bis  man 
das  Ziel  erreicht.  Hier  wird  man  mit  dem  einen  Endpunkt  M  des 
Curvenbogens  über  den  Zielpunkt,  mit  dem  nächsten  N  darunter  ge- 
langen; man  rechnet  also  dann  mit  Proportionaltheilen,  indem  man 
MN  als  geradlinig  ansieht,   ähnlich  wie  es  bei  der  Verwendung  der 

regula  falsi  üblich  ist,  nämlich  die  Abscisse  x  =  x«  •  — ~ — ;  dazu  die 

Ordinate.    Ist  so  der  Endpunkt  durch  Abscisse  und  Ordinate  festgelegt, 

so    ergibt    sich    der    Auffallwinkel    durch    tg  co  —  t%  a ^ =—  • 

°  °  ^  t?0*cos*a 

Schliesslich  erhält  man  auch  die  gesammte  Flugzeit  als  Summe  der 

CG 

Flugzeiten  t  = 2),  welche  zu  den  einzelnen  Bögen  0 A,  AB 

^  v0  •  cos  a       '  °  ' 

u.  s.  w.  gehören. 

2)  Ziel  und  Abgangswinkel  cc  gegeben;  gesucht  die  An- 
fangsgeschwindigkeit v0. 

Man  lost  zunächst  die  Aufgabe  für  den  leeren  Raum;  dadurch  er- 
hält man  einen  Näher ungs werth  von  v0;   hieraus  folgt  w0f  und,  da  x 

gegeben  ist,  kennt  man  B\  die  Gleichung  y  =  x  •  tg  a  —  - — ^ j-  •  B, 

worin  y  als  Ordinate  des  Ziels  gegeben  ist,  benutzt  man  jetzt,  um 
einen  genaueren  Werth  von  v0  zu  errechnen.  Damit  erhält  man  ein 
genaueres  w0  und  B,  und  hieraus  wird  nochmals  v0  genauer  ermittelt 
u.  s.  w.  So  kann  man  dem  wahren  Werth  von  v0  immer  näher  kommen, 
indem  man  jedesmal  den  erhaltenen  Werth  von  v0  benutzt,  um  einen 
genaueren  zu  errechnen;  jedoch  wird  meist  eine  einmalige  Rechnung 
der  Correction  genügen. 

3)  Ziel  und  Anfangsgeschwindigkeit  v0  gegeben;  gesucht 
der  Abgangswinkel  a  (zwei  Losungen:  Flachschuss  und  Bogen- 
schuss). 

Crftns,  BftUistik.  7 
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Zuerst  bestimmt  man  cc  aus  der  betreffenden  Gleichung  für  den 

leeren  Raum;  dann  hat  man  cos  cc  und  somit  w0  —  —  v0  •  cos  a;  jetzt 

o  sc 

lässt  sich  B  berechnen,   und  aus   y  =  x  •  tg  a  —  s — ^ — *—  •  B  kann 

man,  nachdem  man  — j—  =  1  +  tga  a  gesetzt  hat,  den  doppelten  Werth 

von  tg  a  ermitteln.  (Wenn  nöthig,  kann  man  auch  hier  in  ähnlicher 
Weise,  wie  bei  der  2.  Aufgabe,  fortfahren  und  den  erhaltenen  Werth 
von  cc  zur  Berechnung  einer  weiteren  Annäherung  benutzen.) 

4)  Es  soll  ein  gegebenes  Ziel  unter  einem  gegebenen  Ein- 
fallwinkel cd  getroffen  werden.    Wie  gross  muss  cc  und  v0  sein? 

Zuerst  wird  die  Aufgabe  für  den  leeren  Raum  gelöst-,  dadurch 
erhält  man  angenäherte  Werthe  von  v0  und  cc.    Hieraus  folgt 

w0  =  —  •  v0  •  cos  cc. 

Die  Abscisse  x  des  Ziels  ist  bekannt,  also  kennt  man  jetzt  B 
und  J.     Eliminirt   man   nun   v0  •  cos  cc    aus   den   beiden   Gleichungen 

y  =  x  •  tg  a  —  5 — K — =—  •  B   und    tg  <o  =  tg  « /       * — , 

9  °  2t?0*co8*a  °  °  v0*  •  cos*  cc  ' 

so  erhält  man  tg  cc.  Damit  ist  a  bekannt  und  mittelst  einer  der  beiden 
Gleichungen  erhält  man  auch  v0  (auch  hier  kann  man  die  Annäherung 
weiter  treiben,  indem  man  das  eben  errechnete  v0  und  cc  als  erste  An- 
näherung betrachtet,  wovon  aus  man  analog  wie  vorhin  weiter  rechnet). 

5)  Die  Flugbahn  soll  durch  die  zwei  Punkte  (xy)  und 
(^i^i)  gehen;  gesucht  v0  und  cc. 

Zuerst  wird  die  Aufgabe  für  den  leeren  Raum  gelöst;  damit  hat 
man  einen  ersten  Näherungs werth  sowohl  von  v09  als  von  a.  Hiermit 
hat  man  die  Werthe  B  und  B1}  welche  zu  den  beiden  Punkten  mit 
den  Abscissen  x  und  xx  gehören;  es  ist  dann 

3L  —  tg  a  —  Ah  x  ,      B   und    &  =  tg  cc  -  .   .  *l    a      Bx- 

aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  man  h  -  cos2  a  und  erhält 

.       —  xi  x  - 

™tt~        xB  —  x1Bx        ; 

man  hat  also  cc  und  aus  einer  der  beiden  Gleichungen  findet  sich 
noch  A,  also  v0.  (Will  man  die  Genauigkeit  weiter  treiben,  so  benutzt 
man  die  eben  erhaltenen  Werthe  von  v0  und  a,  und  rechnet  damit  die 
ganze  geschilderte  Rechnung  nochmals  durch,  erhält  so  genauere  vQ 
und  a  u.  s.  f.) 
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Zusammenstellung   der  Formeln   der  Didion'sohen  Methode   sammt 
Schlüssel  der  Bezeichnungen.    (Einheiten:  m,  kg,  sec.) 

x9  y  =  Coordinaten  des  Geschosses  nach  t  sec,  bezogen 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  durch  den  Ab- 
gangspunkt, Abscissen  x  positiv  in  der  Schussrichtung, 
y  positiv  nach  oben;  v  =  Geschossgeschwindigkeit  im  Punkt 
(xy)\  o>  =  Horizontalneigung  der  Bahntangente  in  diesem 
Punkt;  v0  =  Anfangsgeschwindigkeit,  a  =  Abgangswinkel; 
2B  =  Geschosskaliber,  P  =  Geschossgewicht,  ä  =  Gewicht 
von  1  cbm  Luft; 

Luft  Widerstandskraft  =  A  •  B?  %  .  v%  (l  +  y);  r  =  434,77, 

Bogen      1     ^(o) — ^(«)# 

Abscisse         2     tg  a>  —  tg  a ' 

wobei  ^(©)  =  tg  cd  •  sec.  cd  +  l°g  na^  *8  (45°  +  y) 

=  tg  o  • )/ 1  +  tg2  cd  +  log  nat  (tg  co  Y 1  +  tg8  cd) 
c  =  x  •  6 

to0  =  y  •  v0  cos  a 
y  =  #  .  tg  a  —  g — ^ —  *  ^    (Gleichung  der  Flugbahn) 


e*ex  —  2cx  —  1       4^ 


wo  2?  =  (1+k,0)*.c      -^^,^(1  +  ^(^,^,1)  +  ^ 

(2ca)* 


2 


dv       .  i  <7£  t  (Horizontalneigung  derBahn- 

-f-  =  tg  cd  =  tg  cc ^ — =—  •  J  v  ,  .  ? 

dx        *  e  f70*cos1a  tangente) 

wo  cT=  (1  +  w0)2  •  e  2c^"1  —  2  .  w0  (1  +  u>0)  •  5_=1  +  «,/ 

rftcoaa  Tr       /«    •        \    *„  (Geschossgeschwindig- 

F-cos»'  v     '      °'  °  keit  in  der  Bahn). 

t=*      *       D,    woB  =  (l  +  w0)— -td0    (Plugzeit). 

V0COBCt         }  ^      l        °'       ex  ovo/ 

Im  leeren  Raum  ist  B  =  J=V=  D  =  1. 

Beispiele.  vgi.Not«47. 

l)  FürdenBombenwurf.  Gegeben  Geschossgewicht P=29,37kg; 
Durchmesser  2Ä  =  0,1895  m;  Abgangswinkel  «  =  45°,  Ziel  y  =  0, 

7* 
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x  =  225  m.     Gesucht  Anfangsgeschwindigkeit  r0,  Flugzeit  l,  Auf- 
fallwinkel co  und  Endgeschwindigkeit  v. 

^4  =  0,027;     —  =  0,0023;     E  =  0,09475;     x  =  liA^ll  =  0,000254. 

Die  Tabelle  für  <s  gibt  mit  a  =  45°,    a  =  1,1478;  jetzt  ist 
c  =  x  •  a  =  0,000254  -  1,1478  =  0,00029 
cx  =  0,00029  •  225  =  0,065 

—  =  1,1478  •  0,0023  =  0,00264. 

Im  leeren  Baum  hat  man  v0  =  46,978  m;  a=45°;  cos  «  =  0,7071;  also 

w?0  =  .1 .  t,0  cos  a  =  0,00264  •  46,978  •  0,7071  =  0,0875 

w0  (1  -f  w0)  =  0,0951.     Mit   cx  =  0,065    und    w0  =  0,0875    findet    sich 
aus  der  Tabelle  XI  durch  Interpolation  B  =  1,024;  ferner 

J  ==  1,0375 

D  =  1,0355 

7  =  1,0555. 

Damit  erhält  man  aus  den  obigen  Hauptgleichungen,  mit  y  =  0, 
x  =  225: 

Anfangsgeschwindigkeit  v0  =  47,5  m 

Auffallwinkel  ©  =  45° 44%' 

Endgeschwindigkeit   v  =  45,6  m 

Flugzeit    *  =  7,06  sec. 

2)  Für  den  directen  Artillerieschuss.  Gegeben  v0  =  375  m; 
Schussweite  x  =  2000  m;  P=26,5  kg;  Ä  =  0,11m,  also  x  =  0,00038. 
Gesucht  Abgangswinkel  a,  Auffallwinkel  o,  Flugzeit  J,  End- 
geschwindigkeit v. 

Im  leeren  Baum  wird  et  =  4°0'40",  also  t>0  •  cos  a  =  374,08.  Bei 
Neigungsdifferenz  5°  ist  a  —  1,0013,  wofür  1   genommen  werde;  damit 

c  =  %  •  o  =  0,00038 

es  =  0,00038  •  2000  =  0,76 

w0  =  ~  ■  v0  •  cos  a  =  374,08  •  0,0023  =  0,86. 

Mit  cx  =  0,76  und  w0  =  0,86  findet  sich  durch  Interpolation  B  =  1,625. 
Für  J  gibt  die  Tabelle  XI  zunächst  J  =  2,110;  dazu  ist  die  unten  stehende 
Correction  zu  berücksichtigen;  man  hat  also  von  2,110  abzuziehen 
«o  C1  +  wo)  '  0,007  oder  0,0112;  gibt 

J  =  2,0988 

D  =  1,4028 

7  =  1,8607. 
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Man  hat  jetzt  die  Gleichung  mit  tg  et  als  Unbekannter  zu  lösen: 
2t 
xg 


2  •  v  * 
tg2  a - — ~g  •  tg  a  +  1  =  0;    es  wird  tg  a  =  0,1198;  daraus 


Abgangswinkel  a  =  6°  49'  50' 
spitzer  Auffallwinkel  =  180  —  a>  =  10°  2' 50' 

Flugzeit  t  =  7,5  sec. 
Endgeschwindigkeit  v  =  203  m. 

§  13.    (Aeltere)  Methode  von  Siacci.  vgi.xot«49. 

Von  Didion  bezw.  Euler  hat  Siacci  den  Gedanken  übernommen, 
einen    Mittelwerth  6    von    (cd   der   Horizontalneigungswinkel 

C08  00     v  ©      © 

zwischen  Bahntangente  und  horizontaler  Abscissenachse)  zu  berechnen 
und  in  der  Rechnung  als  eine  Gonstante  zu  führen,  wodurch 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  in  geschlossener 
Form  ermöglicht  wird.  Auch  er  berechnet  diesen  Mittelwerth,  in- 
dem er  die  einzelnen  Bogenstücke  der  Flugbahn  durch  Parabelbogen 
ersetzt,  welche  man  bei  der  Geschossbewegung  im  leeren  Raum  hätte. 
Seine  Tabelle  für  6  (Tabelle  XII)  ist  daher  dem  Wesen  nach  genau  TabJueXn. 
dieselbe,  wie  diejenige  Didion's,  nur  vollständiger. 

Neu  hat  Siacci  zweierlei  eingeführt;  erstens  wählt  er  als  un- 
abhängige Variable  nicht  die  Abscisse  x7  sondern  die  (mit  ö  multipli- 
cirte)  Horizontalcomponente  u  der  variablen  Geschossgeschwindigkeit  v} 
zweitens  hat  er  gezeigt,  wie  fortlaufende  Tabellen  für  die  auf- 
tretenden Integrale  von  u  berechnet  werden  können,  auch 
wenn  kein  einheitliches  Luftwiderstandsgesetz  zu  Grunde 
gelegt  wird,  sondern  für  die  verschiedenen  Bereiche  der  Geschoss- 
geschwindigkeit (0  bis  240,  240  bis  295,  295  bis  375  u.  s.  w.)  immer 
wieder  andere  Gesetze,  das  quadratische,  das  cubische  u.  s.  w.  aus  den 
Luftwiderstandsversuchen  entnommen  und  in  der  Rechnung  benutzt 
werden. 

Wiewohl  die  Siacci'sche  Methode  im  4.  Abschnitt  2.  Anmerkung 
zur  Skizzirung  der  historischen  Entwickelung  kurz  erwähnt  wurde, 
wollen  wir  dieselbe,  da  sie  auf  die  weitere  Entwickelung  der  Ballistik 
einen  wesentlichen  Einfluss  ausgeübt  hat,  doch  hier  unabhängig  vom 
vorhergehenden  Abschnitt  ausführen. 

Es  sei  der  Luftwiderstand  W  =  - — —  •  j-öq^  •  F(v)y  die  Geschoss-' 
masse   m  —  — ,   so  sind  die  Bewegungsgleichungen 

(1)  17%  H j-  =  0    und    -r:?  H -£-4-0  =  0. 

v  '  dt*    '     m     ds  dt*     '     m     ds    '    y 
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(2) 


Siacci  setzt  nun  F(v)  näherungsweise 

F(a  •  v  •  cos  o) 


0  •  COS  00 

und   bezeichnet   6  •  v  •  cos  &  =  w;    also   da   wie   bei    der  Didion'schen 
Methode  ds  =  6    dx  ist  und  6  als  Gonstante  behandelt  wird,  wird  die 

erste  Gleichung  (1) 

1     du    .    W     1        n 

er     eil     '     m      er  ' 

wobei  sich  ö  hebt;  es  bleibt  also,  analog  wie  bei  Didion 

(3)  ar  +  Si-W-0- 

Jetzt  sind  die  Variablen  getrennt  und  es  wird 
(a\  /  _  *-MM    /  Cdu        fdu\  —  P1'a06  fr  -r\ 

W  *  —  4Äl  *  '  \J  F(u)      J  F{u)J  ~  *B*   &  ^"       *+'> 


wobei  T  =  —  /  «p:   gesetzt  ist. 


Um  #  in  u  auszudrücken,  schreiben  wir 

d*x        dvx  ,         ,  1  d*x         1     du 

-dt*=dx-v*   oder>da    *-T-"'  3«r-^-355 

es  wird  die  erste  Gleichung  (1),  indem  sich  ein  ö  hebt, 

l  d«    .    4-JR1-*      t^/  N       n       ,  P  •  1,206      udu 

ff  a#    '     P  ■  1,206         v  '  '  ff  •  4  •  B*  •  d     F(u) 

integrirt 

u 

ftft  —  P    1^206       fu   du  _     P-tfiOSsj.  n   v 

w  *  —      a*  b*  d'J  F(^~7^TBrrj{<1Ju  —  iJu0)f 

Mo 

wobei  zur  Abkürzung 

jn  fu-  du 

Eine  Gleichung  zwischen  u  und  cd  ergibt  sich,  wie  früher  gezeigt, 
durch  Zerlegung  der  Bewegung  längs  der  Normale  zur  Bahntangente,  es  ist 

— v '  ~dt =  & ' cos  &  oder  "~ Vx '  ~di =  ^  * co8*  m> 

dazu  die  erste  Gleichung  (1) 


oder 


dv 

X 

dt  ~ 

W 
m 

•  cos  o  5 

irt,  hat  man 

[ 

dvx 

TT 

vx-  dm 

M  • 

0  •  C08  CD 

da)          AB1 

1,206 

dvx 

cos oo    P- g  - 

~~  «,  •  FW 
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Die  Gleichung  multipliciren  wir  mit  <*,  d.  h.  ^^  und  haben 
(6) 


C08  00 

dco     6   Pg- 1,206         du 

cos» 03  4.8*  •  &         5~F(ü)  ' 

u 


tn\     i~  i~       x    e    P    1,206    fi-g-du       .  Po   1,206  ,  T        T  . 


J  u-F(u) 
Setzt  man  endlich  tg  o  =  -~  und  nimmt  für  da;  seinen  Werth  in 

Function  von  u  aus  (5);  so  hat  man 

,         ,  ,      .     P*  •  1,206*     » •  <Z»    ,  r         T  N 

rfy  =  tg  a  •  dz  +  2.(2J^)4,a>  •  -y^  •  (Ju  -  JO} 

integrirt 

(8)     y-tgg-^^y^^-^-JJJ^ig], 

/J  ■  u  ■  du 
U  F(u)         *st" 

Speciell  für  y  =  0  erhält  man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung 
des  Abgangswinkels  a,  mit  welchem  eine  bestimmte  Horizontalschuss- 
weite  x  =  —    ',    -  (DM  —  D^)   erreicht  wird,  nämlich: 

Der  hierzu  gehörige  (stumpfe)  Auffallwinkel  a>ys=a0  =  a  ergibt 
sich  sodann  aus  (7) 

,       ,  Po-  1,206  rT  -*«  —  -*«.    .     r         r  1 

**  a  =  —  «.("*>*  ■*  [/*  ~  5^^  +  J» —  ^J 

oder 

,1M  ,        ,  P   ff.  1,206       TT  -*«  — -*«.! 

(io)  tg*  =-2,(2Jg);.a  'L^-^r^J- 

Die  Gleichungen  (7),  (8),  (9),  (10)  stellen  die  Losung  des  Problems 
der  Geschossbewegung  dar.  Für  die  Integrale  ADJT  als  Functionen 
des  Arguments  u  hat  Siacci  Tabellen  aufgestellt.  Von  dem  Verfahren, 
welches  Siacci  hierzu  befolgt,  soll  nachher  die  Bede  sein. 

§  14.    Neuere  Methode  von  Siacci  (1888). 

Seine  Methode  hat  Siacci  später  einigermassen  abgeändert. 

Zur  unabhängigen  Variablen  wählt  er  jetzt  die  sogen.  Pseudo- 
geschwindigkeit  u   (von   anderer  Bedeutung   als   in   §  13);    u   ist 
definirt  durch 
(1)  v  '  cos  a  =  u  -  cos  a; 

die  geometrische  Bedeutung  von  u  erkennt  man  aus  Fig.  27. 


104 


Fünfter  Ab8chnitt. 


Um  ferner  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Geschosses 
integrirbar  zu  machen,  ersetzt  er  die  Function  f(v)  für  die  Verzögerung 

in  Folge  des  Luftwiderstands  näherungs- 
weise durch  eine  andere  Function,  bei 
deren  Verwendung  die  Variablen  getrennt 
werden  können. 

d  -  i 

Es  sei  nämlich  f(v)  =  -~-  •  F(v), 

wo  i  ein  constanter,  von  der  Form  der 
Geschossspitze  abhängiger  Factor  und  C 
eine  Constante  ist,  welche  das  Geschossgewicht  und  den  Geschossquer- 
schnitt enthält,  <?y  das  Verhältniss  der  Luftdichte  in  der  jeweiligen 
Höhe  y  über  den  Boden  zu  1,206,  während  ä0  dasselbe  bezüglich  des 
Bodens  ist. 

Dann  setzt  Siacci,  um  die  Integration  zu  ermöglichen, 


Flg.  27. 


(2) 


C08*a 


Sy  •  F(y)  näherungsweise  =  d 0  •  ß  •  F(u) 


Hierbei   ist  ß   ein   gewisser   Mittelwerthfactor   (dem   früheren  6  ent- 
sprechend, aber  nicht  mit  ihm  identisch),  der  von  1  im  Allgemeinen 
wenig  verschieden  ist  und  in  der  Rechnung  als  Constante  gefuhrt 
T«Xm.  wird-    Hierfür  Tabelle  XIH. 

Dass  in  der  That  ß  zwischen  2  Grenzen  liegen  muss,  wovon  die 
eine  wenig  über,  die  andere  wenig  unter  1  liegt,  erkennt  man  durch 
folgende  Ueberlegung: 

Es  ist  ß  =  J  •  54--^ '  Hier  ist  der  erste  Factor  £  ein  echter 
Bruch,  nahezu  =  1,  jedoch  etwas  kleiner,  denn  SfJ  =  d0  (1  —  0,0(4>8  •  y), 

also  ist  ~  im  Allgemeinen  von  1  sehr  wenig  verschieden,  kann  jedoch 
°*s  unter  0,9  sinken,  wenn  es  sich  um  bedeutende  Flughöhen  y  handelt, 
^r  andere  Factor  J^  '  c  \m  nimmt  im  Abgangspunkt,  wo  o  =  cc,  also 

^  v  ist,  den  Werth an;  ferner  im  Flugbahnscheitel  (ca=0,  cos  o=  1, 

•  cos  io  =  u  •  cos  a  =  v)   ist  unter  Voraussetzung   des   quadratischen 
^Uftwiderstaiidsffesetzes  dieser  zweite  Factor  ~&yl- — /°  =  -r- — -,-  =  1 ; 

_^  °  Je  (u)- cos*  cc        ü   -cos*a  ' 

^(Jlich     in    dem   Punkt   des    absteigenden  Flugbahnastes,   in  welchem 


cc   ist,  wird  der  Factor  wiederum  wie  im  Abgangspunkt  zu 


cos  a 


^  diesen    3    Prunkten,   die  sich  fast  über  die  ganze  Bahn  vertheilen, 
***t  somit  jener  zweite  Factor  der  Reihe  nach  die  Werthe ,  1 , 

**  cos  a '     7 


cos  a 
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Untersucht  man  den  Werth  dieses  zweiten  Factors  auch  für  andere 
Luftwiderstandsgesetze ,  so  findet  man,  dass  der  Wertb  desselben 
zwischen  1  und  einem  von  1  wenig  verschiedenen  unechten  Bruch, 
bezw.  zwischen  1  und  einem  von  1  wenig  verschiedenen  echten  Bruch 
liegt,  je  nachdem  der  Widerstand  proportional  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit anzunehmen  ist  oder  mit   der  Geschwindigkeit  rascher 

wächst. 

S     m 
Da  andererseits   der  damit   multiplicirte   erste  Factor   ~-   immer 

kleiner  als  1  ist,  so  ist  jedenfalls  ß  zwischen  2  Grenzen  variabel,  wo- 
von die  eine  wenig  über,  die  andere  wenig  unter  1  liegt. 

Bei  flachen  Schüssen,  also  z.  B.  allenthalben  in  der  Praxis  der 
Infanterie,  hat  man  ß  =  1  zu  nehmen. 

Siacci  hat  ß  für  verschiedene  Abgangswinkel  a  und  verschiedene 
Schussweiten  X  berechnet;  das  Verfahren  der  Berechnung  beruht  auf 
einer  gewissen  Reihenentwickelung,  worüber  man  die  Aufsätze,  die  in 
der  Literaturnote  citirt  sind,  nachlesen  möge.  vgi.Noteso. 

Bemerkt  möge  noch  werden,  dass  der  Factor  ß  nur  speciell 
für  das  quadratische  Gesetz  identisch  ist  mit  dem  früheren 
Mittelwerth  6  der  älteren  Siacci'schen  Methode,  d.  h.  mit  dem 
Didion'schen  Factor  6,  der  auf  der  Substitution  von  Parabel- 
bögen beruht. 

Nämlich  in  diesem  Fall  setzt  man,  da  F(v)  =  v%  ist,  in  der  früheren 

Siacci'schen  Methode  v2  näherungsweise 

(a  ■  v  •  cos  ©)*  o 

= '-  =  6  •  IT  C08  CD, 

a  •  cos  a  ' 

in  der  späteren  Siacci'schen  Methode  v*  näherungsweise 

n     /vco&a>\*  cos'a         a       o 
=  ß  •  ( ) =  ß  •  v*  •  cos  cö: 

r       \     COS  CC    /        C08  CO  r  7 

also  in  dem  Fall  des  quadratischen  Gesetzes  und  nur  in  diesem  ist 
ß  =  6. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Geschossbewegung 
vollzieht  sich  nun  analog,  wie  in  §  13  erörtert  wurde,  mit  den  neuen 
Einführungen  folgendermassen. 

Die  Bewegung  längs  der  Abscissenachse  zerlegt  gibt 

d(vco8<n)  ~,  N 

dt — '-  =  —  f(y)  •  cos  w; 

oder  da 

8„  •  i  •  F(v)  ros*a 

M  =  -*—C--,    und    dy.JV)  =  d.^F(«).^, 

so  wird 

du  i      *    a    tv  N    cos'cf 

cos  a  •  -TT  =  —  cos  cd  •  -77  •  0  •  ß  •  F(u)  •  - 

dt  C  r        v  J     cos© 
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Hier  hebt  sich  cos  cd  weg,   so  dass  die  Variablen  u  und  t 

zu  trennen  sind  (eben  darauf  beruht  jene  Näherungsannahme  über  F(v))] 

,._ C  du 

l~       i  S  ß  ■  cosa'  F(u)> 

C 
oder  mit  der  Abkürzung:    .   -   ß  =  C,    hat  man 

(3)  dt  —  -£-.ffce 

v  '  cos  a    du 

t-  —  -£-    Cdu  —±Jl-(T        t\ 
l~        cos  a  J  F(u)  r  cos  a  v*»        x  V* 

Nun   ist   aber   u0  =  v0}    weil  speciell  für    &  =  a,    w0  ==  — =  v0 

ist;  also 

W         « -  +  srs  <*.  -  *0,  wobei  r— /fe- 

Ferner  war  allgemein  (/  •  d(v  •  cos  a>)  =  t;  •  /*(t?)  •  do;  dies  gibt 

,         «C08a    idfl    F(u)-  cos"  a    ,  C08*a-t£-£         tv   \      <*<» 

*  COS  CO  (7  COS  CO  C  v    '    cos*© 

oder 

g    C  du  dm 


I  t •flßcos,a    u  • -F(u)        cos*«' 

integrirt 
•  (5)     tg  a>  =  tg  «  -  j-^  •  («7«  -  J,0),    wobei   Ju  =  -jLJL^. 

Weiter  wird  die  allgemeine  Gleichung  g  •  dx  =  —  v%  •  da  zu 

,  u* •  cos'co  •  doo cob*  au*gC        du      p,  u  du 

f  — j—         _        ^___I_  .  _ __  _  —  ^ .  o  •  -y^- ; 

integrirt 

(6)  *-c.(A,-i>o, 

wobei   DU  =  _J^. 

Ersetzt  man   endlich   wieder  tg  tf  durch   seinen  Werth  -p   und 
integrirt,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 

dy  =  tg  <ö  •  tfz  -  [tg  a  -  ^^-a  .  Jtf  +  ^^  .  jj  •  dx, 

wobei 

C  •  u  • du 


dx  —  — 


F{u)      » 


also  mit 


C«        ruJudu  c?'i  /Vdu 

y  =  tg  «  •  s  +  ^^   J  — ^ — c-,-  .  J,0  J  -^; 


_        fuJudu 


*«-*  +  rS«'[^-i4-  +  J^^1)»-I)^i 
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oder  dividirt  mit  x  =  C  (Du  —  Dro) , 

Die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  gestatten,  in  den  einzelnen  Fällen 
die  ballistischen  Aufgaben  zu  losen. 

Verfahren  Siaooi's  zur  Berechnung  der  Tabellen  für  die  Functionen 

D  J  A  T  von  n. 

Die  Definition  dieser  Siacci'schen  Functionen  ist  die  folgende: 

J(u) gt.J-Jfcy 

a)  für  Geschwindigkeiten  v  >  420  met/sec 

wählt  er  das  Luftwiderstandsgesetz  F(v)  =  0,00033933  •  v*  =  q  •  v*. 
Damit  wird 

BW  -  -  |/t  -  -  { (1»K  »  +  «, 

^W ?/(?  +  «.)T-?(rö-«.'»8»+«.). 

Da  es,  wie  die  Formeln  (4)  bis  (7)  zeigen,  nur  auf  die  Differenzen 
der  Integralwerthe  ankommt,  so  sind  die  Integrationsconstanten 
QQxQtQt  völlig  willkürlich,  soweit  es  dieses  erste  Geschwindigkeits- 
intervall v  =  983  bis  420  m  anlangt;  in  der  ersten  Bearbeitung  ging 
Siacci  nur  bis  u  =  700  m  aufwärts  und  bestimmte  die  Constanten 
QQiQtQ*  (willkürlich)  so,  dass  die  Functionen  DJ  AT  Null  wurden 
für  u  =  700;  um  negative  Werthe  zu  vermeiden,  wurden  in  der  späteren 
Bearbeitung,  welche  für  die  neuerdings  angewandten  grossen  Ge- 
schwindigkeiten bis  u  =  983  die  Tabellen  gibt,  die  Werthe  DAT  um 
beliebige  Werthe  vermehrt,  D  um  1000,  A  um  100,  T  um  1. 

b)  für  Geschwindigkeiten  zwischen  420  und  343  met/sec 
nimmt  Siacci  an  F(v)  =  c  •  v3  —  0,0<6)808  •  v8;  es  wird  damit 


108  Fünfter  Abschnitt. 

Die  Integration8constanten  CCtC2Cz  werden  so  bestimmt,  dass  die 
Tabelle  stetig  bleibt,  dass  also  die  Werthe  von  DJ  AT  für  u  =  420 
entsprechend  dieselben  werden,  wie  sie  aus  der  vorhergehenden  Reihe  a) 
sich  ergaben,  also  muss  z.  B.  sein 

(7+ö42ö  =  -T(1°g420  +  «)5 

hieraus  folgt  C;  analog  die  andern. 

c)  für  den  Geschwindigkeitsbereich  343  bis  282  m 

ist  .F(t;)  =  x  •  v*  =  0,0<l8>2  -  v«,  somit 

T(M)  =  _  1  -  f**  =      *_  +  JKi. 

Die  Integrationsconstanten  K^K^K^  ergeben  sich  wiederum  aus 
der  Bedingung,  dass  z.  B.  der  Werth  von  D(u)  für  u  =  343  hier  der- 
selbe sein  muss  wie  der  für  343  aus  der  vorhergehenden  Reihe  be- 
rechnete:  oder  es  muss  sein   2£+  -A ^r^  =  — ^-^  +  C,   woraus  K 

'  '    4  •  x  •  3434         c-343    '        ' 

folgt;  entsprechend  die  andern. 

Die  allgemeine  Methode  leuchtet  aus  dem  Bisherigen  ein. 

d)  für  Geschwindigkeiten  von  282  bis  240  nimmt  Siacci 

F(v)  =  0,0<6>449  •  v\ 

e)  für  Geschwindigkeiten  von  240  an  abwärts  nimmt  Siacci 

F(v)  =  0,000108  •  v\ 
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Zusammenstellung  der  Formeln  für  die  Siacci'sche  Methode  sammt 
Schlüssel  der  Bezeichnungen  (dazu  s.  Tabelle  YTTT  für  ß  und  XTV 

für  A,  2>,  J,  T). 

Es  bedeutet: 
S  =  beobachtete  relative  Luftdichte  =  (Gewicht  [in  kg]  von 
1  cbm  Luft  am  Versuchstag):  1,206. 
2iJ  =  Kaliber  in  m. 
P  =  Geschossgewicht  in  kg. 

i  =  ein  constanter  empirischer  Factor  („Formcoefficient"), 
der  von  der  Form  der  Geschossspitze  abhängt  (von  1 
wenig  verschieden   und  in  Ermangelung   empirischer  vgiNoteöi. 
Daten  =  1  zu  nehmen). 
(xy)  =  Lage  des  Geschosses  zur  Zeit  t,  wobei  v  (met/sec)  die 
Geschwindigkeit    und    m    die    Horizontalneigung    der 
Bahntangente  ist. 
a  =  Abgangswinkel,  a  =  Auffallwinkel  für  y  =  0,  v0  =  An- 
fangsgeschwindigkeit. 

V  •  COS  00  .     1 1     .  *   ,  t    . 

u  — 9   speciell  im  Abgangspunkt  u0  ==  v0. 

c-  C0S"  ' 


*.»   01000    (8Ü)' 

Dann  ist 
(I)  x=C  (Du-  DO, 

(")  *~~^m-T^ 

(III)  tgo-tga-s^.CJ-.-JO, 

/tttx  y       i.  C        lÄu~~Ava       T  \  5  speciell  mit 


(IV  a)       sin  2  a  =  6" .  fc  _  ^  -  «Ü 


Lösung  der  einzelnen  ballistischen  Aufgaben. 

1)  Gegeben  x,  v0  (und  C),  gesucht  a,  a,  t}  v. 

Man  sucht  in  der  Tabelle  XIV  für  u  =  v0  die  Werthe  D,0,  J,0,  A,0,  T9q 
auf;  dann  gibt  Gleichung  (I)  zu  x  den  Werth  von  DUJ  dazu  findet 
sich  in  der  Tabelle  XIV  der  auf  derselben  Horizontalen  stehende  Werth 
von  TU}  JU)  Au'}  Gleichung  (II)  liefert  sodann  die  Flugzeit  t  Mit 
y  =  0  gibt  Gleichung  (IV a)  den  Abgangswinkel  a;  dazu  gibt  (III)  den 
Auffall winkel   o  =  «';    endlich    die  Endgeschwindigkeit  v   folgt  aus 


i 

I 
/ 

t 
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v  _  _ Hierbei   rechnet  man  zunächst  mit  ß  =  1 ;   findet  sich 

COS  09  r  1 

a  >  20°,  so  sucht  man  in  der  Tabelle  XIII  für  ß  den  Werth  auf,  welcher 
zu  a  und  x  gehört;  mit  diesem  neuen  ß  wiederholt  man  die  ganze 
Rechnung.    (Auch  lässt  sich  die  Flugbahn  stückweise  berechnen.) 

2)  v0  und  a  gegeben.     Gesucht  die  Coordinaten  des  Scheitels. 

Suche  aus  Tabelle  XIII  den  Werth  ß,  der  zu  cc  gehört;  setze  in 
(III)  o)  =  0,  so  erhält  man,  da  man  in  (III)  «,  v0}  also  JVo  kennt,  den 
Werth  von  JU}  dazu  hat  man  u  aus  Tabelle  XIV;  gleichzeitig  hat  man 
jetzt  AU}  Tu,  DM;  Gleichung  (II)  liefert  die  Flugzeit  t  (bis  zum  Er- 
reichen des  Scheitels);  (I)  gibt  die  Abscisse  und  (IV)  die  Ordinate  des 
Scheitels. 

3)  vQ  und  a  gegeben.    Gesucht  Wurfweite  x,  Auffallwinkel  a 

und  Endgeschwindigkeit  v. 

Zuerst  wird  für  X'  ein  passender  Näherungswerth   angenommen, 

etwa  mittelst  des  Ausdrucks  für  die  Wurfweite  —  •  sin  2«  im  leeren 

9 

Baum.  Dazu  gibt  (I)  den  Werth  Duy  woraus  man  u  erhält,  und  zu- 
gleich auch  Au,  JUf  Tu.  Die  Gleichung  (IV a)  liefert  nun  einen  andern 
Werth  2cc17  als  der  gegebene  2  a.  Dies  dient  dazu,  einen  genaueren 
Werth  x%  von  x  zu  bestimmen  als  derjenige  xt  war,  den  man  aus  der 
Formel  für  den  leeren  Raum  erhalten  hatte,  etwa  mittelst  x% :  xx  = 
gegebenes  sin  2  a  :  berechnetes  sin  2av 

Mit  diesem  richtigeren  Werth  x%  für  die  Wurfweite  x  führt  man 
die  Rechnung  nochmals  durch.  Die  Aufgabe  läuft  also,  bei  Benutzung 
der  Tabelle  XIV,  einfach  darauf  hinaus,  aus  der  Gleichung  (IV a)  oder 

aus  B  —  B"  ~  ~~C' 1"  *^°  ^en  ^er^  von  ^«*  un^  zugleich   den  auf 


u       —  r, 


o 


derselben  Horizontalreihe  stehenden  Werth  von  Du  mittelst  Näherungs- 
verfahrens zu  finden;  dann  liefert  (I)  das  gesuchte  x. 

4)  x  und  a  gegeben;  v0  gesucht. 
Für  v0  wird  ein  Näherungswerth  angenommen,   nach  Siacci  am 

besten  -=•  des  Werthes  Ton  v0  für  den  leeren  Raum,  also 


3  l/  g-x~ 

V*~  2  Kein  2a' 


Hieraus  folgt  DPo,  J9o,  AVo,  also  mittelst  (I)  Du  und  damit  auch  Au 
und  Du;  jetzt  gibt  (IV a)  einen  Werth  von  sin  2a,  der  jedoch  mit  dem 
gegebenen  sin  2a  nicht  ganz  übereinstimmen  wird;  man  versucht  also 
einen  andern  Werth  von  v0  und  interpolirt  dann. 
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p 
5)  Gegeben  sei  v0,  a,  x,  ö  und  C=  1000.(2ig)»,  gesucht  iß. 

Zuerst  nimmt  man  als  Näherungswerth  i  •  ß  =  1 ;  damit  hat  man 

C  =  ^ ;  (I)  gibt  Du  und  damit  u,  Au,  Dtt,  (JU)  Tu).   Gleichung  (IV a) 

gibt  also  einen  Werth  Ton  2a,  der  Ton  dem  gegebenen  etwas  ab- 
weichen wird.  Man  rechnet  also  nochmals  mit  einem  andern  Werth 
von  iß  und  interpolirt  sodann  proportional. 

Beispiel  zur  Siaeci' sehen  Methode. 

Beim  deutschen  Infanteriegewehr  M./71  war  P=  25  g  =  0,025; 
v0  =  452m,  212=  11,2  mm  =  0,0112  m;  für  die  Wurfweite  £=  1000m 
ist  gesucht:  Abgangswinkel  a;  Auffallwinkel  a'=o>;  Flugzeit  t 
und  Endgeschwindigkeit  v. 

Es  wird  ^=10oo°:0o2tSii2»  =  0,2;  zu  t>0  =  452  gibt  die  vollständige 

Tabelle  Siacci's  DVo  =  2290;  JVo  =  0,1417;  AVo  =  222,0;  TVo  =  4,312; 
aus  (I)  erhält  man  1000  =  0,2  •  (2>u  —  2290);  also  Du  =  7290.  Hierzu 
wird  u  =  200,4;  Ju  =  1,569;  Au  =  3719;  Tu  =  23,01.  Gleichung  (II) 
gibt,  zunächst  mit  cos  a  =  1 ,  den  Werth  der  Flugzeit  vorläufig  zu 

t  =  0,2  (23,01  —  4,312)  =  3,74  sec. 

Ferner  (IV  a)  f&r  y  =  0    gibt 

sm  2«  =  0,2  (7290  _  229o  -  0,1417)  =  0,11154. 

Hieraus    2a=6°24'16';    a  =  3°12\     Da  a  <  10°  ausfällt,    ist  die  Be- 
rechnung zu  Ende;  0=1.    Hätte   sich  a  >  10°  gefunden,  so  hätte  man 
zu  der  Wurfweite  1000  m  und  dem  berechneten  er  den  Werth  von  ß  der 
Tafel  XIII  entnommen  und  mit  diesem  die  Rechnung  wiederholt. 
Weiter 

tg  co  =  tg  (3°  12-)  -  2.cog°,'(23.lsr)  •  (1,569  -  0.U17)  -  -  0,08723; 

spitzer  Winkel  a'  =  co  =  4°  59',  zusammen 

Flugzeit  3,7  sec, 
Abgangs winkel  3°  12', 
Auffallwinkel  4°  59', 
Endgeschwindigkeit  200,6  met/sec. 

Ueber    Weiteres    bezüglich    der    Siacci'schen    Methode    vgl.    die  vgi.N©te52. 
Literaturnote. 
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§  15.    Die  Braccialini-Hojel-Vallier'sche  Methode. 

Das  eben  erwähnte  Verfahren  von  Siacci,  die  ballistischen  Probleme 
mit  Hilfe  von  Tabellen  zu  lösen,   wurde  in  den  letzten  Jahren  noch 
vgl. Note ös.  weiter  vereinfacht  und  verschärft. 

Erstens  hat  Braccialini  die  Berechnung  der  Siacci'schen  Ausdrücke 

n  _n°  —  J?0,   Tu  —  Tto  u.  s.  w.  erleichtert  durch  Einfahrung  seiner 

sogen,  secundären  Functionen  T'}  S}  0}  Sl,  &',  welche  von  zwei 
Variablen  abhängen,  also  Tabellen  mit  doppeltem  Eingang  erfordern. 
Diese  Functionen  werden  sogleich  ihre  Definition  finden. 

Ferner  legte  Hojel  eine  andere  Gruppe  von  Widerstandsgesetzen 
zu  Gründe,  die  vorzugsweise  auf  den  Krupp 'sehen  Versuchen  beruhen; 
bezeichnen   wir   nämlich  die  Verzögerung  f(v)   durch   den  Luftwider- 

stand  nach  Vallier  mit  f(v)  =  -p  •  v*  •  K(v)  (R  =  halbes  Kaliber  in  m; 

P=  Geschossgewicht  in  Tonnen;  v  =  Geschwindigkeit  in  met/sec),  so 
nimmt  Hojel  und  nach  ihm  Vallier: 

von  v  =  140  m  bis  300  m 

?; 

7) 
V 


Damit  berechnete  Hojel  in  der  Weise  Siacci's  die  primären  und  secun- 
dären   Functionen   und   stellte   Tabellen   mit   doppeltem  Eingang   für 
-tetztere  auf.     Diese  Tabellen   sammt  der  für  D(u)   finden   sich,   ent- 
nommen aus  dem  Werk  von  Vallier,  Balistique  experimentale,  Paris 
*894,    p.  73—102,  im  Anhang  (Tabellen  XV— XX).     In  diesen   liegt 
^Je  erzielte  Verschärfung. 

L7m   die  weiteren  Vereinfachungen  zu  charakterisiren,  gehen   wir, 
^Uit   Vallier,  zunächst  von  den  Siacci'schen  Gleichungen  aus: 

Xi)  x  —  cr  (Du  -  do, 

(3)  tg  »  —  tg  «  -  ^^  (Ju  -  JH) , 

v     u  eQ  ' 


v  =  300  m 

„    350  m, 

K  —  0,0<1<»217  •  v\ 

v  =  350  m 

„    400  m, 

Ä'=0,0<7>2055«1.83, 

v  =  400  m 

„    500  m, 

K=  0,0<s>299  -v-W, 

i?  =  500m 

„    700  m, 

K=  0,0<*>2187  -v-0'09, 

weiter  nach  de  La  Llave, 

v  =  700  an 

weiter 

K  =  0,0<*>120. 
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und  für  y  =  0,  wobei  sich  u    auf  den  in   dem  Mündungshorizont  ge- 
legenen Auffallpunkt  beziehen  möge,  ist 

(5)  sin  2a  =  C  fe=£  -  J. .); 
dabei  u  definirt  durch 

(6)  u  •  cos  a  =  v  •  cos  o. 

Dabei  war  C  =  -    .   fl ,    C=   000   /2p\»?   Geschossverzogerung  durch 

den  Luftwiderstand  =  -g-  •  jP(v);  *  =  (Gewicht  von  1  cbm  Luft  in  kg): 
1,206. 

Vallier  gibt  für  den  Formcoefficienten  i  =  y  eine  Tabelle,  worin 

i  Ton  v0  und  vom  Winkel  2    £  an   der   Geschossspitze  abhängig  er- 
scheint, setzt  j- ^ — .  =  w,   und  bezeichnet  die  Verzöge- 
rung durch  den  Luftwiderstand  /  i£ 


\ 
\ 
\ 


wobei  dy  =  *  •  (1  —  0,0<4>8  .  y)  ist,  *  =  der  Werth  von 
Sy  auf  den  Boden  bezogen.  Wie  Siacci  ersetzt  er,  zum 
Zweck  der  Integration,  die  Function  F(v)  durch  '  &'  & 

p  COs'  CK  Fiff.  28. 

jP(m) ,    also 

1  V    y       COS  CO  9 

tt      ..  Ä*    *y     xv  x        JS*     *•*»    cos«« 

Verzögerung  =  -p  .  f  .  J(i»  =  T  ■  —^-  .— , 

wobei  noch   x— g»  =  c'  gesetzt  wird. 

Hier  sei  (des  früheren  Factors  1000  wegen)  P  in  Tonnen  gegeben. 

In  dem  Factor  m  =  -*— * — .  =  ä— »  ist  erstens  der  Factor  i  =  — 

ß  d  ■  %       ß  o  i 

enthalten,  der  von  der  Gestalt  des  Geschossendes  abhängt,  zweitens  der 
Factor  ß9  welcher,  wie  wir  wissen,  zu  dem  früheren  Didion'schen  Mittel- 
werth  6  das  Analogon  bildet,  also  vom  Abgangswinkel  a  abhängt, 
drittens  die  Luftdichte  S  (=  Luftgewicht:  1,206). 

Für  diesen  wichtigen  Factor  m  stellt  nun  Vallier,  unter  Zuhilfe- 
nahme empirischer  Daten,  wie  z.  6.,  dass  die  Abscisse  des  Scheitels 
ungefähr  0,544  von  der  ganzen  Wurfweite  ist,  ferner  mit  Hilfe  von 
Reihenentwickelungen  eine  Formel  auf;  er  leitet  sie  aus  der  Bedingung  vgi.NoUM. 
ab,  dass  der  Fehler,  den  man  gegenüber  der  genauen  Lösung  des 
Problems,  die  Ordinate  y  als  Function  von  x9  vQ  und  a  auszudrücken, 
begeht,  ein  Minimum  wird.  Die  Ableitung  übergehen  wir  hier  und 
führen  das  Resultat  an;  es  wird 

Cranz,  BalliitUc.  8 
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in  erster  Annäherung 

G-K'(v0)  +  6K'(ut) 3 

m  ~  6    i0  •  K'(v0)  •  sec3 a  +  5  .  ig  •  K' (vt)  (1  -  0,0(*)8  .  yt)  '  8eC   a» 

in  zweiter  Annäherung 

9-jr(to  +  4.ir(to 3 

!  m        9  •  t4  •  JT  fa)  •  (1  —  0,0(4)8  •  yx)  •  sec3  mx  +  4  •  t,  •  JT  (»j  (1  -  0,0(*)8  •  ys) '  SeC    "> 

während  die  Anwendung   des    biquadratischen   Gesetzes   (Verzögerung 
j  vgi.Not«55.=  -p-  •  m  •  v4),  wie  besonders  Zabudskies  benutzt,  auf  die  Formel  führt 

6  •  i0  ■  JT(i>0)  •  sec3  a  +  6    t,  .  Z>#)  •  (1  —  0,0(4)8  •  ys) 

Qflfc    S^^S  -  -  -■  —  - —  —        ■■■-  ■■■-.-  -  —i   • 

6  •  sec8  a  +  6 

Hierbei  bedeutet  i0}  v0  den  Werth  von  i  und  t;  für  den  Abgangspunkt; 
i»9  v«,  u,  die  Werthe  von  i,  vf  u  für  den  Scheitel  und  ilf  toi9  ux  u.  s.  w. 
die  entsprechenden  Werthe  für  den  Punkt  mit  der  Abscisse  xv  =  0,225  •  X 
(X  =  Schussweite). 

Für  kleine  Abgangswinkel  a  nimmt  man,  nach  Vallier,  einfach 
m  =  k  •  cos  a;  wenn  a  <  10°  ist,  t»  =  A,  also  ist  (nach  Vallier)  für 
nahezu  alle  praktischen  Fälle  der  Infanterieschüsse  zu  nehmen: 

X  P 
c=  ab- 
setzen wir  nun 

x 

—  =  a, 

F  C  7 


I 
I 

I 

.1 


1 

I 


f 


I 


Tu-T,.=  T'(u,v0), 

Ju  —  J;  =  0(«,  »0)> 

A  —  A 

■    wzzt?°  —  j:  =  9(u>vo)> 

so  nimmt  das  obige  Gleichungssystem  folgende  Form  an: 

(7)  a  =  Dtt  -  B9o, 

(8)  *  =  c'.sec«.  T(u,  t?0), 

(9)  tg  cd  =  tg  a  —  yt^  •  ®(u,  v0)9 


c  •  rc 


(io)  y  =  *  •  tg  «  -  2^^^  •  *(«,  *«)• 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  a  eine  Function  von  u 
und  t?0  ist,  also  sind  umgekehrt  0  und  9  Functionen  von  a;  man 
kann  also  (9)  und  (10)  schreiben 

(11)  jtg.-tg«__^I-.Ä(a)-tg«.[l-a^i-.  ©(«)], 

(12)  {      y  =  x  •  tg  a  -  ^^  •*(«)  =  x  •  tg  «  •  [l  -  -j^-  .«(«)] 

a;  •  c'       rsin2a  _  ,  Nl 

==27^^,L-^--*(a)J- 
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Es  sei  ferner  a  der  spitze  Auffallwinkel  gehörig  zu  einem  im 
Mündungshorizont  gelegenen  Auffallpunkt,  also  a  = —  tg  cd  für  y  =  0; 
weiter  a'  der  Werth  Ton  a  für  den  Auffallpunkt,  so  wird  Gleichung  (3) 

-  tg«'  =  tg«  -  ^^  (Jm>  -  J,0)  , 
und  Gleichung  (4)  mit  y  —  0 : 

c'      r^*' — ^-9       "1 

also  kann  man  schreiben: 

wobei  Sl  den  Factor  in  der  eckigen  Klammer  bedeutet;  man  hat  also 
(13)   sin  2a  =  — =—  •  c  -  £l(a')9    oder  auch    tga'  =  5 =—  -Sl(a'). 

^      /  cos'a  \    /?  "o  2  •  cos*  a        v     ' 

Ferner  ergibt  sich  aus  der  Grundgleichung  (10)  mit  y  =  0 : 

c' 

°  2  •  cos*  a  ^     ' 

oder  mit   c'  =  — ,    speciell   c  =  — 7 : 

tg  a  =  - i-  •  — M : 

°  2co8*a        a      ' 

definirt   man  weiter   — —  als  neue  Function  #'(a)>   ^  ^^   sin  2« 
=  X  •  #'(a'),   als  identisch  mit   sin  2  a  =  c  •  #(«')• 

Speciell  für  den  Scheitel  endlich,  aufweichen  sich  die  Bezeichnungen 
%$,  y$,  a*,  u*  beziehen  mögen  und  der  mit  co  =  0 ,  also  cos  o  =  1 , 
tg  o  =  0  erhalten  wird,  hat  man  die  Beziehungen: 

aus  (9):   sin  2a  =  c'  •  0(a,) ; 
ferner  aus  (12),  wenn  man  zugleich  bedenkt,  dass  im  Scheitel  ist 

sin  2a  T  T  *.,    N 

—?-  —  «^-.  —  Jib  =  •(«») » 

folgt: 

oder  auch,  wegen  der  vorhin  abgeleiteten  Beziehung  für  ®(at): 

Sl(a8) 

y,  =  ^-tg«-^; 

wozu  noch  kommt 

D(u,)  =  D(yQ)  +  a,. 

8* 
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Ueberblicken  wir  die  getroffenen  Abänderungen. 

Zunächst  hat  Hojel  für  die  von  ihm  verwendeten  Gruppen  von 
Luftwiderstandsgesetzen  die  primären  Functionen  TJAJD  von  u  be- 
rechnet und  dafür  die  Tabellen  aufgestellt  (diese  finden  sich  ebenfalls 
bei  Vallier,  baiist.  exper.  1894,  pag.  13).    Nun  ist  z.  B.  neu  definirt 

T'(u,v0)  =  Tu  —  TVo. 

Aus  der  primären  Tabelle  hat  man  für  irgend  ein  ganz  bestimmtes  v0 
den  Werth  von  TVo  und  zu  jedem  beliebigen  u  den  Werth  von  TUf 
also  durch  Subtraction  den  Werth  von  T\  welcher  zu  jenem  bestimmten 
Werth  v0  der  Anfangsgeschwindigkeit  gehört;  nun  gehört  aber  zu  jedem 
beliebigen  u  ein  Werth  JDU7  also  wegen  a  =  Du  —  D9o  auch  ein  Werth 
von  a,  folglich  lässt  sich  zu  irgend  einem  bestimmten  v0  und  hierbei 
zu  jedem  beliebigen  Werth  von  a  der  Werth  von  T'  ohne  Mühe  be- 
stimmen. Kurz  es  lässt  sich  eine  secundäre  Tabelle  T'  mit  doppeltem 
Eingang  für  verschiedene  v0  und  verschiedene  a  leicht  anlegen.  Analog 
für  die  übrigen  Functionen. 

Wir  stellen  die  Definitionen  der  secundären  Functionen 
kurz  zusammen. 

Es  ist 

(r(u,v0)-Tm-TH 

®(U7  Vo)  =   Ju  —  JVo 


&(u,v0) 


D    —D 


«\> 


A    —  A 

&(U,  %)  =  Ju  —  DU  _  j 


*o 


®(a)  =  0(a)  +  Sl(a) 
<p  (a)  =  — —  • 

Die  Hauptgleichungen,  welche  zur  Lösung  des  Problems  dienen, 
finden  sich  im  13.  Abschnitt  zusammengestellt,  wobei  die  Bedeutung 
aämmtlicher  Zeichen  wiederholt  ist. 

Ea  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  Rechnungen  mit  Hilfe  der  secun- 

dären  Functionen  und  der  Hojel- Vallier'schen  Tabellen  sich  einfacher 

gestaltexx  a]a  diejenigen  mit  den  ursprünglichen  SiaccFschen  Gleichungen 

j  ake]ieu;  insbesondere  ist  die  wichtige  Aufgabe,  den  Factor  i  oder 

j      /ri      ^e/2  J^rfeiiruugsdaten  zu  berechnen,  allein  auf  diese  Weise,  mittelst 

fräh^ w     ^e/fo   tf>S     0^L3le  Mühe  durchzuführen,  während  dieselbe  Aufgabe 
«Ä?as0*        öftere    "Wiederholungen  umständlicher  Näherungsrechnungen  er- 

% 
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Uebrigens  werden  wir  später  im  14.  Abschnitt  sehen,  dass  mit 
der  obigen  Umwandlung  des  ursprünglichen  Siacci'schen  Gleichungs- 
systems nichts  Anderes  erreicht  ist,  als  dass  die  ballistischen  Elemente 
y,  cd,  t  etc.  wieder,  wie  bei  Bernoulli,  Euler  und  Didion,  in  Functionen 
der  Abscisse  x  ausgedrückt  sind;  eine  Umwandlung,  die  schon  SiaccivgLNotese. 

selbst  durchgeführt  hat:  Wegen  -D(w)  =  -D(v0)  +  —  ist  u  eine  Function 

Ton  x,  also  y>  ©,  t  selbst  Functionen  von  x.  Man  kann  somit,  unter 
Zugrundelegung  des  quadratischen  Gesetzes,  auf  die  Euler-Didion'sche 
specielle  Lösung  zurückkommen.  Gerade  diese  Lösung  ist  im  §  18 
für  den  indirecten  und  Bombenwurf  benützt. 

Wir  gehen  nimmehr  zu  den  Methoden  für  diese  Wurfart  über. 
Wir  müssen  hierbei,  um  die  geschichtliche  Entwicklung  kennen  zu 
lernen,  zu  den  Arbeiten  von  Bernoulli  und  Euler  uns  zurückwenden. 

§  16.  Die  Euler-Otto'sche  Methode  für  den  indirecten  und  Bombenwurf 
(auf  Grund  des  quadratischen  Luftwiderstandsgesetzes). 

Wir  wiederholen  zunächst  die  Euler'schen  Resultate,  welche  am 
Schluss  des  4.  Abschnitts  zusammengestellt  sind.    Wir  hatten 

m  t;2  =  £ _i  +  g.' ==_ 

v  ;  c    Cx-pVi  +  p'-keip  +  Vi  +  P*) 

(2)  C  .  dx  =   — P- T^=r-. 

(3)  cdy-  pdp* 


(4)        Vf^  •  dt  = ~dp   -  .-^=-= 

v<k  -pVi  +  p*  -  iog  (p + yi  +  P*) 

W         c/coB'a'^  =  Ci  -  1>VH^"2- log (p  +  Ki+p); 

wo     p  =  tg  (O  . 

Hierbei  war  die  Verzögerung  durch   den  Luftwiderstand  ==  c  •  t>2, 
und  Ct  bedeutet  die  Abkürzung: 

C,  =  tg« •  VHFtg^  +  log  (tg«  +  VTTtg^)  +  ,.,,'. 


c  •  v0M  •  C08"a 


Die  Neigungswinkel  ß  der  Asymptote  des   aufsteigenden  Astes  be- 
stimmten sich  aus  der  Gleichung 

tg/».yi  +  tg»/j  +  iog  (tg/j  +  y\  +  tg»  /j)  -  c,. 

Man  sieht,  dass  die  Function,  welche  die  Bewegung  im  lufterfüllten 
Baum  Ton  derjenigen  im  leeren  Raum  scheidet,  nämlich  die  Function 
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tgo>.}/l  +  tg2a>  +  log(tga>  +  yi  +tg'a>) 
oder  tg  m  •  sec  co  +  log  tg  (45°  +  y)  =  2  •  (©) , 

eine  Hauptrolle  in  den  Gleichungen  spielt;  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit 
2  (co);  also  speciell  z.  B. 

tg«.}/l  +tg*a  +  log  (tga  +  V 1  +  tg2  a)  mit  2(a). 

Führen  wir  ferner  statt  der  Constanten  c  wieder  den  schon  ge- 
brauchten Factor  x  ein,  dessen  physikalische  Bedeutung  früher  erläutert 

wurde,  nämlich   x  =  T/~,  und  berücksichtigen,  dass  jetzt 

(0)  =  («)+2.v.CO8,a, 

sowie  dass  -^   oder  vx  =  t;  •  cos  co  =  _..,    speciell 


Vi  +  lP 


vXo  =  t?0  •  cos  a  = 


u, 


ist,  so  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen.     Aus  (1)  folgt: 

«     

(6) 


v*  = 


^•Vf^T  +  w 

x0 

Aus  (ö)  ergibt  sich: 


(•) 


l/9-l/(ß  — («) 


2g  s 


1? 


2(/J)-2(a>), 


oder 

(7) 


X0 


s  -  "  .-log  m  (*=P\  ■ 


Denken    wir    uns    nun    zwei    Bogenstücke    derselben    Flugbahn 
(Fig.  29),  beide  vom  Abgangspunkt  0  aus  gerechnet;  der  eine  sei  OA, 

der   andere    OB]   so   ist   die   Differenz   z/s 
y  oder   der   Bogen  AB  gleich   der   Differenz 

der  betreffenden  Ausdrücke  (7),  wobei  ß  und 
x  denselben  Werth  behält.  Die  Horizontal- 
neigungen der  Tangente  in  A  und  B  mögen 
sein  o  und  (olf  und  den  Bogen  z/s  denken 
wir  uns  so  klein,  dass  er  mit  der  Secante  AB  verwechselt  werden 
kann;  dann  haben  wir  zunächst 


'«WWW  SFJ777777 /. i 1  iht-^-^awk 

Fig.  29. 


oder 
(8) 


Js  =  fg  N  »■*  ((/»)  -  (•))  -  log  n»t  ((ß)  -  0»i))] 

Js  =  ~.  log  nat  W-^.  . 


Die  wichtigsten  Näherungsmethoden  zur  Lösung  des  ballistischen  Problems.  119 

Die  Horizontalprojection  z/#  und  die  Verticalprojection  Jy  dieses 
geradlinig  gedachten  Flugbahnelements  z/s  werden  dann,  indem  man  als 
Horizontalneigung  von  z/s  den  Durchschnitt  zwischen  o  und  colf  also 

""t^1  wählt;  erhalten  durch 


(9) 


A  M  a>  +  o»,         %*  ffl  +  »,     ,  ,    (ß)  —  (<d) 

Jx  =  Jscos-^ .  =  _.co8-^.lognat^— ±± 
^fy  -  ^8 .  .m --J-i  — ^  •  «n  ^f-i  •  log  n«t -g^  • 


Endlich  stellen  wir  einen  analogen  derartigen  Ausdruck  auf  für 
die  Zeit  z/£,  welche  das  Geschoss  zum  Durchlaufen  des  Flugbahn- 
elements ds  braucht.   Die  Horizontalcomponente  der  Geschwindigkeit  ist 


^.y^iE±&' 


wobei   wir  wieder  statt  (cd)  oder  (©1)  deren  Durchschnitt  genommen 


haben;  also  gibt   Jt=  die  Beziehimg 

X 


+  0>1 


Durch  Summation  von  z/#,  z^y;  z/£  erhält  man  sodann  die  Werthe 
x,  y,  t,  die  man  sucht. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erkennt  man  deutlich,  das 8  die  Be- 
rechnung von  z/#,  4y>  dt  und  der  Summen  x}  y7  t  hierfür 
ganz  wesentlich  dadurch  erleichtert  wird,  dass  man  zuerst 
für   ein   ganz   bestimmtes  ß,   also  auch  (/J),   d.  h.  für  die  aus 

(/})  =  (a)  -J-  ~  •  (— )  sich  ergebende  Combination  von  An- 
fangsgeschwindigkeit und  Abgangswinkel  jene  Ausdrücke  (9) 
und  (10)  und  ihre  Summen  berechnet,  sodann  für  ein  zweites 
bestimmtes  ß  u.  s.  f.  Dies  heisst  geometrisch,  man  rechnet  (stück- 
weise) die  Flugbahnschaar,  die  zu  einem  ersten  ganz  be- 
stimmten Neigungswinkel  ß  der  Asymptote  des  aufsteigenden 
Astes  gehört,  sodann  die  Schaar,  die  zu  einem  zweiten 
dritten  etc.  ß  gehört,  und  stellt  auf  diese  Weise  Tabellen  auf. 

Dies  ist  der  Gedankengang,  welchen  Euler  in  seiner  öfters  er- 
wähnten Abhandlung  vom  Jahr  1753  angab,  und  welchen  insbesondere 
Otto  1842  wieder  aufnahm  und  weiter  durchführte.  Otto  berechnete 
die  Werthe  von  z/#,  z/y,  z/£  und  deren  Summen  für  eine  grosse  Zahl 
derartiger  Schaaren  von  Flugbahnen  und  stellte  die  Ergebnisse  in  einer 
umfangreichen  Tabelle  zusammen. 


I 

i 
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•  

Für  den  praktischen  Gebrauch  wird  man  also  nicht  mehr  auf  die 

Gleichungen  (6)  bis  (10)  zurückkommen,  sondern  bei  Schüssen  mit 
:  Anfangsgeschwindigkeiten  unter  ca.  250  met/sec  wird  man  einfach 

;  Otto's  Tafeln  für  den  Bombenwurf  (Berlin  bei  Mittler  1842),  deren 

'  Gebrauch  keiner  weiteren  Erläuterung  bedarf,  benützen.   Ihres  Umfanges 

b  wegen  sind  sie  hier  nicht  wiedergegeben. 

,  vgl. Note 57.        Hinzuzufügen  ist,  dass  Braccialini  andere  derartige  Tabellen  be- 

j  rechnete,  auch  den  Fall  berücksichtigt,  dass  das  Ziel  nicht  in  Mündungs- 

höhe  liegt,  dass  Zabudski  eine  kleine  Tabelle  angibt,  welche  die  Ab- 
I  nähme  der  Luftdichte  mit  der  Erhebung  über  dem  Boden  in  Rechnung 

einbeziehen  lässt,  und  dass  Siacci  und  Lardillon  die  Otto'schen  Ta- 
bellen für  den  praktischen  Gebrauch  bequemer  arrangirt  haben;  in 
dieser  Form  findet  man  die  Tabellen  u.  A.  von  Vallier,  Balistique 
experim.  Paris  1894,  pag.  111 — 135  wiedergegeben. 

§  17.   Die  Euler-Bashforth'sche  Methode  für  den  indirecten  Schuss 
(auf  Grund  des  entaschen  Luftwiderstandsgesetzes). 

Denselben  Gedanken  Eulers,  welchen  Otto  für  das  quadratische 
vgl.  Note  58-Gesetz  durchführte,  verwerthete  Bashforth  für  das  cubische  Gesetz. 

Wiewohl  die  Lösung  des  Problems  in  der  allgemeinen  Jak o bi- 
schen Losung  für  die  Widerstandsform  a  +  6  •  vn  als  specielle 

(n      Padu 
a  =  0,       w  =  3,      Jf=cos-"a.e7^^=  -i-J 
7  7  C088(0/ 

enthalten  ist,  wollen  wir  doch  die  Bashforth'sche  Lösung  getrennt  für 
sich  besprechen. 

Den  Widerstandscoefficienten  nimmt  Bashforth  für  verschiedene 
Bereiche  der  Geschossgeschwindigkeit  v  verschieden  an;  er  setzt  den 
Luftwiderstand  W 

von  v  =  600  bis  550,  W  =  0,000068  ~-R*x-  v* 

7  7  1,206 

„  t>  =  550  „  500,  W  =0,000075  „  „ 

„  »  =  500  „  460,  F"=  0,000082  „  „ 

n  «  =  460  „  419,  W=  0,000090  „  „ 

„  v  =  419  „  375,  W  =0,000094  „  „ 

„  v  =  375  „  330,  W=  0,000084  „  „ 

„  v  =  330  „  1^=0,000060  „  „ 

Die  Zerlegung  der  Geschossbewegong  längs  der  Horizontalen 
(X-Achse)  und  der  Normalen  zur  Flugbahntangente  gibt  wieder  die 
Gleichungen: 


(Einheiten: 
m,  kg,  sec). 
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(i) 


P     &V 

=  W •  COS  (0  =  — *'3 


(2) 


dt 


•  tr  •  cos  gj 


AV1,  o  P    1,206 

wo  zur  Abkürzung  xa  =  ^ — ~T~2  > 

dm  i  dco  9 

—  V  '  ~dt  =  8  '  C08  m    °  V*  '  ~di  =  —  9  '  C        °  " 


Dabei  bedeutet  J2*ä  den  Geschossquerschnitt,  P  das  Geschossgewicht, 
d  das  Gewicht  von  1  cbm  Luft,  A  die  obigen  Zahlencoefficienten,  co 
den  Neigungswinkel  zwischen  Tangente  und  Horizont. 


vi 


dv. 


v* 


Da   W  =  — i r- »  so  hat  man  au8  (1)  ~3T  =  —  -^  *      » 

x8    cos8 ob7  x  '     dt  x8    cos1» 


und 


/CVv   dt              1 
aus  (2)  —  = 


dm 


j- ;  beide  letztere  Gleichungen  multiplicirt,  gibt 


(3) 


dv 


1        dco 

**      COS*  0)  ' 


eine  Gleichung  zwischen  vx  und  m,  in  welcher  die  Variabein  getrennt 
sind,  integrirt 

-i  +  jj-  -  7(8  •  tg  •  +  tg»  •)  -  i,(3  •  tg«  +  ig»«); 
oder  mit  der  Abkürzung   P«  =  3  •  tg  co  +  tgs  co , 


v 


vx  = 


*0 


oder  umgekehrt 

(4)  P„..p._£.(£^i). 

Integrirt  man  speciell  bis  zum  Scheitel  und  nennt  U  die  Ge- 
schwindigkeit des  Geschosses  in  dem  Scheitel,  so  hat  man  in  Beziehung 
auf  cd  die  Integration  zu  erstrecken  von  a  bis  0*,  dann  wird,  da  speciell 
für  den  Scheitet   P„=sO  ist, 


Scheitelgeschwindigkeit  U=  -^ --- --J- 


(5) 


Ki  +  S-P« 


damit 


vx  = 


X" 

U 


y^!>.' 


Nun  war 


vx-  da 


—  g  •  cos 
dies  gibt  mit  (5): 


>  ,  1  o      dco  7  1         o      dm       . 

,a>'  9  cos1©'      J  9  cos'w      °     ' 
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(6) 


t  = 


y  /        \/ — 

/      C08*  0)   •     1/  1  


—  P 

«8  ö» 


U       rpa 


CO 


X  = 


J    cos1«  •  1/  I  1  — 


X*  w 


y 


ui 


U) 


a 
IP  f*  tgO)  •  dco 

tu 


Man  sieht,  dass  die  Integrale  T,  X,  Y  ausser  co  nur  —  enthalten; 
Bashforth  hat  für  die  vom  Scheitel  ab  genommenen  Werthe 

T»,    Xy,     yy    und  für  die  Function    Pw 

Tabellen  berechnet,  und  zwar  für  verschiedene  Werthe  von  gj 

und   verschiedene  Werthe    der    Combination   — :   dann  ist  all- 
gemein : 

a  m 

z.B.     Tl  =  Tl  +  T«  =/-/• 

0  0 

Damit  lässt  sich    t}  x,  y  und  vx   berechnen.     Die  Tabellen  von 
Bashforth  sind  zu  umfangreich,  um  hier  Platz  finden  zu  können. 

Die  Veränderlichkeit   der  Luftdichte    mit   der  Erhebung   y   über 
vgi.Noto59.  dem  Boden  hat  San  Roberto  mit  berücksichtigt.     Seine  wenig  ein- 
fachen Formeln  leiten  wir  hier  nicht  ab. 


Zusammenstellung  für  das  Bashforth'sehe  Rechnungsverfahren. 

Es  bedeute: 
JPx  =  Geschossquerschnitt  in  qm, 
^°=  öeschossgewicht  in  kg, 
"  =  öe wicht  von  1  cbm  Luft, 

^  =  <iie  obigen  Zahlencoefficienten  (zwischen  0,000060  und 

°,000O94), 

\xy)  =  cj|e  Koordinaten  des  Geschosses  nach  t  Secunden,  wobei 

c&   Jei"     Horizontalneigungswinkel    der    Bahntangente, 

^  die     Geschossgeschwindigkeit,    vx  deren   Horizontal- 

componente    v-cosco    ist    (speciell    im    Abgangspunkt 


v. 


Vo 


cos  cc). 
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Dann  ist: 


(i) 

(2) 


P  •  1.206 


ptJi  =  3  .  tg©  +  tg3©   (hierfür  Tabelle  mit  Argument  cd), 

speciell  Pa  =  3  •  tg  a  -f  tg3  a } 


(3) 


Scheitelge8chwindigkeit  U=  -a- 


i> 


V 


1+^ 


(4)     «,- 


tf 


y-s 


fa f 


0} 


(5)  <  —  —  •  T" 
v  '  g       a 

(6)  *-^.Z: 


für  T«,  X£,  Y%  Tabellen  mit  Argument  <d 

und  -?', 
dabei  ist  z.  B.  X«  —  X«  —  X» . 

co  0  0 


Ist  also  z.B.  12,  P;  <?,  v0  und  a  gegeben,  so  berechnet  man 
nach  (1)  zuerst  x}  entnimmt  aus  der  Tabelle  P  den  Werth 
von  Pa  und  berechnet  ZJnach  (3).    Dann  erhält  man  zu  irgend 


einem  Werth  von  o  und  dem  berechneten  — ¥  die  Werthe  T, 

X  und  Zaus  den  Tabellen  und  hat  nach  (5),  (6),  (7)  die  Grössen 
t,  x,  y;  speciell  mit  c?  =  0  erhält  man  die  Scheitel-Coordi- 
naten  xt  und  y,}  sowie  die  bis  zum  Erreichen  des  Scheitels 
verflossene  Zeit  ts. 

Beispiel. 

2B  =  0,2286  m;  P=  110,9  kg;  v0  =  315,5  m;  «  =  43,5°;  d  =  1,206kg; 

gesucht  die  Scheitelordinate  y,. 

P  110.9 


% 


A  •  JR*«         0,000060    0,1143*  •  3,1416 
pa  =  3  ■  tg43,5°  +  tg343,5°  =  3,7015, 

315,5  -  cos  43,5 


tT<;  =  45033000 , 


U  = 


El 


182,1 3 
45033000 


3l5,53cosa 43,5    3,7015 
46Ö33ÖÖÖ 

=  0,1341. 

ü 


=  182,1 , 


Die  Tabelle  Y  gibt  f ür  ^-  =  0,1341   und   a>  =  0    den  Werth    F48»5 

*  o 

=  0,58195  (durch  Interpolation);  also 

IT1  182  1* 

Scheitelhöhe  y$  =  —  .  0,58195  =£zzz  '  0,58195  =  1966  m. 
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/ 


/ 


§18.  Die  Didion-Siacci'sche  Methode  für  den  indirecten  und  Bomben- 
Wurf,  mit  Geschwindigkeiten  unter  ca.  250  metybec. 

Dieser  Methode,  wie  der  Euler-Otto'schen,  liegt  das  quadratische 
Luftwiderstandsgesetz  von  Newton  zu  Grunde.  Dem  Wesen  nach 
ist  sie  einfach  eine  Specialisirung  der  oben  geschilderten  Di- 

dion'schen  Methode  auf  das  quadratische  Gesetz;  also  mit  —  =  0. 

Weiterhin  hat  jedoch  Siacci  durch  Einführung  seiner  sog.  Schuss- 
factoren (f9f19  .../i),  sowie  durch  bequemere  Anordnung  der  Tabellen 
die  Berechnung  bedeutend  vereinfacht. 

Zunächst  haben  wir,  aus  den  Didion'schen  Gleichungen  §12,  indem 

wir  darin  überall  —  =  0  setzen  und  bedenken,  dass  für  daa  quadra- 
tische Gesetz  der  Siacci'sche  Factor  ß  mit  dem  Didion'schen  Factor  <t 
identisch  wird,  folgendes  System: 


(1) 


tg  a  •  x  — 


9    x* 


2  •  v0*  •  cos*« 


G 


(2)      tgo  =  tga  — 


9  •  x 


v0*  ■  cos*« 


•Gi 


wo    G  =  - 


e'—l  —  z 
2 


w 


<?,= 


(3)     <- 


X 


v0  •  cos  « 


ö, 


2 


/a\                vo'  cosa     ,y 
(4)      V  =  -^— Cr, 


C08  09 


» 


G2  = 


»      G3 


e*  —  1 

z 

Y 


H    *        '*  1,206     P 

Aus  (1)  folgt,   wenn  man  y  =  0  setzt,  also  unter  x  speciell  die 
ganze  Wurfweite  X  versteht, 

sin  2«   V         r  nC7\ 

wobei  Z=2ßqX  ist.    Man  kann  den  Factor   ***"•*•*    den  Siacci 

9 '  -X. 

mjt  f  bezeichnet,  für  alle  möglichen  Wurfweiten  X  berechnen,  indem 
man    ei^j^jj    eine  Tabelle   der  Function  G   für   verschiedene  Z  oder 
%  J  anlegt. 

e*2ier  folgt  aus  (2)  durch  Division  mit  tga 


Ist    K 


tg<o 
tga 


20-re 


v0 *  •  sin  2  a 


•öi- 


***"  ~     ~2&****#  5peciell  die  Abscisse  X  des  Auffallpunkts,  so  ist  tgra  =  —  tga' 
^spitze    -Auifallwinkel);  dann  wird 


Die  wichtigsten  Näherungsmethoden  zur  Lösung  des  ballistischen  Problems.  125 
*«:_     \9\\-.Gl{Z)-\     oder    -ilS^_l. 

tg  a         t?0*-sin2a        1V     '  G(Z) 

Also  auch  für  den  Factor   ^—  =  f\    lässt  sich  eine  Tabelle  mit  der 

tg  a       ll 

Schussweite  X  als  Argument  leicht   anlegen,   indem   man   für   einen 

2  •  G 

Werth  von  X  und  damit  Z  nach  dem  andern  den  Factor  —^-k  —  1  be- 
rechnet u.  s.  f. 

Zusammen  haben  wir  Folgendes: 

/*\      f  _V-sin2g  _  r  (rr, 

W     '  9-X      —{T^)  (r  =  ganze  Flugzeit, 

/g\     f  _  *%"  _  2  .  ^i(^) i  x0  =  Scheitelabscisse,  £0  =  2  0  •  g  •  x0 

'*       tg  «  '  ö(Z)  Y  _  Scheitelordinate 

(7)  /•  _       r       =  j/][ .  &*(&_       *  =  Gewicht  von  1  cbm Luft:  1,206 

2       yx-tga        V  9     YG{Z)       i  =  Coefficient  för   die  Form   der 

(8)  —  = v    cosg'  gf  /^\  Geschossspitze 

/s         t?0-cosa  »\    /  p 

W     /<  —  x"  — ■  ~z  ß  s.  in  Tabelle  XHL) 

Z 

dabei  £0  zu  erhalten  durch:   z0  •  Gx(e^  =  y  •  6r(Z) 

(ii)  f,-*-1^ 

/io\     /•        9-i-ß    v0*-8in2a 

i1*)  u — c g — 

Die  Tabelle  XXI  enthält  für  die  verschiedenen  Wer the  von  Z 
die  Werthe  von  f}  f19  f2  bis  f7  (sie  ist  berechnet  von  Castagnola 
und  Gianila  auf  Anregung  von  Siacci). 

Ist  also  z.  B.  ausser  P,  JR,  <?,  i  die  Wurfweite  X  und  der 
Abgangswinkel  a  gegeben,  und  man  fragt  nach  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit vQ)  der  Scheitelhöhe  F,  der  Flugzeit  T  etc.,  so  rechnet  man 
folgendennassen : 

Man  kennt  q,  X}  ß,  also  Z,  sucht  hierzu  die  Schussfactoren  f} 
fx  ...f7  aus  der  Tabelle  auf,  dann  gibt  (5)  den  Werth  von  t?0;  (6)  gibt 
a',  (7)  gibt  T  u.  s.  f. 

Ist  dagegen  v0,  X  und  a  gegeben  und  man  sucht  a}  T,  v'}  xQ} 
Y  und  iß,  so  wird  zuerst  aus  (5)  f  berechnet;  die  in  der  Tabelle  auf 
derselben  Horizontalreihe  stehenden  Factoren  flf  f%  ...fl7  sowie  Z  er- 
hält man  damit  gleichzeitig;  folglich  hat  man  a  wegen  (6),  etc.  die 
andern. 

Unter  Umständen  wird  man  auch  bei  dieser  Methode  für  eine 
Grosse  z  vorerst  einen  Näherungswerth  annehmen   und  diesen  dann 


Tab.  XXI. 


126 


Fünfter  Abschnitt. 


durch  Wiederholung  der  Rechnung  corrigiren;  z.  B.  gegeben  v0  und 
X,  gesucht  a.  Man  nimmt  zunächst  ß=l,  man  kann  jetzt  f6  be- 
rechnen, folglich  auch  f  und  /\;  damit  hat  man  a  und  sodann  v0. 
Fällt  a  >  20°  aus,  so  sucht  man  das  richtigere  ß  zu  dem  erhaltenen  a 
und  zu  X  und  rechnet  von  neuem,  wie  angegeben. 

Eine  Zusammenstellung  mit  Zahlenbeispiel  folgt  im  13.  Ab- 
schnitt. Wie  die  Methode  systematisch  zur  bequemen  Schusstafel- 
berechnung verwendet  werden  kann,  haben  Ferruccio  Mola  und  von 
Scheve  gezeigt;  von  Scheve  hat  an  den  Tabellen  noch  einige  Ver- 
besserungen angebracht. 

Hinzuzufügen   ist   noch,   dass  F.  Chapel  ganz   analoge  Tabellen 
auf  Grund  des  cubischen  Gesetzes  aufgestellt  hat.     Hierüber,  sowie 
vgl.  Note  6o.  über  einige  andere  diesbezügliche  Arbeiten  vgl.  die  Literaturnote. 

Hier  soll  noch  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden,  wie  Siacci  die 
Lösung  auch  allgemeinerer  Aufgaben  durch  seine  Schussfactoren  ver- 
einfacht. 

Aufgabe.  Die  (indirecte)  Flugbahn  soll  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  mit  den  Coordinaten  (ab)  und  (a^)  hindurch- 
gehen. 

Die  Gleichung  der  Bahn  ist 


j/  =  tgas 


gx% 


e*  —  l  —  z 


2  •  cos*«  •  v0* 


z' 


wobei   z  =  2  •  ß  •  q  •  x   ist. 

Da  für  x  =  a,  y  =  b  und  für  x  =  al9  y  =  bt  sein  soll,  so  hat 
man,  durch  Einsetzen,  zwei  Gleichungen,  welche  v0  und  a  bestimmen 
lassen: 


b  =tga-a  — 


g~a* 


2  ■  v0*  •  cos*« 


G(z),    wo  z  =  2ßqa  ist 


n    a   * 

bx  —  tg a .  a,  —  — ?8_i-^- .  a(gx)f  wo  *t  =  2ßqax  ist 
hieraus: 


2  Gleichungen 
für  v0  und  a; 


tga  = 


h  "77 — '»  '  77" 

'    V°    ~  2  •  cos 


u-u 


U  ~  U 


'   ft(7-ö' 


wobei  /*,  und  /*/  die  Werthe  sind,  welche  auf  derselben  Horizontalreihe 
stehen  mit  resp.  f6  =  *^Lf  und     ^'  _  ULÄ  ,  (fti(i=  1). 
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§  19.    Graphische  Methoden  zur  Lösung  des  ballistischen  Problems. 

Es  sei  die  Anfangsgeschwindigkeit  vQ  und  der  Abgangs- 
winkel a  für  ein  bestimmtes  Geschoss  gegeben;  man  will  auf  graphi- 
schem Weg  die  sämmtlichen  ballistischen  Elemente,  also  Wurf- 
weite, Flugzeit,  Ordinate  für  irgend  eine  Absei  sse,  Bahngeschwindigkeit  etc. 
bestimmen,  unter  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Luftwiderstands- 
gesetzes. 

1.    Die  Methode  von  Fonoelet-Didion. 

Diese  beruht  auf  der  Anwendung  des  Satzes  von  der  lebendigen 
Kraft.  Es  sei  MQ  der  Abgangspunkt,  M0T0  die  Abgangsrichtung  des 
Geschosses,  v0  die  Anfangsgeschwindigkeit.  Wir 
denken  uns  zunächst  die  Flugbahn  in  so  kleine 
Theile  M0M1}  Jf1.äf2,  M2Mn  etc.  zerlegt,  dass  - 
jedes  Bogenstück  als  geradlinig  betrachtet  werden  J^ 
kann,  fassen  also  die  Flugbahn  als  Polygon  mit 
geraden  Seiten  auf. 

Der  Luftwiderstand  in  M0  ist  längs  der 
Anfangstangente,  also  nach  der  Voraussetzung 
längs  MlM0  gerichtet;  in  derselben  Richtung 
wirkt  ausserdem  die  eine  Componente  der  Schwer- 
kraft, die  wir  uns  in  der  Richtung  der  Tangente 
und  Normale  in  jedem  Curvenpunkt  zerlegt  denken  Fig.  90. 

(Fig.  31),  also  wirkt  längs  der  Tangente  in  M0: 

Luftwiderstand  -f-  Componente  N0P0  des  Gewichts  =  TQ) 
unter  Zugrundelegung  des  Didion'schen  Gesetzes  ist  also 
(1)  T0  =  0,027  -  R*it  •  (V  +  0,0023  .  v03)  +  N0P0 . 

Dieser  Ausdruck   kann  berechnet  werden, 
da  man  v0  und  a  kennt.     Nun  ist   längs 
der  Tangente  die  Abnahme  der  lebendigen 
Kraft  des  Geschosses  gleich  der  Arbeit  der         ^ 
Kraft  T0  auf  dem  sehr  kleinen  Weg  MqM^     jff  / 
die  Kraft  T0  sehen  wir  längs  dieses  Wegs  ^  ^-^ 
als  constant  an  und  haben 

\  )     IT   '   "ü        2 

Hieraus  lässt  sich  v1  berechnen;  denn 
wir  kennen  70,  v0  und  die  Geschossmasse  m 
und  können  M^MX  (beliebig  klein)  wählen. 
Wie  wird  nun  dieser  Bogen  M0M1 
(Fig.  31)  beschrieben?  Fig%  81 


Vgl.  Not«  61. 


•V— iftnvJ*=M0M1T0. 
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Die  Componentensumme  M0 N0  oder  N0  entlang  der  Normalen  M0C0 
gibt  die  Arbeit  Null.  Die  Kraft  N0  wird  dazu  verwendet,  die  Bahn 
zu  krümmen;  sie  hat  die  Grosse 


(3) 


Vn 


0  Qo 


Daraus  kennt  man  den  Krümmungsradius  M0C0  oder  q0  in  M0,  damit 
den  Schnittpunkt  C0  der  zwei  aufeinanderfolgenden  Normalen  M0C0 
und  M1C0.)  um  C0  beschreibt  man  darnach  einen  sehr  kurzen,  also  mit 
der  Secante  MQMt  nahezu  zusammenfallenden  Kreisbogen  M0M1  mit 
dem  Radius  M0C0.  Damit  ist  man  im  Punkt  Mi  angelangt,  wo  man 
als  neue  Tangentenrichtung  MXM2  die  Kreisbogentangente  in  Mi 
oder  die  Senkrechte  auf  MXC0  hat. 

Von  Mx  aus  verfährt  man  analog  weiter;  man  berechnet 

Tx  =  0,027  .  R2jt  (V  +  0,0023  .  v^)  +  P1  Nx 
und 

1  Qi 

Der  Werth  von  Tx  dient  dazu,  mittelst 


Ymvi 


2 


iwt,j 


2 


=  TX.MXM% 


die  neue  Geschwindigkeit  v2  zu  bestimmen,  und  die  Componente  Ml  Nx 
oder  Nt  gibt  den  neuen  Krümmungsradius  Qt  oder  Mx  Cx  u.  s.  f. 

So  fahrt  man  mit  der  punktweisen  Construction  fort;  nachdem 
der  Scheitel  überschritten  ist,  werden  natürlich  die  zwei  Kräfte:  Luft- 
widerstand und  tangentiale  Schwerkraftscomponente  einander  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sein,  weshalb  man  bei  Berechnung  von  T  auf  das 
Vorzeichen  zu  achten  hat. 

Endlich  die  Flugzeit  ermittelt  man  folgendermassen: 

Zum  Zurücklegen   des  Bogens  M0M1    brauche  das   Geschoss  die 

sehr  kleine  Zeit  £;  längs  M0M1  sehen  wir  die  Kraft  T0  als  constant 

an;  diese  ist  also  gleich  bewegter  Masse  m  des  Geschosses  multiplicirt 

mit  dem  Verhältniss  der  Geschwindigkeitsabnahme  v0  —  vt  zur  Zeit  t7 

in  welcher  letztere  erfolgt,  also 


A/er*Us  wird 


l0  —  m - — , 


t=m% 


tnvt 


O, 


O«) 


***  da    tnv0* 


ntVj2  =  2M0M1  •  T0,   so  ist  auch 

%  +  *>!     ' 
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ein  Ergebniss,  das  man  auch  daraus  ableiten  kann,  dass  der  Weg  M0Ml , 
welcher  thatsächlich  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  vom  Geschoss 
beschrieben  wird,  auch  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  beschrieben 
gedacht  werden  kann,  welche  gleich  ist  dem  arithmetischen  Mittel  aus 
den  beiden  Endgeschwindigkeiten  t?0  und  vx  in  M0  und  M1. 

Die  ganze  Flugzeit  ist  dann  die  Summe  aller  dieser  Zeittheilchen  t. 
Auch  der  Scheitel,  der  Punkt  kleinster  Geschwindigkeit  und 
der  Punkt  des  kleinsten  Krümmungshalbmessers  lassen  sich 
mit  dieser  Methode  graphisch  bestimmen. 

Bei  sehr  flachen  Bahnen  wird  der  Krümmungsradius  q0}  q,  etc. 
sehr  gross,  so  dass  die  Punkte  C0  Cx . . .  über  das  Zeichnungsblatt 
hinausfallen  würden.  In  diesem  Fall  schlagt  Dielion  vor,  die  Bögen 
M0M17  MXM2  etc.  als  Kreisbogen  oder  auch  Parabelbögen  zu 
berechnen.  Bei  ersterer  Annahme  z.  B.  habe  man,  MQT  als  Abscissen- 
achse  und  die  Richtung  von  M0C0  als  Ordinatenachse  betrachtet,  (xy) 
als  Coordinaten  von  M7  so  ist  x*  +  tf2  —  2p0  •  y  =  0 ,  woraus  q0  bezw.  y 
folgt;  das  Nähere  s.  bei  Didion. 

Dielion  hat  auch  seine  oben  erwähnten  Functionen  J3,  D,  J  etc. 
graphisch  aufgetragen  und  führt  daran  die  geometrische  Construction 
seiner  analytischen  Lösungen  aus. 

2.   Andere  Methode  zur  punktweisen  geometrisohen  Construction 

der  Flugbahn. 

Diese  Methode,  welche  der  Verfasser  vorschlägt,  beruht  auf  der 
Unabhängigkeit  der  Wirkungen  mehrerer  Kräfte,  welche 
gleichzeitig  denselben  Massenpunkt  beeinflussen  und  der 
Lösung  des  ballistischen 
Problems  ohne  Rücksicht 
auf  die  Schwerkraft  oder 
der  Verwendung  der  Ta- 
belle von  Krupp. 

Man  denke  sich  wieder 
die  Flugbahn  als  ein  Polygon 
OCCjCj . . .,  wo  die  einzelnen 

Punkte  sehr  nahe  bei  einander  0"'*s^^''*rsss> » \w  ^?<z 
liegen,    denke    sich    also    das  Fig.  32. 

Geschoss  in  gleichen  kleinen  Zeittheilchen  (Secunden  oder  halben  Se- 
eunden  oder  zehntel  Secunden)  in  seiner  Bahn  fortschreitend.  Die  An- 
fangsgeschwindigkeit v0  m  sei  auf  der  Linie  OB,  welche  die  Schuss- 
richtung angibt,  wiederholt  abgetragen;  also 

OAx  =  A1A2  =  A^AZ  =  • .  •  =  vQ . 

Cranz,  Ballistik.  y 
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Nun  gibt  die  Tabelle  von  Krupp  an,  um  welchen  Betrag  die 
Geschossgeschwindigkeit  pro  Secunde  allein  in  Folge  des  Luftwider- 
stands W  abnimmt  (man  hat  darin  nur  noch  die  wirkliche  Querschnitts- 
belastung und  den  Formcoefficienten  einzusetzen).  Will  man  diese 
Tabelle  nicht  benützen,  so  löst  man  die  Bewegungsgleichung 

m  •-rr=  —  W 
dt 

ohne  Rücksicht  auf  die  Schwere  und  stellt,  was  in  endlicher  Form  und 
leicht  möglich  ist,  die  Beziehung  zwischen  Geschwindigkeit  v  und  Zeit  t 
auf,  legt  sich  sodann  eine  Tabelle  für  v}  fortschreitend  etwa  von  Se- 
cunden  zu  Secunden,  an  und  nimmt  die  successiven  Differenzen. 

Wir  überlegen  uns  nun  folgendermassen. 

Wir  fragen,  wo  befindet  sich  das  Geschoss  thatsächlich  nach  einer 
Secunde?  —  Wenn  erstens  das  Geschoss  nur  in  Folge  seiner  durch 
den  Stoss  der  Pulvergase  ihm  ertheilten  Anfangsgeschwindigkeit  weiter 
ginge,  so  befände  es  sich  am  Schluss  der  Secunde  in  At\  wenn  jetzt 
zweitens  nur  der  Luftwiderstand  eine  Secunde  lang  auf  dasselbe  ein- 
wirkte, so  würde  es  von  Ax  nach  B  zurückgetrieben,  wobei  AXB  aus 
einer  der  beiden  erwähnten  Tabellen  zu  entnehmen  ist;  wenn  drittens 
von  jetzt  ab  nur  die  Schwerkraft  eine  Secunde  wirkte,  so  würde  das 
Geschoss  (nach  dem  Galilei'schen  Fallgesetz  für  den  leeren  Raum)  um 

~  =  4,9  m  von  B  nach  C  herabfallen.     In  diesem  Punkt  C  befindet 

sich  nun  auch  thatsächlich  das  Mobile.  Denn  das  schliessliche  Re- 
sultat ist  dasselbe,  wie  wenn  die  drei  Wirkungen  zeitlich  nach  einander 
einträten. 

Wo  befindet  sich  das  Geschoss  nach  2  Secunden  vom  Anfang  ab? 
Die  neue  Bewegungsrichtung  ist  0(7,  entsprechend  der  vorhergehen- 
den  OB.    Allein  in  Folge  der  Stosskraft  befände  sich  das  Geschoss 
nach  2  Secunden  in  ^;  allein  in  Folge  des  Luftwiderstands  würde  es 
von  da  nach  B2  zurückgetrieben  (nämlich  in  der  ersten  Secunde  von 
Aa  nach  Bx  parallel  OJS,  dann  in  der  zweiten  Secunde  von  Bx  nach  Bt 
parallel  OC}  weil  innerhalb  der  zweiten  Secunde  die  Richtung  des 
-Luftwiderstands  diese  andere  ist);  endlich  allein  die  Schwerkraft  würde 
"öwirien,    dass  das  Projectil  mit  constanter  Beschleunigung  g  von  B% 
naG*i    (j    während   der  2  Secunden  herabfiele,   also   um   eine   Strecke 

"j  =-  S-  •  22.     Die  Lage  des  Geschosses  am  Schluss  der  zweiten  Se- 

^S  ist   also    Cv    Die  neue  Richtung  ist  CCX  u.  s.  f. 
£>  CouBttraiTt   man  auf  diese  Weise  weiter,  so  erhält  man  die  Flug- 

\\^^lj  durch,     die    Punktreihe   0CCxC^C^  . .  ..     Man  hat  also  auf  diese 
^0    j£e   &ZLtii rntlichen  ballistischen  Elemente;  nämlich  in  irgend  einem 


Ä 
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Punkt  Cx  z.  B.  die  Horizontalneigung  der  Tangente,  als  Mittel 
der  Neigungen  von  C^  und  CCX  gegen  den  Horizont;  speciell  den 
Auffallwinkel;  ferner  die  Scheitelordinate  und  Scheitelabscisse, 
die  Bahngeschwindigkeit  und  endlich  die  Flugzeit  als  Summe  der 
erwähnten  Zeittheilchen.  Wenn  man  mit  der  Construction  am  Ziel 
angekommen  ist,  so  wird  ein  Polygonpunkt  darüber,  der  andere  darunter 
liegen;  man  rechnet  dann  mit  Proportionalen.  Bei  alledem  ist  die  Ver- 
wendung von  Millimeterpapier  besonders  zu  empfehlen. 

Der  Verfasser  hat  bei  der  graphischen  Losung  mehrerer  Beispiele 
nach  dieser  Methode,  die  wenig  Mühe  erfordert,  eine  erfreuliche  Ge- 
nauigkeit erhalten  (1  m  durch  1  mm  resp.  %  mm  dargestellt). 

(Natürlich  kann  man  auch,  statt  die  Strecken  AtB^^ÄtBl 
=  A$B3  =  •  •  •,  ferner  BlBi  =  B3BA  =  •  •,  ferner  B4tBb  u.  s.  f.  zu 
berechnen  oder  aus  der  Kruppschen  Tabelle  zu  entnehmen,  die  Abscissen 
von  B  oder  C,  von  B2  oder  Cx  etc.  berechnen  oder  entnehmen;  also 
die  Beziehung  zwischen  v  und  x,  statt  die  zwischen  v  und  t  benützen.) 

Da  das  ballistische  Problem  analytisch  nur  mit  Vernachlässigungen 
integrirbar  ist,  so  wird  auch  diese  geometrische  Lösung  eine  Vernach- 
lässigung enthalten  müssen.  Diese  liegt,  wie  man  sieht,  darin,  dass 
wir  annehmen,  während  des  ganzen  ersten  Zeittheilchens  wirke  der 
Luftwiderstand  längs  B0}  während  er  am  Schluss  des  Zeittheilchens 
in  einer  etwas  weniger  steilen  Richtung  wirkt  u.  s.  f.  Je  kleiner  also 
die  Zeittheilchen  gewählt  werden,  um  so  genauer  ist  das  Verfahren. 

Beispiel. 

(Die  wirklich  ausgeführte  Zeichnung  kann  wegen  ihrer  Grösse  nicht 
wiedergegeben  werden;  bei  entsprechender  Verkleinerung  fallen  die  Punkte 
Ax  und  2?;  J^,  2?n  JB%  etc.  zu  nahe  zusammen;  in  Fig.  32  sind  desshalb 
der  Deutlichkeit  halber  absichtlich  übertriebene  Verhältnisse  angenommen.) 

Langgranate  des  21  cm  Mörsers;  Anfangsgeschwindigkeit 
t;0  =  98m;  Abgangswinkel  c  =  37°7%';  Gewicht  P=  80  kg;  Ka- 
liber 2JB  =  0,2093  m. 

Bei  Annahme  des  quadratischen  Gesetzes  ist  die  Bewegungsgleichung 
ohne  Rücksicht  auf  die  Schwere 


integrirt 


dv  9 


= f-  q  •  t     oder     As  =  — ; — - •  At. 


Dabei  ist   q  =  0,014  •  0,1046*  •  3,14  •  9,81  :  HO  =  0,0<4>59. 

Für  die  constanten  Zeittheilchen  At  wählen  wir  z.  B.  halbe  Secunden; 
dann  ist  für 

9* 
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t  =  0 ,     y ,     y ,     y ,     y  >     Y  etc-  Sec'>  der  Reihe  nach 

^5  =  49         48,8         48,7         48,6  m     etc. 

Differenzen  0,2  0,1  0,1  etc. 

Es  ist  also  der  Reihe  nach: 

0Al   =  A1Ai  =  A^AZ  =  •  •  •  constant  =  49  m 
AXB  =  A2B1  =  ASBB  =  •  •  •  =  0,2  m 
BXB2  =  Ä>J?4  =  -  •  -  =  0,1  m     u.  s.  f. 

Die  graphisch  erhaltenen  Resultate  waren: 

( Schussweite  =  930  m 

Endgeschwindigkeit  =  95  m 

Scheitelhöhe  =  177,0  m;     Scheitelabscisse  =  464  m 

Flugzeit  =12  See. 
Uuffallwinkel  =  38°  14'. 

%  20.    Sonstige  Lösungsmethoden. 

1.   Reihenentwicklungen. 

Da  die  Lösung  des  Problems  in  der  Form  unendlicher  mathema- 
tischer Operationen   keine   oder   geringere  Vernachlässigungen   nöthig 
vgl.  Noto  62.  macht,  ist  sie  als  die  genaueste  zu  betrachten  und  kann,  wie  dies  z.  B. 
von  Denecke  geschah,  zur  Abschätzung  des  Werthes  der  verschiedenen 
Luftwiderstandsgesetze  und  der  Näherungsmethoden  herangezogen  werden. 
Ferner  kann  diese  Losungsform  dazu  dienen,  um  bei  Annahme  eines  be- 
stimmten Luftwiderstandsgesetzes  einen  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit 
für  die  Berechnung  eines  ballistischen  Elements  zu  erzielen,  je  nachdem 
*bäh    mehr  oder  weniger  Glieder  der  Reihenentwicklung  beizieht,  also 
um  Näherungs-  und  Interpolationsformeln  aufzustellen. 

Solcher   Reihenentwicklungen  sind  sehr  viele   aufgestellt  worden. 
U   ^Xxibert    1765  geht  darauf  aus;  die  Bahngleichung  y  =  f(x)  in  der 
*****  einer  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihe 

y  =  a  +  ßx  —  yx*  —  dx*  —  £#* 

^fc"     Ehalte**  *     wobei  die  Coefncienten  ay  ß}  y,  d,  e  . . .  zunächst  unbe- 
^tute    Ooeffieienten  vorstellen  und  wie  folgt  ermittelt  werden. 
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Zunächst  ist  a  =  0,  weil  mit  x  =  0  auch  y  =  0  ist.    Differentiirt 
man  ferner  und  setzt  x  =  0 ;  so  findet  sich  ß  =  tg  a. 

dx  d^  11 

Ferner  ist  -jr  =  v  •  cos  o  und  (näherungsweise)  -^  =  —  g,   also 

durch  Elimination  von  dfiy    -jX  = i — 9  ,    :    speciell   mit    a?  =  0 

7    aas*  tr  •  cos*  m '      r 

gibt  dies  = ,       ,    • 

°  «?<>>-CO8,0f 

Leitet  man  folglich  die  Reihe  noch  einmal  ab  und  setzt  wiederum 
#  =  0,  so  hat  man  — 2y= ,  9   .    »    So  sind  a,  5,  y  bestimmt: 

ähnlich  wird    3-?  = r^ — «— 5   nian  fahrt  so  fort  und  hat: 

ax*  c  ■  v*  •  cos8  cd  ' 

, x*  r*   ,    1         x        , 1_  /     x     y .        1 

y       «'   g«       4  •  Ä  •  cos* a    L     '     3  V  cos  a    •"  3  •  4    \c  •  cos  «/  "■"  g  .  4  . 5 

(#      \3    1  sin  a  #8  sin  a  a:8 

c  •  cos  a/      '  2  •  3  •  4    c  •  A  •  cos*  a        2  ■  3  •  5  *  h  •  c*  •  cos8  a  " 


0) 


.       cos*a  x*  .  ,    ~] 

+  2.3.6.8c.Ä«.cos8«+"etcJ 


Dabei  ist  die  Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand  =  — .t?2;  «  =  Ab- 
gangswinkel; h  =  öt~  5    vo  =  Anfangsgeschwindigkeit. 

Aehnliche   Reihen   stellte   Borda   1769  auf  (s.  0.).    Tempelhof  vgl  Note  ei. 
1788/89  gab  Reihen  für  x  und  y  in  Function  von  e1  (s  =  Bogenlänge), 
wobei  die  Coefficienten  noch  vQ  und  a  enthalten;   er  berücksichtigte 
dabei  auch  die  Aenderung  der  Luftdichte. 

Fran9ais;  dessen  ungedruckte  Arbeit  Didion  1848  veröffentlichte 
(s.  o.),  drückt  ebenfalls  x  und  y  je  in  Function  von  s  durch  Reihen 
aus  und  gelangt  dabei  zu  besonders  symmetrischen  Formen  x  =  f(s) 
und  «/  =  /i  (s) ;  da  ferner  (vgl.  pag.  68) 

da    _  e2"ds 1 d(  ic$) 

cos8«  2  -fccos'a  4cÄC08*a        *        '' 

also 

CO 


J  cos 


?"-3—i?—i--(l -«•"), 

8a>        4-  cA-  cos'a     x  '  > 


ist,  so  kann  Frangais  x  und  y  auch  in  cd  ausdrücken.  Endlich  gibt 
Franfais  auch  eine  Reihenentwicklung  für  die  Bahngleichung  y=f(x). 

Diese  ist  übereinstimmend  mit  der  obigen,  nur  von  anderer  An- 
ordnung. 

Für  die  allgemeinere  Form  des  Widerstandsgesetzes:  Verzöge- 
rung =  b  •  v*  lautet  die  Reihenentwicklung  folgendermassen: 
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,  . g  a       1  /  x  y  1-b-g  .    1  /  x  y 


(2) 


■[ 


2(n—l)bg*Bma       2(4— •>)•&*•£ 


.6— n 


2(4-n).&».g-|    I     1  (  X  V 

^6— 2n        J  T  5  j  \c08a/ 


2(n— 1)(14— 8f»).fra-ga-rina      2(n--l)16j[«{co8>a+(w-2)ßin1a} 


.8— in 


S—n 


4(4— n)  (3  —  n)b*g 


Jb—Sn 


H  —  etc. 

Die  Horizontalneigung  a>  der  Bahntangente  in  einem  be- 
liebigen Punkt  ergibt  sich  dann  durch  Ableiten,  tgo  =  -p;   speciell 

für  x  =  Wurfweite  X  wird  -p  ==  —  tga',  wo  a    der  spitze  Auf  fall  - 

winkel.    Endlich  wegen  der  obigen  Beziehung 

9 


v*  =  — 


CO8*<0 


dx* 


hat  man  auch  für  einen  beliebigen  Punkt  die  Endgeschwindigkeit; 
und  wegen 


dt  = 


dx 


V  •  COS  <D  ' 


t 


=  r  dx 

J  v  •  cos  m  9 


wo  der  Werth  von  v  und  cd  eingesetzt  zu  denken  ist,  hat  man  auch 
die  Flugzeit, 
vgl. Not« 65.        Heim     und    neuerdings    v.   Pfister    haben    die    obige    Reihen- 
entwicklung allgemein  für  vn  abgeleitet;  die  Specialisirung  fittr  n  =  2 
gibt  genau  das  Resultat  von  Fran$ais  und  Lambert. 

2. 

Wenn  man  in  der  obigen  Reihenentwicklung  der  Reihe  nach 
2,  3  etc.  Glieder  benützt,  so  erhält  man  Näherungsformeln,  welche 
zum  Zweck  des  Interpolirens,  etwa  für  Schusstafelberechnungen, 
oft  mit  Vortheil  verwendet  werden  können,  nämlich 


x 
v  "o  4-ä  •  < 


cos'a 


(Parabel  im  leeren  Raum);    genauer 


Vgl.  Not«  66. 


X' 


V        X-tga        4.^.co8*a        12ÄC    cos8« 

(algebraische  Curve  3.  Grads,  z.  B.  von  Prehn  verwendet);  oder 
y  =  x  •  tga  —  4.Ä*C08,a  •  [l  +  y  •  ^08J; 
noch  genauer: 

, x*  [~i    i    _L         x        |    (     x     V  /  1 c  •  sin  g  \"[ 

y  —  «"tg*       4   Ä-  cos*ä  '  L1    •     3   '  c  cos«    "Vc-cosa/     \34        23  4Ä/J 


(algebraische  Curve  4.  Grads);    u.  s.  f. 
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Natürlich  kann  man,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  das  doch 
nicht  allgemein  giltige  quadratische  Gesetz  zu  Grunde  liegt  und  auch 
hier  eine  Vernachlässigung  eingetreten  war,  im  Bedürfoissfall  mehr 
empirisch  verfahren  und  gewisse  Goefficienten  unbestimmt 
lassen,  also  z.  B.  die  Beziehung  ansetzen 

y  =  x  •  tg«  —  .   ,  x — j-   1  +  a  •  — (-  b  -  (— — — ) 

9  °  4-A-co8!aL      '  ccosa    '  Xccosa/ J 

und  hier  die  Coefficienten  a  und  b  aus  der  Erfahrung  bestimmen, 
oder  noch  weiter  gehend  überhaupt  y  als  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  in  x  von  beliebig  gewähltem  Grad  annehmen, 
also  setzen 

y  =  axx  +  <hx*  "f"  asx*  H~  aiP^  +  * ' ' 
und  alle  Coefficienten  a^a^  . ..  empirisch  bestimmen.    (Wir  kommen 
darauf  später  zurück.)     Von  diesem  Standpunkt  aus  sind  manche  Me- 
thoden zu  beurtheilen: 

Mieg  nimmt  für  die  Reihe  der  Flughohen  y,  welche  gleich  weit  vgl. Not«  ti. 
abstehenden   Flugweiten  x  entsprechen,   eine  arithmetische  Reihe 
3.  Ordnung  an;   dies  ist  identisch  mit  der  Voraussetzung,   dass  die 
Function  y  =  f(x)   eine   ganze   rationale   algebraische   Function   vom 

3.  Grad  sei, 

y  =  axx  -f  a^x*  +  o»^3; 

(die  Werthe  y  lassen  sich  dann  bekanntlich  bei  gleichen  Intervallen 
von  x  besonders  bequem  mit  den  Differenzenreihen  berechnen;  die 
Coefficienten  werden  aus  der  Erfahrung  bestimmt,  können  aber  auch 
wie  oben  allgemein  gegeben  werden;)  ebenso  für  die  Reihe  der  Flug- 
zeiten eine  arithmetische  Reihe  2.  Ordnung  etc.;  überhaupt  nimmt  er 
für  die  einzelnen  ballistischen  Elemente  algebraische  Functionen  an,  die 
um  einen  Grad  höher  sind,  als  die  entsprechenden  beim  Wurf  im 
leeren  Raum.  Man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  auch  dieses  Verfahren 
Mieg^s  mit  arithmetischen  Reihen  einfach  auf  ein  Näherungsverfahren 
speciell  mit  ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen  hinaus- 
läuft. Gerade  bei  den  flachen  Schüssen  der  Infanterie,  auf  welche 
Mieg  seine  Methode  lediglich  anwendet,  reicht  dieses  Verfahren  oft 
aus  (jedoch  hat  der  Anfänger  festzuhalten,  dass,  wenn  in  dem  Mieg'schen 
Werke  von  allgemeinen  Gesetzen,  Auffindung  "von  Naturgesetzen  etc. 
die  Rede  ist,  es  keineswegs  die  Absicht  dieses  Verfassers  sein  kann, 
dass  solche  Ausdrücke  im  streng  physikalisch -mathematischen  Sinn 
wörtlich  genommen  werden  sollen;  vielmehr  soll  damit  ohne  Zweifel 
nur  angedeutet  sein,  dass  die  Uebereinstimmung  der  Rechnung  mit 
Hilfe  solcher  Näherungsformeln  und  der  Erfahrung  oft  eine  befrie- 
digende sei). 


Fünfter  Abschnitt. 


5».         A.  Indra  nimmt  eine  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
auf  Grund  folgender  Ueberlegung  an:  Er  geht  von  der  Gleichung 


im  leeren  Raum  auB.  Damit  die  Curve  eine  verticale  Asymptote  im 
Abstand  x  =  xa  besitzt,  wird  das  Glied  — ~  ,  und  weil  der  Wider- 
stand für  rotirende  Langgeschosse  nicht  nach  allen  Richtungen  gleich- 
massig  ißt,  wird  noch  der  Factor  1  +  ax  hinzugefügt,  so  dass  die 
Gleichung  der  Bahncurve  ist: 

g.x*  <l +  a«).«. 

hierbei  wird  angenommen,  dass  für  x  =  xa,  va  =  e  ■  10»  x  ist;  a,  C,  q 
empirische  Constanten,  X  die  Wurfweite.  (Als  allgemeines  Widerstands- 
gesetz stellt  er  auf: 

w-!T-[^+*-,(,-.-nr)]' 

m^,  p,  W  Constanten.) 
soIbgo.  E.  Oekinghaus  erinnert  daran,  dass,  bei  Annahme  des  quadra- 
tischen Luftwiderstandsgesetzes,  die  Flugbahn  zwei  Asymptoten  be- 
sitzt, wovon  die  eine  vertical  ist,  und  dass  andererseits  die  Hyperbel 
dieselbe  Eigenschaft  aufweist;  so  nimmt  er  die  Flugbahn  nähe- 
rungsweise als  eine  Hyperbel  an,  die  er  dem  Gesagten  entspre- 
chend legt  Die  Uebereinstimmung  der  Rechnung  mit  Hilfe  der  Hy- 
perbel und  der  Beobachtung  ist  in  der  That  vielfach  eine  bemerkens- 
werthe,  wesshalb  der  Ersatz  der  Flugbahn  durch  die  Hyperbel: 
g-tg«-(X-«) 


y  =  x  •  tg  ce  - 


(i;0  =  Anfangsgeschwindigkeit,  a  =  Abgangswinkel,  X  =  Schussweite) 
c  =  Conatante  der  Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand)  für  manche 
Zwecke  der  Interpolation  etc.  zu  empfehlen  ist. 

Wir  geben  hier  dessbalb  einige  der  Formeln  von  Oekinghaus  (ohne 
Ableitung)  wieder,  die  praktisch  verwendet  werden  können. 

Es  sei  die  Flugbahn  durch  3  Punkte  gegeben  (etwa  durch  Flug- 
scheiben-Beobachtung); der  Einfachheit  der  Formeln  wegen  seien  die 
Coordinaten  bezeichnet  mit:  (xlty1);  (j}xuy^);  (ßxl}ya)t  dann  sind  der 
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Abgangs winkel  a}  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0,  die  Constante  c,  die 
Wurfweite  X,  der  Auffallwinkel  a,  die  Curvengleichung,  die  Scheitel- 
coordinaten  X,,  Yt  gegeben  durch: 

Abgangswinkel:  ig.-LAJfclftJV^gfi, 

Anfangsgeschwindigkeitt,,,:  ^ -00^«  =  ^^  !%!&-!£**--*)' 
Constante  e:  ±  ■  ±  ■  cos  a - •sJI&ZÜ&^Jä  ^. _T  *) 

8    0  (2%  —  yi)(8yi — 2y»)(3yi  -  y») 


2t?  * 

— 2-  •  cos*  a  •  ia  a 

Wurfweite:  X  =  — 4 =  x,  •  *-*  ~  ?**  +4*& 

l  +  .;  •  c-.cosa.tg«  **-***  +  «**' 

^  3       y  * 

a    £r  n     •   i    i     j.       '        2t?*cos*a     tg*a 

Auffallwinkel:  tga  = 2 •  2_ 

ö  y  X 

=  <y*y*  —  gyiy8  +  syiVi^y*  -  *&?»  +  3yiy») 

2^  (2y,  -  y,)  •  (3yt  —  2y8)  •  (3y,  -  y8)         > 

die  Gleichung  der  Curve  mit  xy  als  laufenden  Coordinaten: 
6xl(2ys  —  yx  —  ys)  •  y  =  (y2y3  —  Sy^  +  Oy^,)* 

a'ßy,  -  yi)(3y,  -  2y8)(3y1  -  y8) 


»^(2y,— sfi  —  y,)  —  *(3y,—  3yt  —  y8)' 
Scheitelabscisse  X,  und  Scheitelordinate  F,: 

x  =  33  (2y,_-  yt  —  y8_)     /j  _  -i  /   "    (2y1-y>)(3yt-2^)(3y1-^y8)      ~\ 
3y,  -  3y,  -  y8         V  V  3(2y,  —  y,  -  ys)(yf  y8  -  4yi  y8  "+  3yt  y,)/  > 

T       (2yt  -  y,)    (3y,  —  2y8)  ■  (3yi  —  y8) 

/i/s(2y,  —  yx  —  y,)(y, y,  —  *y,  y8  +  %i yi)  _  i  Y 

\"  (2y1-y,)(3y1-2y8)(3y1-y8)  / 

Eine  Hyperbel  substituirt  Ghapel  ebenfalls  für  die  Bahncurve,vgi.Not«7o. 
indem   er   das  Vallier'sche   Gesetz   für   die  Verzögerung   durch   den 
Luftwiderstand:  f(v)  =  a-(v  —  h),   (a  und  h  Constanten)  rechnerisch 
verwerthen  will.     So  einfach  die  Form  für  das  Gesetz  ist,   lässt   es 
doch  nicht  die  sämmtlichen  Integrationen  zu,  die  in  Betracht  kommen. 

Chanel  nimmt  mit  Siacci  an:   u  =  v  •  und  hat: 

r  C08Ä 

te—L.^m, — i—!^ *-.(i+ _*_ \.du. 

a       f(u)  a    a(u  —  n)  aa    \      '    u  —  h/         7 

integrirt 

x  = [u  +  h  •  log  nat  (u  —  Ä)]  -f-  C*  > 


f 


138  Fünfter  Abschnitt.   Die  wichtigsten  Näherungsmethoden  zur  Lösung  n.  s.  w. 
wo  Ct  sich  aus  (x  =  0 ,  u  =  v^)  bestimmt,  also 


ferner 


x 


i 


oder,  da  für   2  =  0,   w  =  v0, 

t  =  H log nat   °~"\  • 

Dagegen  y  =  /*(#)  lässt  sich  nicht  in  endlicher  einfacher  Form  aus- 
drücken; daher  nimmt  Chapel  für  die  Bahncurve  einen  Hyperbelbogen 
mit  der  Gleichung 

wo  a  ß  yd  und  JST  gewisse  Constanten  sind. 


6.  Abschnitt. 

Ueber  die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstands  von  der  Gestalt  der 
Geschosse  und  Aber  die  Berechnung  der  Resultante,  sowie  des  An- 
griffspunkts derselben  auf  der  Aehse  des  Langgeschosses. 

§21. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  der  Luftwiderstand 
im  Schwerpunkt  des  Geschosses  angreife,  dessen  Masse  wir 
uns  in  diesem  Punkt  concentrirt  dachten;  wir  stellten  uns  also 
das  Geschoss  entweder  als  eine  (nicht  rotirende)  Kugel  vor  oder  einen 
senkrecht  abgeschnittenen  Kreiscy  linder,  gegen  dessen  vordere 
Fläche  der  Luftwiderstand  genau  in  der  Richtung  der  Achse 
wirkt 

Diese  Voraussetzungen  sind  nun  in  Wirklichkeit  nicht  in  aller 
Strenge  erfüllt;  vielmehr  bildet  die  Geschosslängsachse  mit  der  Richtung 
des  Luftwiderstands  (die  wir  vorerst  als  identisch  mit  der  Richtung 
der  Bahntangente  voraussetzen)  einen  mitunter  nicht  unbeträchtlichen 
Winkel;  auch  endigt  das  Langgeschoss  vorn  keineswegs  in  einem  zur 
Längsachse  senkrechten  Kreis,  sondern  das  Geschossende  bildet  ent- 
weder einen  Kegel  oder  ein  halbes  Ellipsoid,  ein  Rotationsparaboloid, 
eine  Halbkugel  oder  eine  andere  Umdrehungsfläche  dieser  Art.  Der 
Luftwiderstand,  falls  er  schief  gegen  die  Längsachse  drückt,  wirkt 
somit  sowohl  gegen  die  ovale,  das  vordere  Ende  des  Geschosses 
bildende  Fläche,  als  auch  gegen  einen  Theil  des  Cy linder mantels;  kurz, 
der  Luftwiderstand,  seine  Resultante  und  deren  Angriffspunkt  auf  der 
Geschosslängsachse  hängen  ab  von  der  Gestalt  und  dem  Neigungs- 
winkel zwischen  der  Längsachse  und  der  Richtung  der  Luftwider- 
standsresultanten. 

Ueber  Beides,  Grosse  der  Resultante  und  Lage  des  Angriffspunkts, 
zumal  über  die  erstere,  wurden  zahlreiche  Versuche  angestellt  und 
theoretische  Berechnungen  durchgeführt. 

Borda  und  Hutton  Hessen  einen  Luftstrom  erstens  gegen  dievgLNot«7i. 
convexe  Seite   einer  Halbkugel,   zweitens   gegen   eine  Vollkugel   von 
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gleichem  Radius  wirken  und  fanden  als  Verhältniss  der  Widerstände 
in  beiden  Fällen  die  Zahl  0,990;  Borda  fand  ebenso  als  Verhältniss 
des  Luftwiderstands  erstens  gegen  die  convexe  Seite  eines  Kegels  von 
60°  Oeflnung  und  zweitens  gegen  die  kreisförmige  Basis  die  Zahl  0,543 
(Hutton  beim  Kegel winkel  51°  24'  die  Zahl  0,433);  ferner  wurde  ein 
Luftstrom  erstens  gegen  die  convexe  Seite  einer  Halbkugel,  zweitens 
gegen  deren  Diametralebene  gerichtet  und  als  Verhältniss  der  Wider- 
stände gefunden:  von  Borda  0,405,  von  Hutton  0,413,  von  Vince  0,403. 
vgl. Note 72.  Didion  fohlt  sich  durch  die  bis  auf  ihn  reichenden  Versuchs- 
ergebnisse nicht  befriedigt,  stellt  übrigens  selbst  Versuche  nur  speciell 
betreffs  der  Abhängigkeit  des  Luftwiderstands  von  dem  Radius  an; 
er  wird  auf  das  (neuerdings  unabhängig  davon  durch  G.  Wellner  be- 
stätigte) Resultat  geführt,  dass  sowohl  bei  einer  senkrecht  bewegten 
ebenen  Kreisfläche  vom  Radius  B,  als  auch  bei  einer  Kugel  von  dem- 
selben Radius  der  Luftwiderstand  nicht  genau  proportional  R2n  ist, 
sondern  dass  er  bei  kleineren  Flächen  verhältnissmässig 
grösser  ist,  als  bei  grosseren;  Didion  nimmt  auf  Grund  seiner 
Versuche  den  Widerstand  proportional  dem  Ausdruck  (s.  o.  §  8  und  §  12) 

.047 


'M^  +  ÖOTTr)- 


i 


+  2B) 

Was  die  Abhängigkeit  des  Widerstands  von  dem  Neigungs- 
winkel a  anlangt,  unter  welchem  derselbe  gegen  eine  Fläche  F  wirkt, 
so  fand  Hutton,  dass,  wenn  er  seinen  Luftstrom  statt  unter  90°  unter 
a°  gegen  eine  ebene  Platte  von  F  qm  Inhalt  trieb,  die  Platte  einen 
normalen  Druck  erlitt  von  der  Grösse 

S 


W=  0,11 


1,206 


.  JPM  .  t?2 .  (sin  a)1»84  C08a 


(v  =  relative  Geschwindigkeit  des  Luftstroms;  S  =  Gewicht  von  1  cbm 
vgl. Note 73.  Luft  in  kg);  Duchemin  dagegen  erhielt  im  gleichen  Fall 

W=-^--F.y.   2   8in,c     (l+     C08'"    V 

"         1,206    X     V     l  +  sin'a     V1  -^  15    sin*  a) 


vgl. Not« 74.  F.  R.  Lö8sl  findet:  W=  —  •  F-  v2  •  sin  a;  Rayleigh  und  E.  Gerlach: 
W=  ±-F-v*-  <i+*>ginc.  F.  Fink  dasselbe  wie  Lössl. 

8  4  +  n  •  8in  a  ' 

vgi.Note75.  Andere  Untersuchungen,  wie  z.  B.  diejenigen  von  Otto  Lilienthal 
und  G.  Wellner  beziehen  sich  speciell  auf  die  Frage  der  Luftschiff- 
fahrt und  können  hier  nur  citirt  werden. 

Betreffs  des  Luftwiderstands  gegenüber  krummen  Oberflächen  von 
der  Form  der  Geschossflächen  finden  sich  theoretische  Berech- 
nungen bei  den  meisten  der  hervorragendsten  Ballistiker,  wie  z.  B.  bei 


i 
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San   Roberto,   Mayevski,   Magnus   de    Sparre,   Helie,    Siacci,vgi.Note76. 
von  Wuich,  Vallier,  Resal  u.  a. 

Die  eingehendsten  theoretischen  Untersuchungen  scheinen  dem 
Verfasser,  trotz  gegenteiliger  Meinungsäusserung,  immer  noch  die- 
jenigen zu  sein,  welche  schon  1875  Professor  Kummer  in  Berlin  an- 
stellte und  welche  er  mit  den  Resultaten  zahlreicher  eigener  Versuche 
verglich.  Die  Kummer'schen  Untersuchungen  werden  im  Folgenden  im 
Auszug  gegeben.  Vorher  mögen  noch  zwei  hierher  gehörige  Fragen 
unabhängig  von  einander  kurz  erwähnt  werden. 

Oefters  wird  man  bei  Versuchen  über  die  Grosse  oder  den  An- 
griffspunkt der  Luftwiderstandsresultanten  Veranlassung  haben,  erstens 
mit  einer  andern  Flüssigkeit  als  Luft  und  anderen  Geschwindig- 
keiten zu  operiren,  z.  B.  den  Druck  gleichmässig  strömenden  Wassers 
zu  messen,  statt  direct  den  der  Luft,  und  zweitens  mit  einem  Modell, 
das  grosser  oder  kleiner  ist  als  das  Geschoss  selbst  (vgl.  z.  B.  die 
Versuche  von  Kummer,  welcher  Karton-Modelle  benutzte);  für  solche 
Fälle  sei  auf  eine  grundlegende  Arbeit  von  H.  v.  Helmhol tz  hingewiesen,  vgi.  Note  77. 
in  welcher  er  ein  auf  die  hydrodynamischen  Differentialgleichungen 
gegründetes  Vergleichsverfahren  angibt;  dieses  ermöglicht,  Beob- 
achtungsresultate, die  an  einer  Flüssigkeit  und  an  einem  Geschoss- 
modell, überhaupt  einem  Apparat  von  gewisser  Grösse  und  bei  ge- 
wisser Geschwindigkeit  gewonnen  worden  sind,  zu  übertragen  auf 
eine  geometrisch  ähnliche  Masse  einer  andern  Flüssigkeit 
und  Apparate  von  anderer  Grösse  und  anderer  Geschwindig- 
keit.   Die  Wiedergabe  würde  uns  hier  zu  weit  führen. 

Die  zweite  Frage,  die  mit  der  vorhergehenden  in  keinem  Zusammen- 
hang steht,  aber  diesem  Abschnitt  zugehört,  betrifft  das  classische 
Problem  Newton's  von  der  Rotationsfläche  kleinsten  Widerstands, 
also  hier  das  Problem  von  der  günstigsten  Form  der  Geschoss; 
spitze. 

In  neuerer  Zeit  haben  sich  damit  besonders  August  und vgi. Not« 78. 
v.  Lamezan  beschäftigt  August  construirt  für  eine  bestimmte  An- 
nahme die  erzeugende  Gurve  punkt- 
weise und  vergleicht  zahlenmässig  die 
Widerstände  bei  den  verschiedenen  Ge- 
schossformen. Freilich  muss  dabei  die 
Reibung,  Wirbelbildung,  die  konische 
Pendelung,  besonders  auch  die  von 
Mach  constatirte  Thatsache,  dass  der  Fig.  88. 

Luftdruck   auf  die   verschiedenen  Theile   des  vorderen  Geschossendes 
ein  sehr  verschiedener  ist,  dass  eine  Verdichtungs welle  dem  Geschoss 
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vorangeht  u.  s.  w.,  unberücksichtigt  bleiben;  die  Complicirtheit  des 
Problems  gestattet  die  Einrechnnng  dieser  Umstände  bei  Weitem  nicht. 
Wir  wollen  die  Grundzüge  des  August'schen  Lösungsverfahrens, 
das  natürlich  auf  der  Variationsrechnung  beruht,  in  aller  Kürze 
hier  skizziren.  Der  Druck  auf  ein  Flachenelement  df  (s.  Fig.  33)  sei 
=  W0  •  cos*  a  •  df  Wird  die  Flache  erzeugt  durch  Rotation  um  die 
x-Achse,  so  ist  der  Gesammtwiderstand  gegen  die  Flache  zwischen 
den  Ordinaten  yx  und  y2: 


W=  2x .  Wn 


f 

•Jydy- 


9i 


cos*a  =  2*.  Wfjf 

9i 


dy  ,    .  dx   . , 

*      wobei  q  =  ~  ist 


+  q 


** 


dy 


Um  das  Integral  zu  einem  Minimum  zu  machen,  benutzt  August 
den  Taylor'schen  Satz  und  findet 

y  =  -~'(l  +  ?*)2    (wobei    Q>-^)> 

z  =  c  •  (q*  +  y  g4  —  log  nat^)  +  cx. 
Diese  Curvengattung  (ffewton'sche  Curve)  besitzt  für  q  =  —  eine 

Spitze    mit    den    Coordinaten    x0  =  c  •  (y  log  nat  3  -j-  t^  )  +  ^i    ^d 

y0  =  — —  •    Von  der  Spitze  aus  gehen   zwei  Aeste  ohne  Asymptoten 

ins  Unendliche.  Bei  Geschossen  setzt  sich  die  Curve  kleinsten  Wider- 
stands zusammen  aus  einer  von  der  Achse  ausgehenden  und  zu  ihr 
senkrechten  Geraden  und  einem  Bogen  der  Newton'schen  Curve,  welcher 
unter  einem  Winkel  von  30°  gegen  die  Verlängerung  dieser  Senkrechten 
nach  hinten  zu  abgeht. 

Die  Literatur  des  Gegenstandes  findet  sich  in  der  Arbeit  angegeben. 
Der  Verfasser  derselben  ist  sich  wohl  bewusst,  dass  seine  Losung  nicht 
die  endgiltige  sein  kann. 

Uebrigens  scheint  es,  dass  durch  praktische  Versuche  längst  die 
vorteilhafteste  Form  der  Geschossspitze  annähernd  gefunden  ist 

Wir  gehen  nach  diesen  vorbereitenden  Bemerkungen  an  die  eigent- 
liche Aufgabe  dieses  Abschnitts  heran,  deren  Losung  wir  sodann  im 
nächsten  Abschnitt  von  den  Geschossabweichungen  zu  verwenden  haben. 

vgl.  Note  79.  Bei  der  theoretischen  Bestimmung  der  Resultante  des  Luftwider- 
stands gegen  Rotationskörper  benutzen  wir  mit  Kummer  die  Newton- 
Euler'sche  Hypothese,  dass  der  normale  Druck  der  Luft  gegen 
eine  in  derselben  bewegte  ebene  Fläche  proportional  ist 
dieser  Fläche  und   ausserdem  dem  Quadrat  des  Cosinus  des- 


1 


i 
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jenigen  Winkels,   welchen   die  Flächennormale   mit  der  Be- 
wegungsrichtung bildet. 

Die  Achse  des  Rotationskörpers  sei  die  z- Achse;  wir  betrachten 
ein  Flächenelement  dF  (s.  Fig.  34,  welche  das  Weitere  erläutert).  Die 
Meridiancurve    habe    die 


laufenden  Coordinaten  q 
und  z\  die  Bewegungs- 
richtung bilde  gegen  die 
jbp-  Achse  den  Winkel  cc  und 
sei  ||  der  xz- Ebene.  Der 
Coordinatenanfcng  möge 
in  der  hinteren  Endfläche 
des  Geschosses,  allge- 
mein des  Rotationskörpers 
liegen. 


** 


*-&- 


♦* 


(9 


Fig.  54. 


Sind  xyz  die  Coordinaten  des  Flächenelements,  so  ist 
x  =  q  •  cos  qp;    y  =  q  •  sin  qp;    a?  -f~  y2  =  Q2] 


(i) 


dF  =  q  •  d<p  •  ds,    wo    ds  =  |/d(>2  +  ^2- 


Wenn  ferner  o  den  Winkel  vorstellt,  welchen  die  Normale  des 
Flächentheilchens  dF  gegen  die  Richtung  der  Bewegung  macht,  und  n 
den  normalen  Druck,  welchen  das  Flächentheilchen  durch  den  Luft- 
widerstand  erleidet,  so  ist  nach  der  erwähnten  Hypothese 


(2) 


n  =  x  '  cos2  ©  •  q  •  d<p  •  ds 


(dabei  ist  x  der  Luftwiderstand  gegen  die  Flächeneinheit  bei  senk- 
rechter Bewegung  gegen  die  Luft;  abhängig  von  Luftdichte  8  und 
Geschwindigkeit  v). 

Die  Kraft  n  (s.  Nebenfigur  zu  Fig.  34,  wobei  die  Ebene  OP^P^ 
für  sich  herausgezeichnet  ist)  schneidet  die  Rotationsachse  oder  z~  Achse 

in   einem   Punkt   A}   dessen  £-Coordinate    OA  =  z  +  Q  •  jp   ist,    da 

P%A  =  q  •  jt*    Dieser  Punkt  A  ist  der  Angriffspunkt  für  die  Normal- 
kraft n.     Die   Cosinus   der   Winkel   der  Flächennormalen    gegen    die 
Achsen  smd  resp.:    j-  •  cos  9;    -5—  •  sin  qp;    —  -p ; 
folglich  sind  die  Componenten  der  Kraft  n  längs  der  3  Achsen: 

x  •  cos8  cd  •  q  •  dz  •  cos  97  •  ^97, 
x  •  cos2  o  •  p  •  dz  •  sin  9?  •  cty, 
—  x  •  cos2  &    q  -  d$-  dtp. 
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Wenn  man  also  nur  über  die  Theile  der  Fläche  integrirt, 
welche  direct  von  dem  Luftstrom  getroffen  werden,  so  sind 
die  Co  111  fionenten  X  Y  Z  des  ganzen  Luftwiderstands,  welchen 
die  Fläche  erleidet: 


(3) 


j X  =  x  ■  Mcosa  cj  ■  p  ■  dz  ■  cos  tp  -  dtp, 

\  Y=  x  -/Ycob*  et  •  o  ■  de  •  sin  9  -  dtp  (stets  <*=  0), 


k  -  / 1 cosa  10  •  q  ■  dff  ■  dtp . 


Die  Componente  Y  ist  aus  dem  Grunde  immer  gleich  Null,  weil 
die  x#-Ebene  die  Rotationsfläche  in  zwei  symmetrische  Hälften  theilt, 
und  die  Luftwiderstände  auf  die  beiden  Hälften  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind;  die  Componente  Z  liegt  in  der  Achse 
selbst;  die  Componente  X  wirkt  senkrecht  zur  Achse. 

Also  handelt  es  sich  um  den  Angriffspunkt  der  Componente  X 
allein;  dieser  Angriffspunkt  von  X  ist  zugleich  der  Angriffs- 
punkt der  Resultanten  des  Gesanimtwiderstanda  auf  der 
Hauptachse. 

Nun  hatte  die  x-Componente  von  n,  nämlich  die  Kraft 
x  •  cos2  et  ■  f  ■  de  -  cos  tp  ■  dtp 
ihren  Angriffspunkt  in  A  mit  dem  Abstand  OA  =  g  -\-  n  ■  -p-;  nennen 
wir  also  £  die  «-Coordinate  des  Angriffspunkts  der  Resultanten,  also 
£=  Abstand  des  Angriffspunkts  von  dem  hinteren  Ende  des 
Geschosses,  so  hat  man,  nach  dem  Momentensatz,  zur  Bestimmung 
dieses  Angriffspunkts,  also  zur  Berechnung  von  £: 


w 


*•«-.//(.  +  •■£) 


cos*  m  ■  p  ■  de  ■  cos  tp  •  dtp. 


Dabei  ist  q  als  Function  von  e  durch  die  Gleichung  der  Meridian 
curve  g  =  f{z)  gegeben;  ferner  ist  et,  der  Winkel  zwischen  der  Nor- 
malen des  Flächenelements  dF  und  der  Bewegungsrichtung,  gegeben 
durch  die  Winkel,  welche  die  beiden  Schenkel  gegen  die  3  Achsen 
bilden;  der  eine  Schenkel,  die  Flächennormale,  bildet  gegen  die  3  Achsen 


Winkel,  deren  Cosinus  sind 


de 


■cos  tp;    ^-smq>;    --£    (s.o.); 
der  andere  Schenkel  ist  parallel  der  Bewegungsrichtung;    die  Cosinus 
seiner  Richtung  gegen  die  3  Achsen  sind  somit 

sin  a,    0,    cos  a. 
Folglich  ist 
(5)  cos  et  —  sin  a  ■  -7-  ■  cos  tp  —  cos  a  ■  ■—  ■ 
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Speoielle  Bereolmung  für  bestimmte  Rotationsflächen 
(Ebene;  Kegel;  Verbindung  von  Kegel  und  Cylinder;  Rotationsellipsoid; 
Verbindung    von    Cylinder    und    halbem    Rotationsellipsoid;    speciell 
Cylinder  and  Halbkugel). 

1.  Ebene. 

Winkel  a  =  Winkel  zwischen  Ebene  und  Bewegungsrichtung  (oder 
Richtung  der  Resultanten).    F  Flächeninhalt. 

Die  Grösse  der  Resultanten  ist 
(6)  B  =  xF-sinta. 

Angriffspunkt  =  Schwerpunkt. 

2.   Cylinder,  oben  offen  (s.  Fig.  35).    Radius  r.    Höhe  a. 
Die  Gleichung  der  Meridiancurve  ist  p  =  r;  also  dp  =  0;  ds  =  dx, 
cos  ra  =  sin  a  ■  cos  q> ;    darnach  ist 

IX  =  x  ■  r  ■  sin*  a  ■  ff-  cos3  tp  -dtp  ■  de, 
Z=0  (wegen  <?o  =  0;   Cylinder  oben  offen  angenommen), 
X  ■  £  =  x  •  r  ■  sins  a  ■  f  f  ■  coss  tp  ■  dtp  •  s  •  dz. 


Flg.  36. 


Da  stets  nur  die  eine  Hälfte  der  krummen  Oberfläche  des  Cylinders 
von  dem  Luftwiderstand  direct  getroffen  wird,  so  wird  nur  von  tp  =  —  — 

bis  (p  =  -f-  "  ;  ausserdem  von  e  =  0  bis  g  =  a  integrirt;  also  ist 
|      X  =  -=-  •  x  ■  r  •  a  ■  sin"  a. 


(7)  lX-t=~-xr-atainsa]    folglich 
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d.  h.  der  Angriffspunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Cylinderhöhe.  Wenn 
der  Cyliorler  oben  durch  die  Kreisfläche  rsx  senkrecht  abgeschlossen 
ist^  bo  ist  Z=x- t*x  ■  cos* a  (nach  Nr.  1). 

S.  Kegel.    Badiua  r.    Hohe  h.    (S.  die  3  Figuren  35.) 
Die  Gleichung  der  Meridiancurve,  d.  h.  der  geraden  Erzeugenden, 
ist    o  =  T-  ■  (A  —  g)]   folglich 

dp r_r     d£ yV  +  r 


dt  ' 


dt 


i»  ' 


■  ■  coa  m  ■+■  r  ■  coa  a 


also 


X  =^-j^—t- 1  i (am  u  ■  cos  <p  +  ~  ■  cos  «J  ■  (Ä  —  z)  ■  de  ■  cos  tp  •  dtp; 
2=^-^-5-// (sin  a  ■  cos  <p  -f-  -£-  ■  coa  a )  ■  (Ä  —  z)  ■  dz  •  dtp; 
X-£=^r£-i i-//(sina-co8«n+^-.cosa)  ■!#— ^(A— z)J(Ä— s^ds-cosoj-rfg). 
Integrirt  in  Beziehung  auf  je  von  0  bis  h,  gibt 
X  =  2  *iJ  +  r»)  J  (ain  «  •  M»  »  +  x  "  **  a)8'  cos  *  '  dV> 

z= ä*(v+ö  /(Bia  c  ■ co8  *  +  *  ■  *"  ")'■  d(f>> 


x-t  =  - 


..yfli  — 


^/(« 


-f-  ,   •  cos  al  ■  cos  tp  ■  dtp. 


Daraus  folgt,  dass,  für  jeden  Winkel  «,  ist 

Hinsichtlich  der  Integration  in  Beziehung  auf  <y  haben  wir  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden  (vgl.  Fig.  35a  und  b);  erstens  den  Fall,  wo 
die  ganze  krumme  Oberfläche  des  Kegels  von  dem  directen  Luftwider- 
stand getroffen  wird,  was  eintritt,  wenn  der  Winkel  a  kleiner  ist,  als 
der  Winkel,  welchen  die  Kegelachse  mit  der  Seite  desselben  bildet, 
also  wenn  lg«<-r  ist,  und  zweitens  den  Fall,  wo  nur  ein  Theil  der 
Segelfläche  vom  Luftwiderstand  getroffen  wird,  nämlich  tg  «  >  -r-  ist. 

Im  ersten  Fall  (tg  «<•£■) 
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sind  <p  =  —  «   und  <p  = 
lieh  qp  und  da 

+* 


-f-  u  die  beiden  Integrationsgrenzen  bezüg- 


+7t  4-ä  +* 

/cos8  <p  -  d<p  =  0,       /cos*  q>  -  dq>  =  «,       /cos  9  •  tfqp  =  0, 
— *  —  n  — * 


so  erhält  man 


X  = 


%-h*  -r*n  •  sin  a  •  cos  a 


(9) 


Z  = 


h*  +  r*  > 

l  2  •  r*  \ 

•  h*  •  r*n  •  I  sin*  a  +  —=-5-  •  cos*  «I 

2(fc*  +  f1) 


Im  zweiten  Fall  0»ga>T") 


wird  nur  derjenige  Theil  des  Kegelmantels  vom  Luftwiderstand  ge- 
troffen, für  welchen  cos  o  positiv  ist  (cd  =  Winkel  zwischen  Normalen 
und  Bewegungsrichtung  oder  Richtung  der  Luftströmung);  die  Inte- 
gration in  Beziehung  auf  <p  hat  also  ihre  Grenzen  da,  wo  eine  Parallele 
zur  Richtung  der  Luftströmung  den  Kegelmantel  berührt  oder  für 


cos  <ö  =  0   d.  h.  für  h  sin  a  •  cos  <p  +  r  cos  a  =  0, 


also 


cos  <p  =  —  -r-  •  ctg  a. 

Bestimmt  man  Winkel  y  durch  die  Gleichung 

cos  y  =  -jr-  •  ctg  a    oder    y  =  Are.  cos  K   •  ctg  a) } 

so  sind  die  Grenzen  der  Integration 

<p  =  —  #  +  y    und    9  =  -f-  *r  —  y; 
man  braucht  für  die  Integration  in  diesen  Grenzen  nur  die  3  Integrale 

/  cos8  <p  •  dq>  =  -=r  sin  y  (2  +  cos2  y), 


*  +  y 

+  *— y 


I  cos8  <p  •  dq>  =  3t  —  y  —  sin  y  • 


cosy. 


—  Ä+y 
+n— y 


/  cos  <p  •  dq>  =  2sin  y. 


V-*+y 


10' 
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Setzt  man  nun  der  Kurze  halber 

/  (sin  a  ■  cos  <p  +  -£■  ■  cos  a)  ■  cos  <p  ■  dtp  =  P, 

-t+r 
+*-r 

/  (sin  «  ■  cos  fp  +  -.   ■  cos  o)  ■  dy  =  {>, 

so   erhält   man    nach   Auflösung   des    Quadrats    und    Ausführung    der 

Integrationen 

P=      sin'a  ■  siny  ■  (2  +  cos*y)-|-  -r-sin«-  cosn(ir  —  y —  siny-cosy) 

-\-jt  cos*ß  -  sin  y, 
Q  =  sin1  a  (»  —  y  —  sin  y  ■  cos  y)  -\-  j-  sin  a  ■  coa  a  ■  sin  y  -{-  -^  («  —  y)  cos*a 
oder,  wenn  der  Winkel  7  durch  den  Winkel  «  ausgedrückt  wird 
P=  -J-  (£  cos*  a  +  2sin*  a)  -|/l  —  £  ctg»« 

+  -j-  sin  a  •  cos  «  («  —  Are  cos  (-£-  ctg  all ; 
Q  «■=  (-ry-  cos*  a  -J-  sin1  a)  («  —  Are  cos  (y  ctg  a) ) 
■j-  y  sin  a  -  cos  aV  1  —  tj  ctg*  a , 
man  hat  demnach  für  den  Fall,  wo   tg  a  >  -     ist 
(10) 


X  — 


•»■+'!' 


■>V8 


4.  Verbindung  des  Cylinders  und  Segels. 
Für  den  Fall,  wo    tg  «  <  ■£  • 
Man  erhält  einfach  durch  Addition: 
X  —  » 


(11) 


Z-t- 


3 

~ 

n 

+  «■' 

xfi 

■r- 

„..) 

!(*•  +  r1) 

X 

3 

*•«■<*  + 

*.**f 

Ä*  +  r" 

SO 

2 
3 

... 

+  V-\-r'\" 

+- 

•.J..J."" 

ruc 

MO                             » 

..+■- 


Ueber  die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstands  von  d.  Gestalt  d.  Geschosse  u.  s.  w.    149 


und  ftr  den  Fall,  wo   *.>£ 


(12) 


h'rP 


X  =  x  •  -i  ra  sin» «  +  ^-+0' 


Z  = 


2(Ä*  +  ♦••)  ' 

2 
3 


•  £  =  x  •  -£-  sin*  «  •  er  •  r  + 
also 


6- 


—  a*  sin*  a  -f" 
o 


2(Ä*+r») 
2(Äf  +  O 


(•  +  -7* ~)  ■  '• 


—  a  sin1  a  +  ^...  , — =- 
3  ^  2(Ä*  +  r*) 


5.  Das  halbe  Rotationsellipsoid. 
Die  Gleichung  der  Meridiancurve  ist:. 

-  4-  --  =  1  • 

oder  mit  der  Variabein  ^: 

#  =  Ä  sin  V>;     dz  =  h  cos  #  - d#, 

-  p  =  r  cos  # ;    dp  =  —  r  sin  ip    dip , 

daraus  ds  =  Yh*  cos2  #  +  r2  sin2  ^  *  d^, 

.    qcIq        h*  —  r*  . 

*+dT s— •">»*, 

oder,  wenn  gesetzt  wird 


r 


=  c;    ]/l—  £?  =  *'> 

ds  =  —  |/1  —  c'2  sin2  if>  •  d1>f 
,    ^(l^       rc'*      .     . 


hiernach  wird 


d* 


cos  co  = 


und 


sin  a  •  cos  tp  •  cos  <p  -\-c  cos  a-sint/> 
yi  —  c  f  sin  tp 


X  =  - —  •  /  j  cos2  cd  •  cos2  $  •  dif;  -  cos  9?  •  d<p, 

Z  =  xr2  •  /   /  cos2  (»  •  cos  #  •  sin  qf>  •  d#  *  <fy>> 

Mr».c'J    /•/• 
X  -  5  = j —  •  /   I  cos2  (»  •  cos2  ^  •  sin  ^  •  dty  •  cos  9  •  dg>. 


150 


Sechster  Abschnitt. 


Man  integrirt  über  den  vom  Luftwiderstand  direct  getroffenen 
Theil,  also  über  denjenigen,  für  welchen  cos  a  positiv  ist;  folglich  bis 
dabin,   wo  cos  m  Null  oder   cos  tp  =  —  c/g      wird.     Für  diejenigen 

Wertbe  von  *,  für  welche  "'         >  1  ist,   kann  nnn  selbstredend  cos  a 

*"»  tgB    "  > 

niemals  =0  werden,  da  sonst  |cosqp(>l  sein  müsste;  folglich  ist 
für  diese  "Wertbe  von  %t  die  Integration  bezüglich  tp  auf  alle  Werthe 
von   tp  =  —  x   bis   <p  =  -f-  x   zu  erstrecken. 

Dagegen  für  die  Werthe  von  $,  für  welche  c—^  ■  <  1  ist,  ist 
die  Integration  nur  in  den  Grenzen  ip  =  —  sc  +  y  bis  <p  =  -f-  n  —  y 
auszuführen,  da  für  beide  Grenzen  cos  a  =  0  wird,  falls  y  bestimmt 
ist  durch  die  Gleichung   cos  y  =  —r^—  • 

Setzt  man  -^  —  tg  ß,   so  findet 

der  erste  Fall  statt  in  dem  Intervall   #  =  ß  bis  $  =     , 
„    zweite    „        „      n      „  „  tfi  =  0    „    $  =  ß. 

Man  mnss  daher  jedes  der  3  Doppelintegrale  in  2  Tbeile  zerlegen  und 
die  Grenzen  der  Integrationen  sind  in  dem  1.  Theil  tp  <=  — «  bis 
tp  =  +  «  und  ty  =  ß  bis  $  =  —;  im  2.  Theil  sind  die  Grenzen 
<p  =  —  x  -f-  y  bis  qo=  +  jr  —  y  und   if»  =  0  bis  $  =  ß. 

Entwickelt  man  nun  das  Quadrat  von  cos  a,  so  lässt  sich  be- 
züglich tp  integriren: 

X~          o                                     /  cos'lp  ■  sin  tt  ■  dip 
=  dx  ■  r*x  ■  sin  a  -  cos  a  ■  f  — ri — ?  . 

J    1  —  c  'sin1* 

f 

.    2xr*       .   ,,         t  cos1«  ■  ä+  ■  *n>  V  (ä  +  cos'y) 

+  "är  " 8in  «  J  — *T=?-r5i*5 — - 

+  2x  ■  r*    sin  «  ■  cos  a  ■  |'«i'»-l«T-<vt»-7-*f«"r) 
T  ,/  1—  «'»sin'» 

■    n          „              ■         /  cos1  ili    sin'  i£  ■  dili  ■  sin  v 
+  2x  ■  r"c  ■  cosä  a  ■  f _    ,,y  .  ,    —  -7  • 

Verbindet  man  einen  Theil  des  3.  und  das  1.  Integral  und  benützt 
im  2.  und  4.  Integral  die  Ausdrücke: 

'  sin  a  =  c  ■  tg  ß  ■  cos  «, 

sin  #  =  tg  ß  ■  cos  V>  ■  cos  y, 
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so  erhält  man  nach  einigen  Umformungen: 

<13)  X=2x.r*.8ina.cosa(Z)+-E  —  F), 


wo 


n 
T 


J     1  — c  "•  sin*^   7 
o 

TP         X   i~a     /  cos4  0  •  sin  y  •  (2 -f  cosfy)  •  <ty 

*  =  Y  *gP  J  l_c'«8in> > 

o 

j-, /cos3 tf>  •  sin  ip  •  y  •  eZ^> 

^7        1  —  c',-sin1^ 
o 

Das  Integral  D  wird  durch  die  Substitution   cos*  q>  —  z  rational  ge- 
macht und  gibt  so: 

Das  Integral  E  wird  mit  der  Substitution 

sin  1>  =  sin  /J  •  sin  u 

cos  ^  =  V 1  —  sin2  0  •  sin*  u 
sin  ß-  C08M   du 
d*  =  yi  ■- sin«  |J  •  bS^V 
aus  welcher  folgt: 

cos  u  cos  6  •  Bin «  .  cos  u 

sin  y  =  ,  cos  y  =  r  ,  to  y  =  — 5 — -. — , 

r        }/l  — sin«f?   8in*t*'  r        yi  —  sin»|J  •  sin*!*'     *'        cos/f-sinu* 

zu  folgendem: 


n 

Y 


man  erhält 


F  — —    8in*ft    Aos»tf(2  +  (l  —  Ssin'ffisin»«)^« 
^—  3  *  cosfTJ  1  — c'*-sinV-8hi,i*  ' 

o 

v _«     sin'p  /6  — 3-8in»(?  -t-iyr^-c^-sin'pY 

—  12  "   cos ß  \  1  +  j/l  -c'«-  sin»f?  /' 


in  F  theilweise  integrirt,  um  y  zu  entfernen,  und  statt  #  ebenfalls  die 
Variable  u  eingeführt,  gibt: 


n 

Y 


■p n  •  (1  —  cos  ß)   ,   c*  cos  ß    Cl  (1  —  c'*  sin*  ß  •  sin*  u)  •  du  # 

*  4c71  ■    Tc^  "t/  1  —  sin«  ß  •  sin7*         ' 


o 
hieraus  die  Reihenentwicklung: 


/ 
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WO 

(B  =  1  —  cos/J, 
2?!  =  1  —  cos/J  —  y  cos/J  •  sin2/J, 

1  .  13 

B%  =  1  —  cos  /J  —  y  cos  /J  •  sin8  ß  —  —  •  ■■■  ■  •  cos  /J  •  sin4/J , 

k£8  =  1  —  cos/J  —  y  cos/J  .  sin2/J  —  -  •  T  -cos/J  .  sin4/J  —  i  .  i. .  1 


cos  /J  •  sin6  ß   u.  8.  f. 


Ebenso: 


n 


r,  «        •   «       /cos8t/>  •  ein  ifr  •  difr 

Z  =  x  •  r*Ä  •  sin* a  •  I     «        ,.    •  »  .  , 

J     1  —  c  *  •  sin*  ^  > 


TT 

T 


i    r»         9         »  s        /*8in8tf  •  costf-difr 

+  2x  •  r2Ä  •  c2  •  cos2  a  •  /    «       ,t    :  -      , 

1  t/     1  — c     8m  V 


3      o,'«2 


-j-  x  •  r2  •  sin 


■ß 


+ 


/  COS81 


+  2x  •  c2  •  r2  •  cos2 
und  dieses  vereinfacht  gibt: 


•/ 


o 


n 
~2 


rw  g*«        /cos'rt  •  sinrt  •  <2i6 

Z  =  x  •  r*jr  •  sin*  a  •  I  — ; — z— r= — :  .  7 , 

o 

TT 

2 

i    o         »         »  2        /sin8i&- cosif>-difr 

+  2x  •  r*7t  •  c2  •  cos2  a  •  I    .    y  ,, — T-^ , 

o 
/* 
,    o  9-9        /cos8 1/>  •  sin ib  •  sin y  •  cos y  •  dil> 

+  3x  •  r2  •  sin2  a  •  I -*—z — -^ — '         ' , 

1  J  1  —  c  *  •  sin*  ^  '. 

o 

/?. 
2    /(sin1«  •  cos*^-f-  2c* •  cos'a  •  sin* ip)  •  y  •  sin^>  •  cos-^  •  dtp 

J  1  —  c'*-  sin*^ 
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Im  letzten  Integral  theilweise  integrirt  und  wieder  u  eingeführt 
durch   sin^  =  sin/}  •  sinw   gibt  dieses  letzte  Integral: 

%  •  r*  (sin*  a  —  2c*  •  cos*  cc)  n  •  (1  —  cos  ß) 


4c 


'« 


n 

T 


_  %c*r* (1  —  3 cos» «)  cos  p    A(l  —  c^sin'p»  sin'u)   du 

2c4  J  1  —  sin*  ß  •  sin"  u  * 


x   r*« 


(1  —  cos  ß)  cos2  a  —  x  •  r*  (1  —  3cos* «)  •  F. 

Das  3.  Integral  in  Z  wird: 

3x  •  r'«  •  c*  •  cos  ß  •  sin4  ß 

^^^2  mm ^ »^ — i —  Ml  I        l      ■      »  ■  ■     ■  -^— ^—  ■■■■■■!  ■  —     -   —   —  % 

8(i_c',-sinij?)(l  —  -L .  c ' '  •  sin » ß  +  Vi—  c'f-  sin*]») 

Damit  hat  man 

(i4)  ^i-^Wfe,g~(^sin'*~w/*)-J?')' 


wo 


G  =  <*.8m*ß(jrt  +  £j(l-c^)-2<s.<xs>ß(-*t  +  ±l(l-c'*j) 
-{_  3c> ^f  <* (l  —  i.c'».Bin»/?  —  yi  —  c'»sin^)-cos»/?(l-cos/i). 

Für  den  Angriffspunkt  der  Resultanten,  also  für  g  hat  man: 

2xrsc'' 


(15) 
wo 


!•{  = 


sin«  •  cos a  (D'  +  .E'  —  J"), 


n 

i 


j.t /*cos8^-  sin1^-  dty 

J      l-c'^sin8^-' 
o 

■r,,  1  ,      «     /  cos4  rb  ■  sintfr  •  siny  •  (2  +  cos'yVdtfr 

E  =Ytg/5.j^ T-,iri,^ — -' 

0 

j-t/ /cos8^-  sin'^>-  y  -d^> 

.^Z  1  —  c',-8in1^ 


Das  Integral  D'  wird  durch  die  Substitution  cos  i>  =  y  rational  ge- 
macht und  gibt: 

Das  Integral  E'  wird  durch  die  Substitution  sin  ty  =  sin  /}  •  sin  u  ver- 
wandelt in: 
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„,  =  frin»0     /'■m».ew'.i(a+(l- 
Scosß'J  1—  «''ain* 


P)" 


sodann  durch  die  Substitution  costt  =  y  rational  gemacht,  gibt  es: 
„.  =  (8 ein' ß  —  1  —  2c'' «in' p) yT^^7"'lin'p ■  Are rim (c'  sin p) 
8c'~'sin'pC08p 
,    8  —  fl  Bin'  p  +  (6  +  8  Bin' p) e'1  sin' g 


np-cMp 

Daa  Integral  F'  verwandelt  sich  durch  theüweise  Integration  und  die 
Substitution  sin  j>  ™  sin  ß  -  sin  «  in 


-  sin  p  ■  cos 


»+^-^-*/'C±g£S:a3- 


dieses  Integral  ist  nicht  in  endlicher  Form  darzustellen;  durch  Reihen- 
entwicklung erhält  man: 

*■  -  >  -v  i  -  *  '^f  -  v  -,-  -  •  •■ 

IT  =  ß  —  sin  /J  ■  cos  ß 

Bi  =  ß  —  sin  ß  ■  cos  ß  —  -g-  sin3  ß  cos  ß , 

B,'  =  ß  —  sin  p"- cos  p"  —  ^-sin3/}    cos/3  —  ~  ■  -i  sin6  (3-  cos/J, 
Bs'  =  B,'  —  -j-  •  -^  •  7  ■  sin'  ß  ■  cos  p", 
B/  =  Bt'  —  -j  •  -jr-  •  y  y  •  sin*  ß  ■  cos  0 ;    etc, 
Aus  den  gefundenen  Werthen  von  X  und   X  -  g   wird: 
(16)  t  - 


r(Z>'  +  £'  —  J") 


(D  +  £  —  .F) 
für  o— 0,   wobei  0  —  0,  ist  JF  — 0,  J"  —  0,  £  —  0,  J?—  0,  also 

für  u=-£,    wobei   /S  =  — ,  erhält  man 


iß-K- 


■  +  - 


»h-J-t-S 
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6.  Verbindung  des  Cylinders  und  des  halben  Rotationsellipsoids. 

Es  war 

1)  für  das  halbe  Rotationsellipsoid 

X  =  2x  •  r2 .  sin«  ■  cos  a  (2)  +  E  —  F) 

5        a~»~       c(I)  +  E—F)       > 

2)  für  den  Cylinder 

X'  =  -0-  x  •  r  •  a  •  sin2  a 

o 

St         a 

Folglich  hat  man  zwei  parallele  Kräfte  X  und  X';  die  Resultante 
ist  die  Summe  und  für  deren  Angriffspunkt  ist  die  a-Coordinate  be- 
züglich des  Gesammtkorpers: 

~       X+X' 
—  ■  r1  (Z>'  +  E'  —  F)  +  ar  (D  +  E—  F)  +  -i  a*ty  « 

(17) 5 ~ 

r(D  +  E-F)  +  Yatga 

Speciell  für  die  Halbkugel  ist  h  =  r;  folgt  c  =  1,  c'=  0,  ß  =  a\ 
es  wird  jetzt 

-r\         n         -n       tfsin'a(8 — sin'a)        ^        n  /rt  «    N 

!)=-,:     U  = r^ : ';     -F=  — (2  —  cos«  — cossa), 

4  '  16  •  cos  a  '  16 v  ' ' 

also 

D  4-  j;_  F=  üil+S?!1"!) 

1  8  cos  a 


und  hieraus 


g=  8 


3 arn  \    i      •  • 

•  (1  +  cos  a)  +  a*  sin  a 


oder 


~ «r-  "  V1  +  cos  a)  +  2a  sin  a 


-8-  +  2at«Y 


umgekehrt  a  als  Function  von  £: 


i     ä         8rg(q  —  g) 
g2         8a  (2f  —  a) 
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■ 

i 


n 
■T 


-p, sin"  ß     C«m  u  •  cos*  u  (2  +  (*  —  3  8in*  P)  «n1  **)  du 

^   ~3cöeß'J  1  — c'*rin'ß-an*«  ' 

o 

sodann  durch  die  Substitution  cosw  =  y  rational  gemacht,  gibt  es: 


p,  _  (Sein1)?  —  1  — 2c'«  sin»  ß)}/l  —  c'*sm*ß-  Are  sin(c'  sin)?) 
—  Sc^sin^pcosf? 


+ 


3  —  9  sin*  ß  +  (6  +  8  sin«  ß)  c'*  sin*  ß 


9c'4  sin  ß-  cos  0 

Das  Integral  jF'  verwandelt  sich  durch  theilweise  Integration  und  die 
Substitution  sin  $  =  sin  ß  •  sin  u  in 


TT 


r    s=^-ri'(ß —  8U1  ß-  COS  ß)  4- -Tk-ß  —  5-75  cos  ßl      M — >-^-~ — : — ) 
3C  »   \r  r  r/    i    c  4  r        2c  a         r  J      \1  —  c  sin  §  •  sin  u/ 


(2u 


1  —  sin*  0  •  sin»  u ' 

dieses  Integral  ist  nicht  in  endlicher  Form  darzustellen;  durch  Reihen- 
entwicklung erhält  man: 


F'  =  \  B'  —  Bt' ~  —  B2'c- 


C-  C'*  -n  tC*  •  c'4 

7 ^  -9— 


/  T>' 


3  *    5 

2?'  =  ß  —  sin  /}  •  cos  ß 

Bt'  =  ß  —  sin  ß  •  cos  ß  —  y  sin8  /}  cos  ß, 

2  2       4 

B%'  =  ß  —  sin  /?  •  cos  /?  —  y  sin3/?  •  cos/}  —  y  •  —  sin5  0  *  cos  0> 

B*  =  B*  —  y  •  y  •  7  •  sin7  0  •  cos  /J, 

Bl  =  2?8'  —  y  •  —  •  y  •  y  •  sin9  /3  .  cos  ß ;    etc. 
Aus  den  gefundenen  Werthen  von  X  und  X  •  £  wird: 

für  a  =  0,   wobei   0  =  0,  ist  E'  =  0,  J"  =  0,  £  =  0,  F  =  0,  also 


(16) 


C-c' 


2 


cD' 


9f  'V 

für   a  =  — ,    wobei   ß  =  — ,   erhält  man 


und  demnach 


V-V/ö     LS 

3  ^ 

^          c'0 

cos  /3 « 

E 

n 

SS    ■■    -     1 

6 

l  +  2c 

(1+c)" 

_  4c'1 

r(l 

+  c)' 

.  (-..  Are  sii 
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6.  Verbindung  des  Cylinders  und  des  halben  Botationseüipsoids. 

Es  war 

1)  für  das  halbe  Rotationsellipsoid 

X  =  2x  •  r*  •  sin«  -  cos  a  (D  +  E  —  F) 

5  —  a+       C-(D  +  E—  F)       > 

2)  für  den  Cylinder 

X'  =  -r-  x  •  r  •  a  •  sin2  a 

o 

St         a 
=  y 

Folglich  hat  man  zwei  parallele  Kräfte  X  und  X';  die  Resultante 
ist  die  Summe  und  für  deren  Angriffspunkt  ist  die  s-Coordinate  be- 
züglich des  Gesammtkörpers: 


_X-g+X'g' 
X+X' 

il.r*(D'+E'—F')  +  ar(D  +  E—F)  +  lra*tga 
(17)  -" S ~ 

Speciell  fiir  die  Halbkugel  ist  h  =  r;  folgt  c  =  1,  c'=  0,  ß  =  a; 
es  wird  jetzt 

^         w         ^       jrsin*a(3 — sin*a)        ,-,        «  /0  •    >. 

D=-   ;     U  = r^ = ';     F=  7^(2  —  cos a  —  cos3 a), 

4  '  16  •  cos  a  '  16  v  '  7 

also 


und  hieraus 


1  8  cos  a 

Barn 


5=    8 


(1  -f  cos  a)  -f-  a*  sin  a 


3f*ff       f.       ,  \      I      A  • 

(1  +  cos  a)  +  2  a  sin  a 


oder 


8 


3ar«  ,     ,.     a 

— « h<>  tg  — 

t !_L_ZJ.. 

•         im  .  „    .     a   ' 

umgekehrt  a  als  Function  von  £: 

hr  -?L  =  *LrJL(fL~~_P 

g2         8a(2£  — a)' 
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i  Betrachtet  man  die  erhaltenen  Ausdrücke  von  £,  so  erkennt  man, 

i  dass  im  Allgemeinen  auch  die  Lage  des  Angriffspunkts  der  Luft- 

I  widerstandsresultanten   auf  der   Geschossachse   von   dem  Winkel   a 

j  abhängt,   um  welchen   die  Richtung  des  Widerstands   gegen 

die  Achsenrichtung  geneigt  ist,  also  von  der  Stellung  des  fliegen- 
den Geschosses  gegenüber  der  Bahntangente. 

[Unabhängig  von  a  ergab  sich  £,  der  Abstand  zwischen  Geschoss- 
bahn und  Angriffspunkt  der  Resultanten,  nur  bei  dem  gerade  abge- 
schnittenen Cylinder.  Ferner  bei  der  Verbindung  von  Cylinder  und 
Kegel  lässt  sich  eine  bestimmte  Anordnung  der  Verhältnisse  angeben, 
bei  welcher  ebenfalls  £  von  a  unabhängig  wird;  nämlich  wir  hatten 
in  Gleichung  (11): 

2     i      •        .   h*rn    /     ,  ä2— 2r«\ 

—  aJ  •  sin  a  -4-  , ,  , — «  •  I  a  -\ -, —  I  •  cos  a 

t  _  3  ^  Ä»  +  r*     \    ^       Sh      / 

*  4  .         ,    h*  ■  r  •  n  •  cos  a 

_,.„,, +  _>i+yt 

a  +  — sh  --)  ist,  dann  und  nur  dann  hebt  sich  aus 

dem  Ausdruck   £  der  Winkel  a  völlig  heraus  und   es   wird    £  =  --  • 

Dann  also  liegt  der  Angriffspunkt  für  alle  Richtungsunterschiede  a  im 
Mittelpunkt  des  cylindrischen  Theils  des  Geschosses. 

In  diesem  Fall  aber  würde  der  Kegel  sehr  wenig  hoch  sein;  näm- 

lieh,  wenn  die  Cylinderlänge  =  -5-  Kaliber  ist,  also  a  =  3r,  so  wäre 
in  diesem  Fall 

— -r  =  3r  -| ^ — ;     oder    h  =  0,41  •  r . 

Das  Geschoss  hätte  also  den  Nachtheil,  dass  es  wegen  des  sehr  flachen 
kegelförmigen  Endes  an  der  Spitze  einen  zu  grossen  Widerstand  in  der 
Luft  erleiden  würde.] 

Von  der  Geschwindigkeit  des  Geschosses  zeigt  sich  in  den 
obigen  Formeln  die  Lage  des  Angriffspunkts  unabhängig.  Damit 
soll  freilich  noch  nicht  gesagt  sein,  dass  dies  auch  thatsächlich  der 
Fall  sein  müsse.  Denn  verschiedene  Momente  mussten  wir  in  der 
Rechnung  unberücksichtigt  lassen;  erstens  den  Umstand,  dass  die  Luft 
nicht  unmittelbar  auf  die  Oberfläche  des  Geschosses  einwirkt,  sondern 
dasselbe  von  adhärirender  Luft  umgeben  ist,  und  zweitens  die 
Reibung,  welche  bewirkt,  dass  der  Druck  der  Luft  nicht  vollkommen 
normal  auf  die  Oberflächentheile  wirkt,  dass  vielmehr  noch  eine  tan- 
gentielle  Componente  des  Luftdrucks  auftritt,  die  von  cc  abhängig 
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ist.  Allerdings  ist  die  Luftreibung  sehr  klein,  wie  Poisson  gezeigt 
hat  (s.  u.). 

Eben- über  die  Abhängigkeit  der  Lage  des  Angriffspunkts  auf  der 
Achse  von  dem  Winkel  a  hat  Kummer  noch  zahlreiche  und  genaue 
Experimente  angestellt.  Er  sucht  für  eine  bestimmte  Form  des 
Rotationskörpers  die  Beziehung  zwischen  £  und  a,  a  =  /*(£). 

Er  wählt  andere  und  andere  Werthe  von  £  und  sucht  den  zugehö- 
rigen Werth  von  «,  und  zwar  folgendermassen: 

Um  eine  horizontale  Achse  wird  das  Geschossmodell  (aus  Karton, 
um  die  Empfindlichkeit  der  Methode  zu  erhöhen)  leicht  beweglich  an- 
gebracht und  sodann  das  Geschoss  mit  ca.  8  m  Geschwindigkeit  in 
ruhender  Luft  bewegt  (mittelst  eines  Rotationsapparats;  das  Geschoss- 
modell hing  an  einem  über  2  m  langen  Arm,  der  um  eine  verticale 
Achse  gedreht  wurde). 

Das  sinnreiche  Verfahren  Kummer's  bestand  nun  in  Folgendem: 
Für  eine  grosse  Zahl  von  Lagen  der  Querachse  bestimmte  er  die 
Gleichgewichtslage,  welche  der  Körper  allein  unter  der  Wirkung  des 
Luftwiderstands  annahm.  Die  Entfernung  der  Querachse  vom  Geschoss- 
boden war  also  das  frühere  g;  zu  diesem  wurde  der  zugehörige  Winkel  a 
beobachtet,  unter  dem  sich  die  Längsachse  von  selbst  jedesmal  einstellte. 

Natürlich  mussten  alle  übrigen  Drehkräfte  eliminirt  werden;  vor 
Allem  wurde  die  Schwerkraft  als  Drehkraft  dadurch  aufgehoben,  dass 
der  Schwerpunkt  mittelst  eines  Mechanismus  im  Innern  stets  auf  der 
Querachse  lag.  Kummer  führte  die  Beobachtungen  durch  für  die 
Ebene,  den  Cy linder,  die  Verbindung  von  Cylinder  mit  Kegel,  Halb- 
kugel und  halbem  Ellipsoid  und  endlich  für  ein  Modell  des  Mauser- 
geschosses und  der  4  pfundigen  preussischen  Granate.  Einige  Einzelheiten 
der  Versuchsanordnung  verbesserte  Kummer  in  einer  zweiten  Arbeit. 

Für  spätere  Zwecke  sollen  hier  die  Versuchsresultate  Kummer's 
mit  dem  Modell  der  Granate  von  der  Cy  linderhöhe  a=  112,5  mm, 
dem  Radius  r  =  37,5  mm,  der  Hohe  des  aufgesetzten  Ovals  (halben 
Ellipsoids)  h  =  47,5  mm  wiedergegeben  werden.     Es  fand  sich  für 


t 

a 


68 
86 


70 
83 


72 
82 


74 
79 


76 
73 


78 
70 


80 
69 


82 
68 


84 
64 


86 
66 


88 
48 


90 
43 


92 
89 


94 
36 


96 
34 


98 
33 


100 
32 


102 
80 


104 
26 


106 
23 


108 
21 


110  mm 
18°. 


Wenn  also  der  Luftstrom  unter  immer  kleineren  Winkeln  cc  gegen- 
über der  Achse  gegen  das  Geschoss  gerichtet  ist,  so  rückt  der  Angriffs- 
punkt mehr  und  mehr  dem  oberen  Endpunkt  des  cylindrischen  Theils 
(£  =  112,5)  zu.  Für  kleinere  Winkel  als  a  =  18°  gab  die  experimen- 
telle Methode  keine  bestimmten  Resultate  mehr.  Nehmen  wir  in  diesem 
Fall  die  Formel 
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—  arn  +  a*-  tgy 
*  =  1J  ä 

zu  Hilfe  und  setzen  darin   a  =  0 ,   so  wird   g  =  a . 

Wir  können  also  aus  Theorie  und  Versuch  den  Schluss  ziehen, 
dass  für  Winkel  a  von  0  bis  ca.  18°  zwischen  Geschossachse 
und  Richtung  der  Luftwiderstandsresultanten  der  Angriffs- 
punkt ziemlich  genau  im  vorderen  Ende  des  cylindrischen 
Theils  auf  der  Achse  liegt.  Wir  werden  von  diesem  Ergebniss 
später  Gebrauch  machen. 

Auf  einen  auch  für  die  Meteorologie  (Theorie  der  Windfahnen) 
interessanten  Umstand  macht  Kummer  noch  aufmerksam.  Bei  seinen 
Versuchen  mit  einer  ebenen  Platte,  die  in  schiefer  Stellung  in  der  Luft 
bewegt  wird,  findet  er,  dass  der  Angriffspunkt  der  Luftwiderstands- 
resultanten nicht  genau  im  Schwerpunkt,  also  bei  einem  homogenen 
Quadrat  nicht  in  der  Mitte  liegt,  wie  die  Formel  angibt,  sondern 
etwas  weiter  nach  vorn  zu.  Der  Druck  der  Luft  ist  also  auf  den 
vorderen  Theil  grösser  als  auf  die  hinteren  Theile.  Diese  Nichtüberein- 
stimmung zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  rührt  ohne  Zweifel 
daher,  dass  die  Lufttheilchen,  nachdem  sie  auf  die  Platte  aufgeprallt 
sind  und  die  relative  Geschwindigkeit  derselben  angenommen  haben, 
an  der  Platte  entlang  gleiten.  Auf  der  hinteren  Seite  der  schief  vor- 
wärts bewegten  Platte  fliesst  mehr  Luft  ab,  als  auf  der  vorderen.  Von 
diesem  Umstand  des  Abfliessens  der  Luft,  die  in  die  Rechnung  nicht 
eingeführt  werden  konnte,  rührt  ohne  Zweifel  jener  Unterschied  her. 
Mit  Verwendung  dieses  Ergebnisses  für  die  Geschosse  wird  man  also 
schliessen,  dass  der  Angriffspunkt  der  Luftwiderstandsresultanten  eher 
weiter  nach  vorne  als  nach  hinten  zu  auf  der  Achse  liegen  wird,  gegen- 
über dem  Resultat  der  Rechnung.  Ein  oben  abgeschnittener  Cylinder 
als  Geschoss  benützt  würde  also  bei  Schiefstellung  den  Angriffspunkt 
der  Resultanten  nicht  genau  in  der  Mitte  haben,  wie  die  Theorie  es 
verlangt,  sondern  etwas  weiter  nach  vorne  zu.  Für  die  Theorie  der 
Geschossabweichungen,  und  speciell  die  Idee  pfeilartiger  Geschosse  ist 
dieser  Umstand  zu  beachten. 

Zusammenstellung  der  Formeln  über  die  Grösse  und  den  Angriffs- 
punkt der  Luftwiderstandsresultanten. 

a  =  Höhe  des  cylindrischen  Theils  des  Geschosses, 
h  =  Höhe  des  aufgesetzten  Kegels  oder  des  halben  Ellip- 
soids  u.  s.  w., 
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r  = 

x  = 

a  = 

6  = 

X  = 


Radius  des  Geschosses, 

Componente   des   Widerstands    längs   der   Geschoss- 
achse, 

Componente    des    Widerstands    senkrecht     zur    Ge- 
schossachse,  also 


yz*  +  ^2  =  Gesammtwiderstand, 

Winkel  zwischen  der  Richtung  des  Luftwiderstands 
und  der  Geschossachse, 

Abstand  zwischen  Geschossboden  und  Angriffspunkt 
der  Resultanten  auf  der  Achse, 

derWiderstand  auf  die  Flächeneinheit  bei  senkrechter 
Bewegung  derselben,  also  abhängig  von  Luftdichte 
und  Geschossgeschwindigkeit. 


Dabei 


X  = 


1.  Allgemein. 
I   I  cos2  <d  •  q  •  dz  •  cos  q>  -  dcp 


(*)  (?) 


Z  = 


—  x  •  I   f  COS2  (O  •  Q  -  dQ  •  d<p 


X  •  £  =  x  •  /  /  ( 0  +  P  •  :r )  •  cos2  cd  •  p  •  d#  •  cos  qp  •  dqp 

dz  do 

cos  ©  =  sin  a  •  ■=-  •  cos  9  —  cos  «  •  /  , 


Q—f(z)  die  gegebene  Gleichung  der  erzeugenden  Meridian- 
curve  des  Umdrehungskörpers;  o  =  Winkel  zwischen  der 
Flächennormalen  im  Punkt  (xyz)  und  der  Bewegungsrichtung; 
tp  =  der  Winkel,  um  welchen  der  Meridian  durch  (xyz)  von 
dem  Meridian  durch  den  Winkel  cc  absteht. 


2.   Eben  abgeschnittener  Oylinder. 


X 
Z 


5=  -=-  •  x  •  r  •  a  •  smza 


x  •  r2jr  •  cos2« 


a 

T 
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8.    Oylinder  mit  aufgesetztem  Kegel. 


a)   wenn    tga<y   ist: 

X  =  x  •  -r-  r  -  a  •  sin2  cc  +  *  • 


h*  •  r*n  •  sin  cc  •  cos  a 
h*  +  r* 


Z  =  x- 


5  = 


2 
3 


/  2r*  \ 

Ä*  •  r*x  •  I  sin* a  -f   ^-t  cos*« I 

a**™«  +  V  +  7*    la+~3Ä-/C08a 


4  ,  A*  •  r«  cos  a 

— -  a  •  sin  a  -1 r-^-; — =— 

3  ^      Ä*  +  r* 


b)  wenn   tga>  .     ist: 


fZ  -  «  .  y  ra  -  sin2a  +  2(^  +  r>)  , 


Z  = 


2(Ä*+r1)    » 


6  = 


3 


a*  sin*  a  + 


"•'■(•+£^ 


2  (Äf  +  r») 


4  .   ,       ,        Ä8    P 

—  a  •  sin1  a  -4-        .    — = 
3  '    2  (Ä*  +  r") 


wobei 
3 


P  =  y  sin8  a  •  sin  y  (2  +  cos2  y)  -j-  y  •  sin  a  •  cos  a  (jr  —  y  —  sin  y  •  cos  y) 

+  y,cos2asiny, 

4f 

^  ==  sin2  a    (?t  —  y  —  sin  y  •  cos  y)  +  y  sin  a  •  cos  a  •  sin  y 


+  T*(*  —  y)cos2a, 


cos  y  =  t~  '  co^8  a  • 


4.    Oylinder  mit  aufgesetztem  halbem  Rotationsellipsoid. 


X  =  2x  •  r2  sin  a  •  cos  a  (2)  +  i?  —  JF)  +  y  x  •  r  •  a  sin2 «  , 


6  = 


T-r*-(D'  +  .E'  —  J")  +  ar(D  +  JB— f)  +  4-0,-t8a 

r(D  +  ^— F)  +-|-a  •  tga 

8 
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Dabei  ist: 


r 


c'  =  l/l-p. 


*8/»-V*. 


ferner 


p  _  n  •  sin»  p    6  — 3sin»p  +  4.  )/l  —  c'*  sin»p 

_  12C08(J*  l+>/l  — (-'«sin^  > 

wo 

2?  =  1  — cos/J 

^  =  1  —  cos/J  —  y  cos  /J  •  sin*  ß 

1  1-3 

J82  =  l  —  cos/J — y cos /5 •  sin2 ß —  ktiCOs/J  sin4/J 

J88  =  1  —  cos/J  —  y  cos  /J  •  sin*/J  —  ^  cos  ß  •  sin4/5  —  YJTe  cos  ß '  s*n60 


u.  s.  w. ; 


*— te-.+s-.-4.-»c-±a). 

™  =  (8  •  sin»  p  —  1  —  2  •  c''  sin»  p) .  yi  --  c''  sin»  p  ■  arc  sin  (<?'  sin  p) 

8  •  c'fi  •  sin*  p  •  cos  p 

,    3  —  9  ■  su^p  -f  (5  +  8  ■  sin'p)«?'»  sin'p 
»  9  ■  c'4  •  sinp  •  cosp  * 

F   =-B  —BlT  —  B2     — - B9  .— ; 

wo 

J8'  =  /J  — sin/J-  cos/3 

Bx'  =  ß  —  sin/J  •  cos/J ö-  sin8/J  •  cos ß 


3 
2^ 

8 r     r         3-6 


2  2-4 

2?2'  =  /J  —  sin/J  -cos/J  —  -^-sins/J  •  cos/J  —  ^-r  sin5/J  •  cos/J 


u.  s.  w. ; 


G  =  C».8m»/J.(^+^Kl-C'*))-2C,-c08»/J.(f1  +  i1?(l-O) 
+  3c,c;4c08p  •  [l  -  y  c'*sin*0  — 1/1  — c'88in2/3]  —  cos*/J  (1  —  cos  /3). 

Cr»ni,  Bklliatlk.  11 
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n 
7 


-p, sin"  ß     /*sin  u  ■  cos*  u  (2  +  (*  —  3  sin*  p)  sin*  i*)  du 

^   —  3~cösp'J  1  —  c/,sin>p.sin«ü  » 

o 

sodann  durch  die  Substitution  cosw  =  t/  rational  gemacht,  gibt  es: 


j,,  _  (3  sin8  p  —  1  —  2c'8  sin1  p)  }/l  —  c'8  sin8  p  •  Are  sin  (c'  sin  p) 

3c'ö.8in8~p.cosp 


+ 


3  —  9  sin8  p  +  (ö  +  8  sin8  P)  c'8  sin1  p 


9c'4  sin  p- cos  p 

Das  Integral  F'  verwandelt  sich  durch  theilweise  Integration  und  die 
Substitution  sin  $  =  sin  ß  •  sin  u  in 


n 

i 


t?'          1      fo         -     o           o\    i    c*    o         c%           a    /\/l  +  c'sinp- sinu\ 
F  =^i(ß  —  sin5co8Ä)  +  — 4-5 —  ^-^cosp-  I  l\T-—,—r-£ -. )• 

3C  x    \r  r  r/    i    c  4  r        2c  ö         r  ^y      \1  —  c  sin  p .  sin  u/ 


du 


1  —  sin*  p  •  sin8  u ' 

dieses  Integral  ist  nicht  in  endlicher  Form  darzustellen;  durch  Reihen- 
entwicklung erhält  man: 


TS7'             1    T>'           T>  '    C              "D  '  C    "  C  7? 

-*     =    a   -O    _  A    X  —  ^2    —7 ^ 


8  *    5 

B'  =  /J  —  sin  ß  •  cos  /} 


9 


/   T>' 


B±  =  ß  —  sin  ß  •  cos  /J  —  y  sin8  /}  cos  ß, 

2  2       4 

2?2'  =  ß  —  sin  ß  •  cos  ß r-  sin3/?  •  cosß *r  "r  s*n5  ß  '  cos  ß> 


J83'  =  JB2'-44^.8in^.cos^, 

»'  7?'  2       4       6       8 

Aus  den  gefundenen  Werthen  von  X  und  X  •  5  wird: 


sin9  ß  •  cos  /3 ;    etc. 


(16) 


f,_c'*r(D'  +  E'  —  F') 


C(D  +  E—F) 

für  a=0,   wobei   0  =  0,  ist  JE?'  =  0,  .F'  =  0,  E  =  0,  JF  =  0,  also 
für   a  =  -— ;    wobei   ß  =  — ,   erhält  man 


cos 


,.jr-t( 


2  /c8  ■  Are  sin  c' 


^      3c'4    /' 


und  demnach 


a     ,-,  n      l  +  2c 

cos  /}  .  £  -  -  .  ^^ 


5  = 


4c'8r(l  +  c)1 
«c(l  +  2c 


c)8     /c8  .       ,    .    4c'8— 3\ 

r  ;  \V  Ar°  8m  C    +  "  Sc74") 


Ueber  die  Abhängigkeit  des  Luftwiderstands  von  d.  Gestalt  d.  Geschosse  u.  s.  w.    155 


6.  Verbindung  des  Cylinders  und  des  halben  Rotationsellipsoids. 

Es  war 

1)  für  das  halbe  Rotationsellipsoid 

X  =  2x  •  r2  •  sina  •  cos  a  (D  +  E  -  F) 

p  _       ,    c''r*-(D'  +  E'-  F') 
*~~  a~l"       c{D  +  E—  F)       > 

2)  für  den  Cylinder 

X'  =  —  x  •  r  •  a  -  sin2  a 

Folglich  hat  man  zwei  parallele  Kräfte  X  und  X';  die  Resultante 
ist  die  Summe  und  für  deren  Angriffspunkt  ist  die  2-Coordinate  be- 
züglich des  Gesamintkörpers: 

X+X' 

—  .r*(D'+E'—F')  +  ar(D  +  E—F)  +  l-attga 
(17)  =  -5 3 


r(D  +  E-F)+±atga 


Speciell  für  die  Halbkugel  ist  h  =  r;  folgt  c  =  1,  c'=  0,  /J  =  a; 
es  wird  jetzt 

t>         n         -„       7rsin*a(3 — sin1  a)        -n        *  /«  *    \ 

2)=-,;    -B  = r^ : ;    F=  ^(2  —  cos«  —  cossa), 

4  '  16  ■  cos  a  '  16  v  '  ' 

also 


und  hieraus 


D  +  E  —  F=  y^±?-^l) 

1  8  cos  a 

Sam  . 

— - —  •  (1  +  cos  et)  +  ar  sin  a 

£  =  -- 

— —  •  (1  +  cos  a)  +  2  a  sin  a 


oder 


3ar»  ,     ,.     a 

— ~ —  +  fl    tC  — 

g=     8  2- 

umgekehrt  a  als  Function  von  £: 

8  2         8o(2f  — a) 
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dann,  wenn,  zur  Vermeidung  von  einseitigem  Lichtreflex  bei  Versuchs- 
schiessen, Vor-  und  Nachmittags  geschossen  wird  (entsprechend  z.  B. 
der  Drehung  der  Fernrohrachse  um  180°  und  Durchschlagen,  bei  der 
Winkelmessung  mit  dem  Theodolith). 

§  22.    Abweichungen  in  Folge  controlirbarer  Aenderongen  des  Ab- 
gangswinkels  oder  der  Anfangsgeschwindigkeit   oder  des  Geschoss- 
gewichts oder  der  Luftdichte  u.  s.  w.  (Correctionen). 

a)  beim  Wurf  im  luftleeren  Baum. 

Welchen  Einfluss  übt  eine  kleine  Aenderung  des  Abgangswinkels  a 
oder  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  oder  von  beiden  auf  die  gesammte 
Wurfweite  X  aus  ?  Die  Aenderung  im  Abgangswinkel,  welche  wenigstens 
von  solcher  Grösse  sein  möge,  dass  sie  in  einer  Rechnung  sich  fühlbar 
machen  kann,  und  welche  die  Folge  einer  Vibration  des  Laufs  oder  ein 
Messungsfehler  sei,  werde  mit  da  bezeichnet;  die  Aenderung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit von  einem  Schuss  zum  andern  (vor  Allem  bewirkt 
durch  kleine  Verschiedenheiten  der  Pulverladung,  bei  den  modernen 
Infanteriegewehren  im  Mittel  6  bis  8  met/sec  betragend)  sei  z/r0;  die 
durch  Beides  bewirkte  Aenderung  der  Schussweite  sei  4X.  Wir  be- 
handeln diese  Aenderungen  oder  Fehler  in  der  Rechnung  als  unendlich 
kleine,  wie  es  ja  überhaupt  in  der  mathematischen  Physik  endlich 
kleine  Grossen  sind,  die  als  mathematisch  unendlich  kleine  in  der 
Rechnung  geführt  werden.  Darnach  berechnen  wir  das  totale  Diffe- 
rential von  X}  einer  gegebenen  Function  von  r0  und  «; 

*  =  /*(vo,«);     4X  =  ^-'Jv0  +  ^;Ja. 

Häufig  lässt  sich  dabei  von  der  logarithmischen  Differentiation  Gebrauch 
machen. 

Wir  hatten  im  2.  Abschnitt  pag.  16  die  Formel 

X  =  ^sin2a, 

also 

log  nat  X  =  2  log  nat  v0  +  log  nat  sin  2a  —  log  nat  g 

abgeleitet  und  hier  g  als  constant  behandelt, 

dX        ~     dvA    .    2  -cos  2a      M 
X  vQ      '       sin  2a 

Aendert  sich  somit  nur  der  Abgangswinkel  a  um  Aa  (Av0  —  0), 
so  ist 

(V  ~  =  2-  ctg  2a  •  Ja. 
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Die  Aenderung  der  Wurfweite  in  ihrem  Verhältnis  zur  Wurfweite 
selbst  ist  also  um  so  beträchtlicher,  je  grosser  2  •  ctg  2  a  •  Ja  ist,  und 
umgekehrt.  Bei  einem  bestimmten  gegebenen  Fehler  Ja  des  Abgangs- 
winkels ist  folglich  die  verhältnissmässige  Aenderung  der  Schuss- 
weite am  wenigsten  von  Belang,  wenn  ctg  2a  ein  Minimum,  also 

2cc  =  y>   a  =  T  ***>  ^  ^  wenn  un*er  45°  geschossen  wird. 

Aendert  sich  allein  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  um  4v0 
(4cc  —  0),  so  ist  die  dadurch  bewirkte  verhältnissmässige  Aenderung 
in  der  Schuss weite: 

(2)  X-  =  2- 


% 


Aendern  sich  beide  Grossen  a  und  v0  zu  gleicher  Zeit,,  so  ist  die 
daraus  hervorgehende  Aenderung  von  X  die  Summe  der  beiden  vor- 
stehenden Aenderungen  (1)  und  (2). 

Gemäss  dieses  in  der  mathematischen  Physik  durchweg  üblichen 
Rechnungsverfahrens  lassen  sich  alle  weiteren  diesbezüglichen  Aufgaben 
leicht  losen. 

[Selbstverständlich  ist  man  nicht  gezwungen,  zur  Berechnung 
solcher  Aenderungen  die  höhere  Analysis  beizuziehen,  sondern 
man  kann  auch  ein&ch  die  betreffende  Aufgabe  mit  den  etwas  ver- 
schiedenen Werthen  von  a  oder  von  v0  oder  von  beiden  noch  einmal 


»» 


lösen;  z.  B.  X  aus  —  •  sin  2  a   mit  den  neuen  Werthen  von  a  und  v0 

nochmals  berechnen.  Der  Unterschied  zwischen  beiden  Methoden 
hinsichtlich  der  aufzuwendenden  Mühe  ist  meistens  nicht  sehr  gross, 
wenn  man  die  früher  verwendeten  Logarithmenwerthe  notirt  hat.] 

In  gleicher  Weise  wollen  wir  noch  die  Berechnung  der  Aenderungen 
von  X  durchführen  für  die  Wurfbewegung  im  lufterfüllten  Raum, 
zunächst  bei  kleinen  Anfangsgeschwindigkeiten. 

2)  für  den  indireoten  und  Bombensohuss,  mit  kleinen  Geschwindig- 
keiten (Methode  von  Siacci). 

Wir  hatten  die  Bahngleichung 

wobei  (vgl.  pag.  88,  124,  125,  zusammen  mit  48)    ^  =  2ßq, 

*  -     1,206. P     oder  nach  Siacci  8  Bezeichnung  q  = p , 

K=  0,0001079 
war;  für  y  =  0  folgt  daraus  die  Beziehung  für  die  Wurfweite  X;  nämlich 

%%    sin  2a         ~  /X\ 
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Es  möge  sich  C  um  dC'}  v0  um  4vot  a  um  Ja  ändern;  wir 
fragen;  um  welchen  Betrag  JX  ändert  sich  in  Folge  davon 
die  Schussweite  X? 

Die  Gleichung  logarithmirt,  gibt 

2  •  log  v0  +  log  sin  2  a  —  log  g  —  log  X  =  log  G. 

Hier  ist  die  Function  G  im  Allgemeinen  von  X,  C  und  v0  abhängig-, 
nur  beim  quadratischen  Luftwiderstandsgesetz  enthielt  G  die  Grosse  v0 

nicht;  es  war  nämlich  für  dieses    G  =     "~", ,  wo  z  =  2ß  •  qx. 

Y 

0 

Allgemein  hat  man  also,  durch  totale  Differentiation 
„    Jv,    ,    ^Bin2«        JX      JG        1    [dG      .„  ,    dG      .n,  .    dG     .    1 
2--if  +  -W^---X-s=-Gs=Ghx-JX+W-JC+d70-Jvo] 

=  G--[P^x-^c£'^c'+W0^v<i> 

X 

dabei  verstehen  wir  unter  G'  die  Ableitung  nach  der  Combination  c,  • 

Wir  schreiben  nun  ^-  etwas  anders.  Durch  Ableiten  der  Bahn- 
gleichung für  y  nach  x  erhält  man 

P-    oder    tgcD  =  tga  —  - — / — *-  .  fax  •  G  +  x*  •  <?'•  ^). 

Setzt  man  hier  x  =  X,  so  wird  der  Winkel  a>  zum  Auffallwinkel  «'; 
verstehen  wir  hierunter  den  spitzen  Winkel,  so  dass  tga)x=x=  —  tga' 
ist,  so  wird 

-  tg  a  =  tg  a  —  - — /     .    •  (2X  •  G  +  ^  .  <?')  ■ 

Mit  tg  a  dividirt  und  die  obige  Beziehung  °  x —  =(?  be- 
nützt, gibt 

*-+£«'_  2  +  5.  £    oder    ^.g;,»";-»'. 

tga  l    C       G  CG  tg  a 

Damit  läset  sich  die  obige  Gleichung  zwischen  z/X;  z/C;  z/t;0? 
-^/r  anders  schreiben,  nämlich 

v0     "*"  tg2a  X~~ X*         tga         "  \  CT  C*     ^°/ 

(^  ^/X    tgra'        tga'-tga    z*C 


2T       tgcc  tga 


icr  ,  2^a     ^_  /o     ^  a^\ 

c  "1"tg2a"1"  t?0   \r     ö  'av' 


t>  ^peciell  bei  Anwendung  des  quadratischen  Gesetzes,  also  in  unserem 

^ajl  dG 

k    ^^    ist  Gr   von   v0  unabhängig,  also   ~—  =  0,   was  wir  von  jetzt  a,\ 


*(*, 


en 
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Die  Gleichung  (3)  gestattet,  Jlzu  berechnen,  wenn  die  Aende- 
rungen  dC,  da,  4v0  des  Luftwiderstandscoefficienten,  des  Abgangs- 
winkels und  der  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben  sind. 

Aendert  sich  nur  C,  sind  also  Ja  und  4v0  beide  Null,  so  ist 

(A\  £*  _  tgg#  — tgtt    JC 

W  x   ~      tg«'       "   C 

Bleiben  C  und  v0  ungeändert  und  ändert  sich  ausschliesslich  a  um 
du,  so  ist 

(5)  £*      2.tga      Ja 


X  tg  a*    tg2a 

Und  endlich  eine  alleinige  Aenderung  von  v0  um  dv0  bringt  eine 
Aenderung  dX  der  Schuss weite  mit  sich  von  der  Grösse: 

(6)  f*      2.^.^. 


tga 

Mit  Hufe  des  Factors  fx  =  ^  (vgl.  pag.  125)  läset  sich  kürzer 
schreiben: 
m  JJ_/;"1    JC  _  2      Ja   2     Jv~ 

V)  x  —    fx    '  er  —  7\mW^~ tx  "  <>o  ' 

Die  Tabelle  Siacci's  enthält  die  entsprechenden  Golumnen,  welche 
die  Berechnung  der  Gorrectionen  erleichtern.    Beispiele  s.  u. 

Wir  fügen  noch  einige  Anwendungen  an,  die  Siacci  von  dieser 
seiner  Methode,  die  Correctionen  zu  berechnen,  gegeben  hat. 

* 

Anwendungen. 

1)  Die  Pulverladung  ändere  sich  von  L  auf  «L  +  ^Zfkg- 
um  wie  viel  ändert  sich,  bei  sonst  gleichbleibenden  Umständen; 
die  Schussweite  X? 

Nach  dem  Gesetz  von  Hutton  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0 

proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Pulverladung  v0  =  k  *VX;  mit 
der  Aenderung  JL  der  Ladung  ist  also  eine  Aenderung  4v0  der  An- 
fangsgeschwindigkeit verbunden,  die  sich  berechnet  aus  — -  =  —  •  ~j- 

«  ,   ..  ,        •   i     j       4X        2    tga    JvQ  AX        tg  a     dL 

folglich  wird,  da   -r»15-?-._i    war,    -^-J-,.—. 

2)  Die  Hohe  des  Standorts  des  Geschützes  ändere  sich 
um  z/A  m;  dadurch  ändert  sich  die  Luftdichte  8.  Wie  gross 
ist  der  hierdurch  bewirkte  Einfluss  auf  die  Schussweite? 

Es  war  dh  =  d0  -  (1  —  0,00008  •  Ä).    Daraus  direct 

y*-=  —  0,00008-  JK\ 
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ferner  folgt  aus  C  durch  Logarithmiren  und  Ableiten  ^ £> 

also   =  +  0,00008  •  Ah]  nun  war 

£X_tgV—Ltga    JCT 

X    ~        tga'  ff    5 

also  ist 

A X  =  +  X •  0,00008  •  tgtfJ-,<gg  •  z/ A . 

1  ;  tga 

Wenn  die  Hohe  über  dem  Meer  zunimmt  (Ah  =  +) ,  so  nimmt  die 
Dichte  ab  (Ad  =  — ),  die  Wurfweite  nimmt  zu  (AX  =  — );  man  hat 
also  auf  die  Schuss weite  X  —  AX  das  Geschütz  zu  richten. 

3)  Es  wurde  die  Anfangsgeschwindigkeit,  die  Schuss- 
weite, die  Luftdichte,  das  Geschossgewicht  und  das  Kaliber 
gemessen.  Dagegen  wurde  für  die  entsprechende  Flugbahn 
der  Abgangswinkel  a  aus  den  Formeln  errechnet.  Die  Beob- 
achtung ergab  jedoch  einen  davon  etwas  verschiedenenWerth 
a  +  da  des  Abgangswinkels.  Angenommen,  die  Messungen 
sind  genau  und  die  Theorie  zutreffend,  so  lag  der  Fehler 
darin,  dass  für  i  •  ß  in  dem  Ausdruck  C  ein  falscher  Werth 
angenommen  wurde.   Welches  ist  der  richtige  Werth  von  iß? 

Es  ist  0'  =  ^;  G=pr/.iooo-¥k'  NlM5h  der  Voraussetzung 
sind  die  Grössen  X,  v0,  P,  R,  C,  8  unveränderlich.  Der  wahre  Werth 
von  j — Tg  möge  sein  C  +  AC'9  und  der  wahre  Werth  von  iß  sei  x\ 

so  ist 

Cf+AC'  =  1^    oder    1  + JC'         C       * 


d  .  x      vw"       *     '       ff  d  •  ff      X  > 

nun  war  mit  AX  =  0 

tga' — tga    z/C ~     tga        z/a 

tg?         '  ~ff~  tga~'*tg2a^ 

also  wird 

1 2    da  tga C         l_u 

1—  tg2a  'tga'  —  tga-  J^Tf'lc"5 

dies  ist  eine  Gleichung  zur  Ermittelung  von  x  oder  iß. 

o)   für  den  direoten  Sehuss  (Methode  von  Yallier). 

Da  das  allgemeine  Verfahren,  die  Correctionen  zu  ermitteln,  durch 
die  vorstehenden  Berechnungen  wohl  genügend    klar  gelegt  ist,  ver- 
zichten wir  in  diesem  Fall  darauf,  auch  hier  die  betreffende  Haupt- 
gleichung im  Einzelnen  abzuleiten,   sondern  geben  nur  das  Resultat 
vgl.  Not«  so.  und  ein  Beispiel  nach  Vorgang  Vallier's. 
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Die  sämmtlichen  Bezeichnungen  beziehen  sich  auf  dessen  Gleichungs- 
system (vgl.  §  15  und  §  44). 

Es  ändere  sich  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  um  dv09  der  Ab- 
gangswinkel a  um  da,  der  ballistische  Coefficient  c  um  dc\  damit 
die  Wurfweite  X  um  dX7  so  ist 

a    •    c\  2«cosa      .     /  ,N     Je'    ,    0     ,       ,  o        z/X 

^  sin 2a  = r-  •  sin  (a  —  a  )  •  — -  +  2  •  tg«  •  cos8«  •  -^- 

COS  ff  w  ucv. 

2  •  c'      [  ein  («'  -)-  *)  •  cos  a         </  1     Jv0 
~  K&) '  \        Xcosa'  Vj  "  !£"  ' 

also:  ändert  sich  erstens  nur  t?0  um  dv0,  so  ist 

z/X e^ ["sin («'  +  a)  •  cos a gl    J% 

~~X  ~  K(vö)  •  tga'cos»«  *  L        X-  cosa'  %*J  '  ~v^' 

oder  mit  genügender  Annäherung 

^£N  z/X 2c'  ["sin  2a  </ "]    z/t?0 

W  "X"  ~~  X(t>0)sin2a  "  IX  ^J  '  ~£~  * 

Beispiel.  Man  habe  zuerst  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  t>0=  600  m 
und  dem  Abgangswinkel  a  geschossen  rgj  =  10 ;  P=  Geschossgewicht  in  tonn., 

2R  Kaliber  in  mj;  bei  einem  zweiten  Schuss  sei  nur  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit eine  etwas  höhere,  nämlich  v0  =  606  m;  um  wie  viel  ändert  sich 
die  Schussweite?     Antwort:  dX  =  95  m. 

Zweitens,  ändert  sich  nur  der  Abgangswinkel  a  um  da,  so  ist 

— -  .  2  •  tg  a  •  cos8  a  =  2  •  cos  2«  •  /4a ; 

also 

/rtN                                       JX           cos  2a  . 

(9)  -v-  =  t — ? 5—  •  da 

v  y  X  tg  a  •  cos'  a 

oder  bei  flachen  Bahnen  nahezu  =  2  •  cot  2a  •  da . 

(Bei  demselben  Beispiel  sei  da  =  15';  so  wird  dX  =  40  m.) 

Drittens,  ändert  sich  nur  c   um  de' ,  so  ist 

z/X        sin(a  —  a')    Ac' 


(10) 

(z.  B   ist  — t  =  -%- ;   man   habe   einmal   die   Luftdichte    1,293  kg   gegen 

vorher  1,206  kg;  so  ist  ^  =  0,07215  ;   damit  dX  =  —  181  m. 
Treten  alle  drei  Aenderungen  zusammen  auf,  so  ist 

dX  =  95  +  40  —  181  =  —  46  m). 

Ueber  praktische  Erfahrungen  hinsichtlich  der  Aenderung  einer 
Flugbahn  insbesondere  durch  Verschiedenheiten  der  Temperatur ,  desVgi.Not«8i. 
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Luftdrucks,  Feuchtigkeitsgehalts  der  Luft  und  des  Winds  vgl.  man  die 
in  der  Literaturübersicht  angeführten  interessanten  Aufsätze,  wovon 
der  eine  die  englischen  Erfahrungen  im  Transvaalkrieg  behandelt. 


§  23.   Geschossab weichungen  in  Folge  von  Verdrehen  des  Gewehres 

bezw.  schiefer  Stellung  der  B&deraohse. 

Die  in  der  Ueberschrift  angedeutete  Ursache  kann,  zumal  bei  den 
grossen  Schussweiten  der  Artilleriegeschosse,  zu  bedeutenden  Abwei- 
chungen Anlass  geben;  wie  man  leicht  erkennt,  erfolgt  die  betreffende 
Seitenabweichung  immer  nach  der  Seite  des  höher  stehenden 
Bads,  bezw.  der  zu  hoch  gehaltenen  Yisirkante.  In  der  Praxis 
der  Artillerie,  wo  sich  der  Bodenbeschaffenheit  halber  nicht  immer  ein 
schiefer  Baderstand  vermeiden  lasst,  wird  diese  Seitenabweichung 
durch  Einhaltung  der  folgenden  Begel  corrigirt:  „Um  den  Einfluss  des 
schiefen  Baderstands  zu  beseitigen,  hat  man  für  jeden  Grad  Neigung 
der  Geschützachse  das  Visir  um  die  Hälfte  der  normalen  am  Aufsatz 
abzulesenden  Seitenverschiebung  (s.  darüber  w.  u.)  nach  der  Seite  des 
höher  stehenden  Bads  zu  bewegen." 

In   der  folgenden    kleinen  Tabelle    sind    einige   Zahlen    für   das 
vgl.  Note  82.  schwere  Feldgeschütz  der  deutschen  Feldartillerie  gegeben: 


Entfernung 
in 

Abweichung  des  Geschosses  in  Metern  bei  einer  Neigung 

der  Geschützachse  um: 

Metern: 

1° 

2° 

8° 

4° 

6° 

1000 

0,5 

1,0 

1,0 

1,6 

2,2 

2000        1 

2,2 

M 

7,7 

9,9 

14,3 

3000 

6,6 

13,2 

19,8 

26,4 

33,0 

4000 

13,2 

26,4 

39,6 

55,0 

68,2 

5000 

24,76 

49,5 

74,26 

99,0 

134,7 

Wir  stellen  die  allgemeinen  Bechnungsausdrücke  aufj  aus  welchen 
sich  die  diesbezüglichen  Abweichungen  des  Geschosses  1)  nach  der 
Seite,  2)  nach  der  Yerticalen  und  3)  nach  der  Horizontalen  der  nor- 
malen Flugbahnebene  berechnen  lassen.  (Naturgemäss  ist  die  erstere 
dieser  drei  Abweichungen  die  wichtigste  und  die  in  der  Praxis  allein 
berücksichtigte.) 


*) 


®<— 


Flg.  S6a,bto. 
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Die  Seelenachse  OA  des  Gewehres  oder  Geschützes  (Fig.  36  a) 
sei  so  gerichtet,  dass  der  Schuss  in  dem  Zielpunkt  B  sitzen  müsste. 
Nun  werde  die  Waffe  um  diese  Seelenachse  so  gedreht,  dass  die 
Yisirlinie  ab  JB  aus 
der  Ebene  der  norma- 
len Flugbahn  (Zeich- 
nungsebene) heraus- 
tritt, und  zwar  möge 
das  Visir  ab  etwas 
nach  vorn  gedreht 
werden.  Der  Neigungs- 
winkel, welchen  die 
Aufsatzfläche  bezw.  die  (y^a*^  » 
Baderachse  gegen  die 
vorhergehende  nor- 
male Lage  bildet,  be- 
trage i 

Man  denke  sich 
vom  Zielpunkt  B  ein  Loth  BA  auf  die  Seelenachse  gefällt  und  in  B 
die  Verticale  BV  gezogen,  so  ist  in  der  ursprünglichen  Lage  der 
Winkel  ABV  gleich  dem  Abgangswinkel  AOP.  Bei  der  Drehung 
um  OAV  kommt  B  nach  hinten  (bezüglich  der  Zeichnungsebene),  in 
die  Lage  B'  (Fig.  36  b);  der  Drehungswinkel  i  erscheint  somit  als 
<$Z  BAB\  In  der  Seitenansicht  (Fig.  36  c)  erscheint  B'  als  Punkt  D, 
der  Fusspunkt  des  Loths  von  B'  auf  AB.  Durch  D  und  B  ziehen 
wir  noch  in  der  normalen  Flugbahnebene  die  Verticale  DL  resp.  die 
Horizontale  BL. 

Diese  drei  Strecken  B'D,  DL  und  BL  sind  gewissermaßen  die 
drei  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Treffpunkts  B'  in  Bezug  auf  den 
Zielpunkt  2?;  dieser  Punkt  B'  müsste  bei  verdrehter  Waffe  anvisirt 
werden,  als  Zielpunkt  dienen,  soll  er  zugleich  Treffpunkt  sein.  Also 
sind  jene  drei  Strecken  B'D,  DL,  BL  nichts  Anderes  als  die  Ab- 
weichungen des  Geschosses  in  Folge  der  fraglichen  Ursache,  und  zwar 
B'D  nach  der  (linken)  Seite,  DL  nach  der  Verticalen  (unten), 
BL  nach  der  Horizontalen  (nach  der  Mündung  zu)  bezüglich  der 
normalen  Flugbahnverticalebene. 

Es  ist  leicht,  für  diese  Strecken  Rechnungsausdrücke  zu  geben. 
B'D  =  AB'  •  sin  i  =  AB  •  sin  i, 


BD  =  AB  — AB   co*  i  =  2- AB-  sin8-, 
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DL  =  BD  •  cos  a    und    BL  =  BD  •  sin  a ,    folglich 

■  ■ 

DL  =  2 AB  •  sin8  y  •  cos  a ;    BL  =  2  •  -4.1?  •  sin2  ~  •  sin  a ; 

wobei  AB  =  BV '•  cos  a    ist. 

Hierin  ist  BF  die  Strecke,  um  welche  sich  wahrend  des  Flugs 
das  Geschoss  in  Folge  der  Schwere  gesenkt  hat,  die  sogen.  Fallhöhe 
für  die  Entfernung  der  Wurfweite  X  oder  0Pf  also  in  den  verschie- 
denen Formen  für  die  Flugbahngleichung  y  =  f(x)  stets  das  zweite 
Glied  auf  der  rechten  Seite,  wenn  das  erste  Glied  x  •  tg  a  ist. 

Benützen  wir  also  z.  B.  das  quadratische  Luftwiderstandsgesetz, 
so  ist 

g  .  X%  e'—  1  —  b 


BV  = 


2  •  v0* •  cos*«  z* 

T 


wobei    z  =  2ßq-X;     g-         ljm    p     \ 

(ß  ist  =  1  für  flache  Schüsse;  andernfalls  aus  der  Tabelle  von  Siacci 
zu  entnehmen). 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 
Abweichung  B'D  nach  der  Seite  =  f- — '  8m  *  •  G  (z). 

°  2  ■  v0*  •  cos  a         v  y> 

„  DL      „      „     Verticalen       = s 6r  (0) , 

17  •  X1-  sin'  —  •  tgct 

BZ      „      „    Horizontalen  = 1 &(*)• 


Dabei  ist 


(s.  Tab.  Vm);  z  =  2  .  /}  -  q  .  X;  g  ist  der  Luftwiderstandscoeffi- 
cient,  nämlich 

0,014  -  i?»»  •  *  •  g 

^—         1,206  -  P        > 

JPä  =  Geschossquerschnitt  in  qm;  P=  Geschossgewicht  in 
kg?  0°  =  Abgangswinkel;  Im  =  Zielweite;  d  =  Gewicht  von 
1  cbm  Luft;  g  =  Fallbeschleunigung  9,81;  ß  aus  der  Tab.  XITI 
von  Siacci  zu  entnehmen  (für  flache  Schüsse  ist  0  =  1);  t0  =  Ver- 
drehungswinkel; für  grosse  Geschwindigkeiten  ist  0,014  durch 
0,039  zu  ersetzen. 
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[Mit  der  Vallier'schen  Tabelle  <3>(a)   berechnet   man   die 
(wichtigste)  Seitenabweichung  folgendermassen: 


dabei  ist 


BD 

= 

2-  < 

'  •  *(a) 
sosa 

sini; 

c' 

= 

Z    P 

•  cosa 
2*»      ' 

X  der  Coefficient,  welcher  von  der  Form  der  Geschossspitze 
abhängt  (vgl.  §44);  6  =  Gewicht  eines  cbm  Luft:  1,206;  P  =  Ge- 
schossgewicht in  Tonnen;  2R  Kaliber  in  m;  sonst  die  üb- 
lichen Bezeichnungen;  &(a)  ist  aus  der  Tabelle  XVIII  zu  ent- 
nehmen;   a  =  —J- 

Beispiel. 

Beim  Schiessen  mit  dem  türkischen  Infanteriegewehr  auf 
1800  m  werde  das  Gewehr  unrichtig  gehalten,  so  dass  die  Visir- 
fl&che  mit  dem  Horizont  einen  Winkel  von  5°,  10°,  20°  bilde. 
Wie  gross  sind  die  dadurch  bewirkten  Seitenabweichungen  des 
Geschosses? 

p=  13J  g;    2R  =  7,65  mm;    v0  =  657  met/sec;    a  =  4°  35'   (fftr 
X=  1800  m);    ^  =  0,966. 
Es  wird 

*-  =  0,9364 , 

c'  =  1,0117  , 
0(a)  =  0,1576, 

also  Seitenabweichg.  b. Verdrehen  um  5°=  -5 (40  35' 20"^   '  8*n  6° = 1 2,52  m 

„  „         „         „10°=  „  sinl0°=25,0m 

„  „         „         „20°=  „  -sin  20°= 49,24  m 


§  24.  Geschossabweichiingen  in  Folge  der  Rotation  der  Erde 

um  ihre  Achse. 

Der  physikalische  Grund  für  die  Abweichungen  der  Geschosse 
(nach  der  rechten  Seite  des  Schützen)  in  Folge  der  Erdrotation  ist 
derselbe  wie  für  die  Entstehung  der  Passatwinde;  er  ist  derartig  all- 
gemein bekannt,  dass  hier  wenige  Worte  genügen. 

Man  denke  sich  von  einem  in  Meereshöhe  gelegenen  Erdpunkt 
aus  nach  Norden  zu  geschossen.  Schon  vorher  haben  Geschütz  und 
Geschoss;  da  sie  an  der  Drehung  der  Erde  Theil  nehmen,  eine  be- 
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stimmte  jenem  Erdort  zukommende  Geschwindigkeit  von  West  nach 
Ost,  welche  das  Geschoss  nach  wie  vor  beibehalt,  so  lange  keine 
äusseren  Hindernisse  dasselbe  hemmen.  Das  Geschoss  komme  nach 
einer  gewissen  Zeit  wieder  an  der  Erdoberfläche  an  und  schlage  in 
einem,  ebenfalls  in  Meereshöhe,  aber  weiter  nordwärts  gelegenen  Punkt 
auf  dem  Boden  auf.  Dieser  zweite  Punkt  besitzt  zwar  dieselbe  Winkel- 
geschwindigkeit wie  der  erste  und  wie  die  ganze  Erde,  dagegen  eine 
seinem  Parallelkreisradius  entsprechende  kleinere  lineare  Geschwindig- 
keit nach  Osten  zu.  Folglich  ist  das  Geschoss  in  Folge  seiner  grösseren 
östlichen  Geschwindigkeit  diesem  zweiten  Erdort  nach  Osten  zu  voran- 
geeilt, oder  es  ist  nach  der  rechten  Seite,  vom  Schützen  aus  gesehen, 
abgewichen.  Wird  umgekehrt  von  Norden  nach  Süden  geschossen,  so 
bleibt  das  Geschoss  wegen  seiner  kleineren  östlichen  Bahngeschwindig- 
keit hinter  dem  weiter  südwärts  gelegenen  Aufschlagpunkt  nach  Westen 
hin  zurück  oder  es  erleidet,  vom  Schützen  aus  gesehen,  wiederum  eine 
Rechtsabweichung. 

Im  vorliegenden  Fall  interessirt  vor  Allem  die  Grösse  dieser 
Abweichung.  Um  diese  zu  erhalten,  untersuchen  wir  die  relative 
Bewegung  des  Geschosses  in  Beziehung  auf  die  in  der  täglichen 
Umdrehungsbewegung  begriffenen  Erdoberfläche. 

Nimmt  man  im  Abgangspunkt  des  Geschosses  ein  rechtwinkliges, 
mit  der  Erdoberfläche  fest  verbundenes  Coordinatensystem  an,  die 
x-Achse  positiv  in  der  Richtung  der  Parallelkreistangente  nach  Osten 
zu,  die  t/-Achse  positiv  nach  Norden,  die  £-Achse  positiv  nach  dem 
Zenith;  betrachtet  die  Erde  als  Kugel,  setzt  die  Schwererichtung  als 
nach  dem  Erdmittelpunkt  gehend  voraus,  vernachlässigt  man  ferner 
die  kleinen  Glieder,  welche  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit  n 
der  Erde  enthalten  und  sind  endlich  die  geographische  Breite  des 
Abgangsorts  mit  y,  die  Verzögerung  des  Geschosses  durch  den  Luft- 

-£) ,   die  Goordinaten  des  Geschosses  zur 

Zeit  t  mit  xyz  bezeichnet,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  desselben 


(i) 


d*x        n       (dy       .              dz             \ 

ds     dx 
'  dt"dt} 

d*y             0       dx                         ds    dy 

;r »  =  —  2n  •  -=r  •  sin  y  —  C  •  -r:  •  -rr . 
ds*                      dt           f             dt     dt9 

d*z        0       dx                                   ds    dz 

— ^  =  2n  •  -TT  •  cos y  —  g  —  c  •  -n  •  :n  • 
ds*                dt           f        *             dt     dt 

Dieses  Gleichungssystem  ist  mehrfach  abgeleitet  worden,  zuerst 
vgl.  Note  sä. wohl  von  Poisson. 
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Der  Mittelpunkt  C  der  Erde  (Fig.  37)  sei  Coordinatenanfang  eines 
im  Raum  festen  Systems  Cxx,  Cyx,  Gzx;  xxyxzx  sind  die  Coordinaten 
des  Geschosses  M  nach  der  Zeit  t9 
vom  Anfang  des  Schusses  ab  ge- 
rechnet. Die  Componenten  der 
Beschleunigung  der  Erdanziehung 
auf  das  Mobile  M,  parallel  jenen 
festen  Achsen,  seien 

dP      dP      dP 

dxi '     dyx  '     dzx ' 

9  sei  die  Beschleunigung  des  Luft- 
widerstands; Xpv  die  Winkel  ihrer 
Richtung  mit  Parallelen  durch  M 
zu  den  drei  festen  Achsen,  also 

(p  •  cos  X ,    q>  •  cos  (i }    q>  -  cos  v 

die  Componenten  von  <p.    Es  sind  dann  die  Gleichungen  für  die  abso- 
lute Bewegung  des  Geschosses  im  Raum 


♦  •■r« 


Fig.  87. 


<d*xt        dP 


(2) 


dt' 


=  5^  +9-cosA, 


d*u,        dP    . 
<*•*.         dP    . 

!F  =  dT1+(P-coav- 


Die  yxxrx  -Ebene  sei  die  Meridianebene  durch  den  Abgangspunkt 
des  Geschosses;  Czx  positiv  gegen  den  Nordpol  gerichtet,  Cyx  in  der 
Aequatorebene;  ebenso  Cxv  Ferner  mögen  r,  #,  tl>  die  Polar-Coordi- 
naten  des  Geschosses  zur  Zeit  t  darstellen,  nämlich  r  die  Entfernung 
CM  derselben  vom  Erdmittelpunkt,  &  den  Winkel  CM^CzXJ  i>  den 
Winkel  zwischen  der  Ebene  CM/^Czx  und  der  yxzx -Ebene,  so  dass 

zt  =  r  •  cos  #;     yx  =  r  •  sin  &  •  cos  tl> ;    xx  =  r  •  sin  #  •  sin  if> . 

Wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdrotation  bedeutet,  so  ist 
n-r-sin#  die  absolute  Geschwindigkeit  der  (in  Bezug  auf  den  Erd- 
boden ruhend  gedachten)  Luft  um  den  Punkt  M.  Diese  Geschwindig- 
keit ist  nach  der  Tangente  an  den  Parallelkreis  durch  M  gerichtet; 
die  Componenten  derselben  nach  den  Achsen  zxyxxx  sind  dann 

0 ,  —  nr  •  sin  d  •  sin  $  9     nr  •  sin  &  •  cos  ty     oder     0 ,  —  nxx ,  +  nyx . 

Die  drei  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  v  des  Geschosses 
und  der  Luft  sind  folglich 

dz.       dy,    .  dx. 

«5     dt+nx"     -dt-»*' 
folglich 
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Wir  müssen  den  Widerstand  der  Luft  als  eine  gegebene  Function 

dieser  relativen  Geschwindigkeit  behandeln,  wobei  der  Widerstand  dieser 

Geschwindigkeit  direct  entgegengesetzt  gerichtet  zu  denken  ist,  also 

dz.  .        dyx 

-TT  =  —  v  •  cos  k :       ^^ 

(3) 


dt 


dt  +nxl  =  —  vcosp; 

dxl 

dt  " 


nyx  =  V  .  C0S  V 


Ueber  die  Form  von  <p  haben  wir  eine  Hypothese   zu   machen; 
wir    werden    das    quadratische    (Newton'sche)    Luftwiderstandsgesetz 

-ti)   zu  Grunde  legen,  das  durch  die  Versuche  von  Krupp  1882 

in  ziemlich  weitem  Umfang  als  genügend  annähernd  zutreffend  nach- 
gewiesen wurde.  Setzt  man  in  (2)  ein,  so  enthalten  diese  Gleichungen 
nur  noch  xxyxz±  und  t\  die  Integration  gibt  sodann  die  Lage  des 
Mobiles  im  Baum  zu  irgend  einer  Zeit  t 

Um  jedoch  die  Bewegung  für  ein  Coordinatensystem  zu  erhalten, 
welches  die  Rotation  der  Erde   mitmacht,   legen   wir  durch   einen 

Punkt  0  der  Erdoberfläche  drei 
Achsen  Oz>  Oy,  Ox.  Dabei  ist  Oz 
in  der  Verlängerung  des  Erdradius 
CO]  Oy  in  der  Meridianebene  nach 
Norden  und  Ox  in  der  Parallelkreis- 
ebene nach  Osten  zu  positiv  gerichtet. 
In  diesem  beweglichen  Coordinaten- 
1  System  sind  xyz  die  Coordinaten  des 
Geschosses  zu  irgend  einer  Zeit  t 

Im  Anfang  der  Bewegung  falle 
der  Meridian  von  0  mit  der  y^-Ebene 
zusammen;  nach  t  Secunden  ist  dann 
der  Winkel  zwischen  beiden  Ebenen 
=  nt)  wird  mit  y  die  geographische 
Breite  von  0,  mit  l  der  Erdradius  bezeichnet,  so  sind  die  Coordi- 
naten x0y0z0  von  0  in  Bezug  auf  die  festen  Achsen 

=  (xiyi*l)r=*li*=90—y;\p=*nt  d.h.  =  (l  C08  y  -  BU1  tlt]   l  COS  y  -  C08  tlt]   läiliy). 

Die  Formeln  der  Coordinatentransformatäon 

x  =  (x1  —  x0)  cos  (xxx)  +  (yx  —  y0)  cos  (xyx)  +  (zt  —  z0)  cos  (xzt) 
V  =  fo  —  *o)  cos(y^)  +  (yx  —  y0)  cos  (yyj  +  (zt  -  z0)  cos(y^) 
z  =  (xx  —  x0)  cob(zxx)  +  (yA  —  y0)  cos^yO  +  fo  -  z0)  cos  (zzt) 

werden  dann  zu: 


Fig.  S8. 
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x  =  {xx  —  l  cos  y  sin  nt)  cos  nt  —  (yx  —  l  cos  y  cos  nt)  sin  nt 
V  =  0*i  —  *  siny)  cos  y  —  (yx  —  l  cos  y  cos  n£)  sin  y  cos  n£ 

—  (xi  —  '  cosy  sin  ntf)  siny  sinnf 
jsr  =  (^  —  J  gin  y)  sin  y  +  (yx  —  Z  cos  y  cos  n£)  cos  y  cos  n£ 

+  (xA  — - 1  cos  y  sin  nt)  cos  y  sin  nt 

oder 

#  =  ^  cos  nt  —  yx  sin  nt 

y  =  zx  cos  y  —  yx  sin  y  cos  »£  —  o^  sin  y  sin  nf 

0  =  zx  sin  y  +  yx  cos  y  cos  »f  +  xx  cos  y  sin  nt  —  l. 

Daraus  reciprok: 

xx  =  x  cos  nt  —  y  sin  y  sin  nt  +  (0  +  T)  cos  y  sin  nt 
yx  =  —  #  sin  »£  —  y  sin  y  cos  n£  -{-  (x?  +  V)  cos  y  cos  nt 
0i  =  y  cos  y  +  (*  +  J)  sin  y . 

Die  Coefficienten  von  ^^^  in  den  Werthen  von  xye  sind  die 
cosinus  der  Winkel,  welche  von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  xxyxzx 
durch  M  gebildet  werden  gegen  die  der  xyz.  Nennt  man  also  X' \lv' 
die  Winkel  der  Richtung  v  (entgegengesetzt  g>)  gegen  diese  neuen 
Achsen,  also  v  •  cos  X',  v  •  cos  \i,  v  •  cos  v    die  Componenten,  so  ist 

v  •  cos  X '  =  —  v  •  cos  X  •  cos  n t  +  v  •  cos  p  •  sin  nt 

fj-cosf*'=  —  0- cosv  •  cos  y +1;  «(»Sfi«  siny 'Coswtf  +  t?- cos  A«  siny- sin  w£ 

t;-cosv'= — v  •  cos  v- siny — v-cosp-cosy-cosnl — v-cosA-cosy-sinnl. 

Die  Werthe  von  xxyxzx  nach  t  differentiirt,  zugleich  die  von  den 
Differentialquotienten  von  xye  freien  Theile  nach  links  herübergenommen, 
erhalt  man,  zugleich  wegen  (3) 

'dxx  dx  .       dy  . 

-£  —  n  •  yx  —  2 r  co s  n *  —  -/-  .  sin  y  •  sin  n* 

+  -t;  •  cos  y  •  sin  nt  =  —  t>  •  cos  X 

dy,    .  dx      .        .        dy  . 

■j-  +  nxx   =  —  -TT  •  sin  »<  —  -r|  •  sin  y  •  cos  n£ 

+  -^  •  cos  y  •  cos  nr  =  —  v  •  cos  p 
dz,       dy  ,   ds 

^  ~  dt ' w*  y  +  Tt  • 8Ul  y — *  ■ cos  "• 

Diese  Werthe  in  das  vorhergehende  System  eingesetzt  und  ver- 
einfacht gibt: 

C ran i,  Ballistik.  12 
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w        dx  9       dv  /        dt 

vcoBl=ji;    t?cosfi—  ^j    t?cosv=— , 

d.  h.  die  relative  Geschwindigkeit  t?  zwischen  Luft  und  Geschoss  ist 
nach  Grösse  und  Richtung  gerade  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses 
in  seiner  scheinbaren  Bewegung. 

Ein  Bogen  s  der  scheinbaren  Flugbahn  gibt  als  Differential 

ds*  =  dx>  +  dtf  +  ds*; 
somit 

d*      da  ,,       da; 

""«'     ST008*  "H'* 
also 

,/       da;  ,       dy  ,       ds 

cosX-^;     cosfi=^;     cos*-*-- 

Unser  Gleichungssystem  (2)  wird  jetzt 

td*x  .       d1«  .    .    d*z  . 

-jTji  •  cos  nt  —  -&  •  sin  y  •  sin  nt  +  -^5  •  cos  y  •  sin  nt 

—  2n^-sinnf-f  ~siny-cosni —  —  -cosy-cosn*] 

2  dP  1  , 

~~  n  -^  — 3^  +  »C0Bl 

d1«      .        .        d*y      .  .    .    d** 

—  -jp  •  sin  nt  —  -^  •  sin  y  •  cos  nf  +  ■3*1  •  cos  y  •  cos  nt 

—  2n  (-77  •  cos  nt — -^  •  sin  y  •  sinnt  +  -^  •  cos  y  •  sin  nt) 

— »1-!fi  — g^  +  9-coafi 

dV    ^a       *d*z     .  dP  . 

i  ^ji  •  w>8  y  +  ^ .  sin  y  —  ^  +  9  .  cos  v . 

Betrachtet  man  P  als  eine  Function  von  xyz  und  von  x1y1el  und 
beachtet  obige  Werthe  von  xye  in  x^^,  so  wird 

dP       dP  .       dP  .       . 

^-  —  coant-^sinnt 

dP  dP    .  ,        dP    .  -    .     dP 

5^-  =  —  ^ sin  y  sinn*  —  —  sin  y  cos  n*  +  ^  cos  y 

dP        dP  .    .    dP  .    .    dP   . 

dl  =  d^™*Y  Bmnt  +  d£™a  *  ™8nt  +  dF^K 

damit  werden  die  obigen  3  Gleichungen: 
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(4) 


dt* 


2«( 


dy    . 


dz 

dt 


co*y)  +  n'z  +  -^-<pT8 


^  =  — 2n^siny+n2(y8iny— (^+0cosy)8iny+^— 9^ 


dt 
{dt9 


dt 


da 


2n£coBy  —  n*(yBmy  —  (*  +  l)coay)<nsy  +  -^  —  <p-£ 


dt 
dx 


da 


(nämlich  — fjü.  s.  w.,  weil  die  Richtung  X'yJv'  der  Geschwindig- 
keit v  in  dem  nenen  System  der  Kraft  (p  direct  entgegengesetzt  ist). 
Dies  also  sind  die  Gleichungen  der  relativen  Bewegung.    Hierin 


vernachlässigen  wir  die  Glieder  mit  n*  =  (gäTÄi)  >  fenier 


dP 


dP    dP 

dx  9  dy 


und 


nehmen  mit  genügender  Annäherung  ^- g. 


dz 


Für  die  Luftwiderstandsbeschleunigung  <p  setzen  wir  <p 


X  •   ITT 


Dabei  ist 


x  =  0,014  •  B?%  •  j-^Qg    für  Geschwindigkeiten  kleiner  als  die  Schall- 
geschwindigkeit; 

x  =  0,039  •  K*jt  •  -r^r    für  Geschwindigkeiten  grosser  als  die  Schall- 
geschwindigkeit; 

IPx  der  Geschossquerschnitt  in  qm;  d  =  Gewicht  von  1  cbm  Luft. 

Damit  werden    die   Differentialgleichungen   der    scheinbaren  Be- 
wegung des  Geschosses 

ed*x       0    (dy  dz  \  da    dx 

d*y  n       dx  da    dy 

d? 2n  Tt*mY-*Tt-dJ 

d*z       ft    dx  da    dz 

also  die  erwähnten  Gleichungen  (1),  die  hiermit  abgeleitet  sind. 


Anwendungen. 

A)   Die  relative  Gesohossbewegung  bei  Vernachlässigung  des 

Luftwiderstands. 

In  diesem  Fall  ist  x  =  0  und  man  hat 

d*x       n         -  dy        *  dz 

=  2n  •  sin  y  •  -^  —  2n  •  cos  y  •  -r- 


(5) 


dt*  "*"  f     dt 

d*y  rt         .  dx 

d%z        0  dx 

=  2n  •  cos  y  •  -,7  —  p . 


dt 


Idt» 


dt 


12' 
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Z.  B.  die  zweite  dieser  Gleichungen  gibt 


dy 
dt 


+  const  +  2n  •  sin  y  •  x  =  0 , 


und  wenn  a,  b,  c  die  Gomponenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  sind, 
so  ist 

b-{~conai  =  0;    und  darnach    -^  —  6  +  2n  •  siny-it  ==  0, 


dt 


analog  die  andern;  also 


(6) 


(dx 
dt 

dy 
dt 

di 
Kdt 


—  a  —  2n  •  sin  y  •  y  +  2n  •  cos  y  •  z  =  0 

—  b  -\-2n*saiy  •x—Q 

—  c  —  2n  •  cos  y  •  y  +  9*  —  0 . 


Setzt  man  diese  Werthe  von  -jr  und  jt  in  die  erste  Gleichung  (5) 

ein  nnd  vernachlässigt  zugleich  wegen  der  Kleinheit  von  n*  die  Glieder 
n*x,  n*y,  n*z9  so  ist 

d*x 

-jit  —  2n- sin  y  (b  —  2n •  sin y  •  x)  -f-  2n •  cos  y  (c  -{-  2n  •  cos y  •  x — gt)  =  0 

oder 


d*x 
dt 


i  —  2w(6  siny  —  c-  cos  y)  —  2n-  cos  y  -gt  =  0; 


integrirt 


dx 


-^7  =  a  +  2n  (6  sin  y  —  c-cosy)f  +  n-cosy-j-?; 


dt 
#  =  at  +  n  (6  •  sin  y  —  c  •  cos  y)  f *  +  y  "  n  '  COH  Y  '  ff  '  t*  • 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  2.  und  3.  Gleichung  (6)  ein,  so  lassen 
sich  diese  letzteren  nach  t  integriren,  dabei  ist  zu  bedenken,  dass 
wegen  des  2.  und  3.  Gliedes  in  dem  Ausdruck  von  x  der  Factor  n* 
auftreten  würde,  den  wir  vernachlässigen,  so  dass  nur  x  =  at  einzu- 
setzen ist;  zusammen  hat  man  dann 


(7) 


x  =  a  •  t  +  n  (b  -  sin  y  —  c  •  cos  y)  t*  +  y  »  •  cos  y  •  t* 

y  =  b-t  —  n  •  sin  y  -  a  - 1* 

ss  =  c .  t  —  \-^g  —  n  •  cos  y  •  aj  t*. 
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Speoielle  Falle. 

a)  Ein  Körper  fällt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  frei 
herab. 

In  diesem  Fall  ist 

a  =  b  =  c  =  0,     x  =  yw-  cosy  -g-  tf8;    y  =  0;    z  =  —  y<7-tfa. 

Die  Gleichung  y  =  0  zeigt,  dass  unter  den  erwähnten  Voraus- 
setzungen nach  Süden  oder  Norden  keine  Ablenkung  statt- 
findet, sondern  —  vermöge  der  1.  Gleichung  —  nur  eine  solche  nach 

Osten  im  Betrag  von  y  n  •  cos  y  *g  •  t*.  Die  3-  Gleichung  lässt  er- 
kennen, dass  die  Dauer  des  verticalen  Falls  durch  die  Erdrota- 
tion nicht  geändert  wird.  Die  Gleichung  der  Bahnlinie  ist  — 
durch  Elimination  von  t  erhalten  — : 

8  -1/2"  — 

(8)  x  =  —  Tr"~  '  n '  COB  ? '  gi   (NeiFsche  Parabel). 

b)  Ein  Körper  wird  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0 
vertical  nach  oben  geworfen. 

Es  ist   a  =  b  =  0 ;  c  =  v0 .    Also 
y  =  0 

x=  —  n  •  v0  •  cosy  •  t%  +  y  •  n  •  cosy  •  g  -t* 
0  =  vQ't  —  —g>t*. 

Die  Geschwindigkeit   {-£==)  v0  —  gt  wird  Null  für  t  =  ^,   also 

für  *1  =  !^  — £J  =  3l.     Nach    derselben    Zeit    *  =  *^    ist  der 
g        *g       *g  g 

Körper  wieder  herabgefallen.  Die  schüessliche  Abweichung  x  am  Ende 
des  ganzen  Falls,  der  t  =    "  g  1  Secunden  dauert,  ist  also 

oder 

8  1  /~2" 

(9)  xt  =  —  y  YY  '  n  "  cos  '  '  *i   (Abweichung  nach  Westen). 

c)  Schiefer  Schuss  nach  Osten  oder  Westen  mit  Anfangs- 
geschwindigkeit v0  und  unter  dem  Abgangswinkel  a. 

In  diesem  Fall  ist  6  =  0;  a=*v0- cos«,  c  =  v0-sin«;  wenn  «<90° 
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ist,  so  ist  nach  Osten;  wenn  a>90°,   nach  Westen  geschossen.    Wir 
erhalten: 

g  =  v0  -  sin  a  •  t  —  (y  $r  —  w  •  cos y  •  t>0  •  cos  a\t\ 

z   wird  wieder  Null  nach  der  Zeit  t  = ;   nimmt 

9 

_| n .  cos  y  ■  v0  •  cos  * 

man  hier  — - ab  Factor  vor,  multiplicirt  Zahler  und  Nenner  mit 

1  -| cos  y  •  v0  •  sin  a  und  vernachlässigt  ns,  so  ist 

.        2t?0    sina/1    ,    2n  \ 

*  = 2 ^1  -\ cos  y  •  v0  •  cos  « 1  • 

Die  Goordinaten  xxyx   des  Auffallpunkts   sind   also   nach  (7)  die 
folgenden: 

4  •  Vf*  ■  sin'  a    (A    .    2n  •  cos  y  •  t>ö  •  cos  a\* 

yx  =  —  n  •  sin  y  •  v0  •  cos  « *-i ^1  -\ *— s J 


t>» 


=  —  .4n  •  sin  y  •  ^=-  •  cos  a  •  sin2  a 

f     9* 

xx  =  v0  cos  a v0  ■  sin  a  •  ( 1  -\ n  •  cos  y  •  v0  •  cos  a)  +  y  w  "  cos  ?  '  ^ 

•  1 1  H cos  y  •  v0  cos  «1 ,—  •  sin3a 

*r  9 

—  n  •  t?0  •  sin  a  •  cos  y  •  1 1  -| cos  y  •  v0  cos  a  I f-  •  sin*  a ; 

also 

t7*-sin2a    .4  vJ    .  /0  .  •   »    \ 

^  — -  J» l_.tt.co8y._2_  Bina  .  ^3  .  cos1«  —  sin8«) 

(10)  {  9  v,  * 

yt  =  —  4n  •  sin  y  •  -^  •  cos  a  •  sin8  a . 

Man  erhalt  also  eine  Abweichung  erstens  nach  der  Seite,  zweitens 
in  der  Schussrichtung. 

Die  Abweichung  yl  nach  der  Seite  geht  nach  Süden  oder  nach 

Norden,  je  nachdem  a  <  oder  >  ~  ist,  also  stets  nach  der  rechten 
Seite  des  Schützen. 

Die  Schussweite  — wird  durch  den  Einfluss  der  Rotation 

9 

vergrössert  oder  verkleinert,  je  nachdem  3-cos'a  >  oder  <  sin'a, 
d.  h.  je  nachdem  cotg«^— ;  also  der  Abgangswinkel  kleiner  oder 
grosser  als  60°  ist 
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d)   Schuss  nach  Norden  (oder  Süden). 

Es  ist 

a  =  0 ;    b  =  v0  •  cos  a;    c  =  v0  •  sin  a, 

also 

a  =  v0  '  sin  a  •  t  —  yfl^2- 

0  wird  Null  nach  der  Zeit  t  =       ° Also  sind  die  Coordinaten 


des  Auffallpunkts: 


«■■ 


y  =  -^  sin  2a 
yi        9 


d*x 

dt' 


(d.  h.  die  Schussweite  ist  nicht  beeinflusst  durch  die  Rotation)  und 

,.,-v  ,  .  .  \  4>«Ds*sinaa   ,     8  n-cosy-vn*sm*a 

(11)  x1  =  n(v0cosa-8my — t?0sina-cosy) ^ f-  y t—f 

xt  ist  in  mittleren  Breiten  positiv  für  die  gewöhnlich  benutzten  Schuss- 
winkel; also  hat  man  eine  Seitenabweichung  wiederum  nach  der  rechten 
Seite.  Auf  der  südlichen  Erdhalbkugel  kehrt  sich  das  Zeichen  um; 
man  hat  somit  eine  Abweichung  nach  der  linken  Seite. 

B)  Die  relative  Gesohossbewegung  im  lufterfüllten  Baum. 
Wir  hatten  die  Gleichungen  (1) 

'#  c%      (dy    •  dz  \  dB    dx 

d*y  0       dx  ds    dy 

d*z  c%     dx  ds    dz 

Man  multiplicire  die  drei  Gleichungen  resp.  mit  dx,  dy,  de  und  addire; 
die  mit  2n  multiplicirten  Glieder  heben  sich  gegenseitig  auf;  ausser- 
dem ist 

dx  •  <Px  -\~  dy  -  <Py  -{-  dt  -  <P0  =  —d(ds)*  —  ds  •  cPs; 

also  erhalt  man 

(12)  *.g„f.*_fl. (*)•.*. 

a)  Speciell  soll  die  Richtung  der  Bahn  von  der  Verticalen 
sehr  wenig  abweichen  (freier  Fall). 

Die  Cosinus  -r-  und  -p  der  Winkel  der  Tangente  in  dem  belie- 
bigen Punkt  (xye)  gegen  die  x-  und  y- Achsen  sind  dann  sehr  kleine 
Brüche,  deren  Producte  und  Quadrate  wir  vernachlässigen.  Der  Körper 
befinde  sich  anfangs  in  einem  Punkt  A  der  Verticalen  Oz  und  falle 
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ohne  Anfangsgeschwindigkeit  OA  sei  =  Ä;  ändert  man  in  den  obigen 
Gleichungen  z  in  h  —  z,  so  dass  die  neue  Coordinate  z  wie  auch  s 
von  A  aus  gezählt  wird,  im  Sinne  der  Schwere,  so  ist  d$=*dz\  s  =  Z] 

t?  =  -7r;  \-£j)   und  (-tjJ    werden  vernachlässigt;  dann  folgt  aus  (12):     , 
/io\  d**  (**\* 

Die  beiden  ersten  der  obigen  drei  Gleichungen  werden 


d*x  0       (dy    .  .    dz  \  dz    dx 

3F-       2n.ysiny  +  ^.cosy)-c.^.^ 

(14)  id1«  ß     d«    .  dz    dy 

9  —  —  2n  -JT  sin  y  —  c      -  -     - 


(15) 


de*  dt       '        de    de 

Die  Gleichung  (13)  lässt  sich  leicht  integriren  und  dann  (14). 
Man  erhält 

2*  -  g  ■  cosy         |~ . ~    Asos  (2nt  sin  y)  •  de"! 

4n.^cosy      f  f  sin(2»esiny)-de  _ ^L^^  fc  l(^fl+      ^1 

*       ^c+^n'sin'y    [J   jVfc   ,   e-*tf^  $c  e         2  v  ~  'J> 


z  =  1  log  nat  y  (e^c  +  e-'^~c). 

Die  dritte  Gleichung  zeigt,  durch  Vergleichung  der  früheren  Formel 

p.  61  u.  84  (#  =  —),  dass  die  Fallzeit  nicht  verändert  wird.   Die 

zwei  ersten  Gleichungen  weisen  eine  östliche   und  eine  südliche 
Abweichung  auf. 

Die  östliche  Abweichung  x  lässt  sich  mit  Vernachlässigung  von 
(nty  in  der  Reihenentwicklung  des  Cosinus  auf  einen  einfacheren  Aus- 
druck bringen;  es  wird  nämlich  das  Integral  in  der  Gleichung  für  x 

dt  =4=-arctgc<^-     n 


S\ 


ferner  sei  T  die  Dauer  des  Falls  von  der  Höhe  Ä,  also 

Ä  =  1  log  (eTVf~c  +  e~T  V7c); 

c 
so  erhält  man  für  die  östliche  Abweichung  als  Näherungsausdruck 

(16)  Xmm**^"irT-  -2=  -ar  ctge'^ >  + -^= 1- 

Hierüber  führten  schon  Newton  und  Hooke  Versuche  aus;  be- 

v gi. Note m. sonders  genaue  wurden  1804  von  Dr.  Benzenberg  auf  dem  Michaelis- 

thurm  in  Hamburg  (h  =  76  m)  und  später  1833  von  Reich  in  dem 
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Dreibrüderschacht  zu  Freiberg  angestellt  (h  —  158,54,  m).  Bei  den 
Versuchen  von  Reich  fand  sich  T=6,06  sec  (gegen  T=  V—  =  5,68  sec 

•7 

im  leeren  Raum,  also  mit  c  =  0);  ferner  war  y  =  50°53',  £  =  9,81075, 
—  =  400,01.    Die  Rechnung  nach  (16)  ergibt  x  =  27,5  mm,  während 

c 

die  Beobachtung,  als  Mittel  von  106  Beobachtungen,  x  =  28,396  mm 
lieferte.  (Im  leeren  Raum  war  unter  gleichen  Umstanden  die  nach  (8) 
berechnete  Abweichung  x  =  27,644  mm;  also  hat  der  Luftwiderstand 
die  Abweichung  um  0,15  mm  verringert.) 

Neben  der  östlichen  Abweichung  zeigte  sich  bei  den  Versuchen 
zu  Freiberg  noch  eine  sehr  viel  kleinere  südliche  Abweichung.  Diese 
Abweichung  y  ist  in  der  2.  Gleichung  (15)  gegeben;  auch  die  Formel  (7) 
für  den  leeren  Raum  hätte  uns  die  Existenz  einer  südlichen  Ab- 
weichung gezeigt,  wenn  wir  nicht  die  Glieder  mit  n8  vernachlässigt 

hätten  (sie  hätte  sich  dann  ergeben  zu:  y  =  y  g  ■  n*  •  sin  y  •  cos  y  •  #). 

Also  die  Theorie  gibt,  übereinstimmend  mit  der  Beobachtung,  das 
Vorhandensein  auch  einer  südlichen  Abweichung.  Folglich  muss  es 
auch  möglich  sein,  mit  elementaren  geometrisch-physikalischen 
Betrachtungen  diese  südlichen  Abweichungen  zu  erklären,  d.  h.  die 
näheren  Umstände  bei  dieser  relativen  Bewegung  der  Art  zu  beschreiben, 
dass  die  Notwendigkeit  der  Abweichung  einleuchtet. 

In  dieser  Hinsicht  enthält  das  Handbuch  der  Physik  von  Winkel- vgl  Notes*, 
mann  folgende  Bemerkung:  „Vielleicht  ist  dieselbe  auf  Rechnung  des 
Umstands  zu  setzen,  dass  die  (dem  Senkloth  und  dem  freien  Fall  ge- 
meinsame) südliche  Abweichung  in  Folge  der  Centrifagalkraft  bei  dem 
aus  beträchtlicher  Höhe  herabfallenden  Körper  grösser  sein  muss,  als 
beim  Loth,  weil  oben  die  Schwere  kleiner,  die  Centrifugalkraft  grösser, 
der  Einfluss  der  letzteren  also  aus  doppeltem  Grunde  beträchtlicher  ist." 

Gegen  diese  Erklärung  sind  Bedenken  zu  äussern,  welche  sich  auf  vgi.Not«86. 
eine  verschiedene  Anschauung  vom  Wesen  der  Centrifugalkraft 
gründen.  Nach  Ansicht  des  Verfassers  ist  die  sog.  Centrifagalkraft 
nichts,  als  ein  anderer  Ausdruck  für  das  Beharrungsvermögen  der 
Körper;  eine  Kraft,  die  nur  dann  eingeführt  wird  und  werden  darf, 
wenn  man  eine  Bewegungsaufgabe  auf  eine  statische  Aufgabe  zurück- 
führen will. 

In  der  That,  betrachte  man  z.  B.  die  Figur  (39)  für  einen  Centrifagal- 
regulator.  Auf  die  Kugel  A  wirken,  vom  Luftwiderstand  abgesehen, 
nur  zwei  Kräfte  im  sonstigen  Sinne  dieses  Worts,  nämlich  die  Zug- 
kraft Z  in   der  Stange   und   das   Gewicht  P;   ausserdem   besitzt  die 
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Kugel  eine  Geschwindigkeit,  die  momentan  senkrecht  zur  Zeichnungs- 
ebene gerichtet  ist.  Denken  wir  uns  nun  die  Kugel  in  Buhe  (bezüg- 
lich der  Zeichnungsebene  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  denken 
wir  uns  die  Zeichnungsebene  mit  der  Kugel  rotirend),  wünschen  wir 

also  die  Aufgabe  als  eine  Gleichgewichteaufgabe 
zu  behandeln;  so  führen  wir  erst  die  Centn- 
fugalkraft  C  ein;  dann  verwenden  wir  die 
beiden  Gleichgewichtsbedingungen  oder  den 
Satz  vom  Kräfteparallelogramm  über  das  Gleich- 
gewicht von  drei  Kräften  P,  Z9  C. 

Wir  sind  aber  nicht  genöthigt,  die  Auf- 
gabe als  eine  statische  aufzufassen.    Thun  wir 

!Fiff  SO 

dies  im  vorliegenden  Fall  nicht,  so  haben  wir 
lediglich  Folgendes:  Ein  Stein  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  hat  im 
Moment  des  Loslassens  eine  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der 
Tangente  T  an  den  Parallelkreis  des  Abgangsorts  A\  ausserdem  wirkt 
auf  ihn  die  Anziehungskraft  der  Erde,  nach  dem  Erdmittelpunkt  M 
zu  gerichtet.  Wir  können  jetzt  uns  alles  Andre  wegdenken  und  nur 
A,  M9  den  Parallelkreis  durch  A  und  die  Ebene  durch  M  und  die 
Tangente  T  ins  Auge  fassen.  Innerhalb  dieser  Ebene  fallt  der  Stein. 

Andererseits  wird  das  Senkloth  im  Punkt  A,  welches  die  Yerti- 
cale  des  Orts  A  angibt,  mit  der  Erde  herumgeführt.  Bei  den  obigen 
vereinfachenden  Voraussetzungen  beschreibt  die  Linie  des  Senkloths 
einen  Kreiskegel,  dessen  Spitze  in  M  ist  und  der  den  Parallelkreis 
durch  A  tangirt.  Stellen  wir  uns  nun  die  gegenseitige  Lage  dieses 
Kegels  und  jener  Ebene  vor,  welche  beide  sich  längs  des  Erdradius 
MA  berühren,  so  leuchtet  ein,  dass,  sobald  der  Stein,  innerhalb  der 
Ebene  fallend,  ausserhalb  des  Kegels  sich  befindet,  von  einer  südlichen 
Abweichung  gesprochen  werden  muss.  Letztere  ist  damit  einfach  erklärt. 

Bei  der  oben  citirten  Erklärungsweise  (in  dem  Handbuch  von 
Winkelmann)  ist  stillschweigend  angenommen;  dass,  wenn  der  Stein 
von  einem  höher  gelegenen  Punkt  A  zu  tiefer  gelegenen  Punkten  B9 
C9  D  etc.  herabsteigt,  jedesmal  dem  freifallenden  Stein  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  betreffenden  tieferen  Punkts  B9  dann  C,  dann 
D  •  •  •  ertheilt  werde,  was  nur  durch  äussere  Kräfte  anderer  Art, 
z.  B.  Reibungskräfte  in  B9  C9  D  •  •  •  möglich  wäre. 

b)  Verticaler  und  schiefer  Wurf. 

Man  untersucht  beim  verticalen  Wurf  beide  Bewegungen;  die  des 
Aufsteigens  und  des  Absteigens  getrennt  (wie  es  früher  §  10  ohne 
Bücksicht  auf  die  Erdrotation  geschehen  ist).  Wir  führen  die  weiteren 
Rechnungen  nicht  durch,  sondern  geben  nur  einige  Resultate  Poisson's  an« 


Die  constanten  G^echossab weichungen;  ihre  Ursachen  und  ihre  Berechnung.  187 

Eine  Abweichung  eines  Infanteriegeschosses ,  die  im  leeren  Raum  bei 
einer  Anfangsgeschwindigkeit  von  400  m  ca.  50  Meter  betragen  würde, 
beläuft  sich  im  lufterfüllten  Baum  unter  sonst  gleichen  Umstanden 
nur  auf  1 — 3  Decimeter,  falls  das  Oeschoss  senkrecht  in  die  Höhe 
geschossen  wird. 

Im  allgemeineren  Fall,  wenn  in  beliebiger  Richtung  geschossen 
wird;  zeigt  sich  der  Einfluss  der  Erddrehung  in  Seitenabweichungen 
und  in  positiven  oder  negativen  Zuwächsen  der  Wurfweite;  um  sie  zu 
berechnen,  hat  man  gewisse  Doppelintegrale  auszuweichen. 

Die  Seitenabweichung,  welche  das  meiste  Interesse  beansprucht, 
ergibt  sich  aus  zwei  Doppelintegralen,  wovon  das  eine  von  der  Rich- 
tung der  Schussebene  unabhängig  ist  und  stets  nach  der  rechten 
Seite  des  Schützen  (auf  der  nördlichen  Erdhälfte)  gerichtet  ist.  Man 
kann  wenigstens  nicht  allzuschwer  zwei  Grenzen  berechnen,  zwischen 
welchen  die  Grösse  der  Seitenabweichung  eingeschlossen  ist: 

Bei  einer  Bombe  von  51  kg  und  27  cm  Kaliber  mit  Abgangs- 
winkel a  =  45°  und  einer  Anfangsgeschwindigkeit  von  120  m  (Schuss* 
weite  ca.  1200  m)  betragt  die  Rechtsabweichung  in  Folge  der  Erd- 
rotation nicht  mehr  als  1,2  m  und  nicht  weniger  als  0,9  m. 

Bei  einer  Granate  von  90  kg  Gewicht  und  33  cm  Kaliber, 
mit  a  =  45°  und  der  Schussweite  4000  m,  liegt,  falls  man  nach 
Osten  oder  Westen  schiesst,  die  Rechtsabweichung  zwischen  5  m 
und  10  m. 

Speciell  unter  dem  Aequator  verschwindet,  bei  Schüssen  in  der 
Aequatorebene,  die  Seitenabweichung;  dagegen  erreichen  hier  die  Zu- 
wächse der  Flugzeit  und  der  Schussweite  ihr  Maximum.  In  den  hohen 
Breiten  ist  das  Umgekehrte  der  Fall.  Ueberall  aber  sind  die  Zuwächse 
der  Schussweite  und  der  Flugzeit  Null,  falls  die  Schussebene  mit  der 
Meridianebene  zusammenfallt. 

Zusammenstellung  der  Resultate. 

cfl  =  Abgangswinkel. 

v0  =  Anfangsgeschwindigkeit  mit  den  Componenten  a,  b,  c 
längs  der  x-,  y-,  i-Achse  (resp.  nach  Osten,  Norden,  nach 
dem  Zenith  zu  positiv  gerichtet).  i 

y°  =  geographische  Breite  des  Abgangspunkts. 

w  =  g~~  —  0,000073  m  =  Winkelgeschwindigkeit  der  Erd- 
rotation. 

x  =  Constante  des  quadratischen  Luftwiderstandsgesetzes; 
Verzögerung  durch  den  Luftwiderstand  =  x«t>*; 
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0,014  -  B*x    dg 

*  1,206  •  P 

bei  [Geschwindigkeiten  kleiner  als  die  Schallgeschwin- 
digkeit (bei  grosseren  ist  0,014  dnrch  0,039  zn  ersetzen). 
P  =  Geschossgewicht;  2JB  =  Kaliber,  d  =  Gewicht  in 
1  cbm  Luft;  g  =  Fallbeschleunigung  (constant  voraus- 
gesetzt). 
t  =  Fall-  bezw.  Flugzeit 

Voraussetzungen:  Glieder  mit  n2  vernachlässigt;  g  constant; 
Erde  als  Kugel  und  die  Richtung  der  Erdschwere  mit 
dem  Erdradius  zusammenfallend  gedacht;  y  positiv. 

A)   Im  luftleeren  Baum. 

1)  beim  freien  Fall: 

ostliche  Abweichung  x  =  y  •  n  •  cos  y  •  g  •  i? 

(südliche  Abweichung  y  =  0;  dagegen  bei  geringerer  Ver- 
nachlässigung y  =  -jr  •  g  •  n2  ■  sin  y  •  cos  y  ■  tf4).  Fallzeit  unver- 
ändert. 

2)  beim  Wurf  vertical  aufwärts: 

westliche  Abweichung  =  — -  1/ —  n  •  cos  y  •  zx 
\zx  =  erreichte  Hohe  =  |M  • 

3)  Schuss  nach  Osten  oder  Westen: 
Seitenabweichung  (nach  der  rechten  Seite  des  Schützen) 


v • 


=  4  •  n  •  sin  y  •  -V  •  cos  a  •  sin2  a . 

9 
Aenderung  der  Schussweite 

4  v  8 

=  y  n  •  cos  y  •  -J-  •  sin  a  •  (3  •  cos2  a  —  sin2  a) . 

Die  Scinssweite  wird  durch  die  Erddrehung  vergrössert  oder 
verkleinert,  je  nachdem  a^60°  ist. 

4J  &?A,ttss  nach  Norden  oder  Süden: 
7^0-O^^^roicliung  (nach  der  rechten  Seite) 

"\L5e~  sin  (y  —  a)  •  sin2  a  +  -=-  •  n  •  -V  •  sin5 «  •  cos  y. 
A**4er*x  9*  9 


^*fr  *f  #*"    S chussweite  =  0. 
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B)   Im  lufterfüllten  Baum. 

a)  beim  freien  Fall: 

östliche  Abweichung  =         C08  y  •  \t —  •arctge'^*  4 ^=    • 

b)  beim  verticalen  und  schiefen  Wurf  geschieht  die  Be- 
rechnung durch  Auflosung  der  Gleichungen  (1)  mittelst 
Doppelintegrale.  Bei  den  Schüssen  der  Praxis  betragt  die 
Seitenabweichung,  welche,  auf  der  nördlichen  Erdhalbkugel, 
stets  nach  der  rechten  Seite  des  Schützen  erfolgt,  höchstens 
wenige  Meter;  jedenfalls  einen  kleinen  Bruchtheil  der  durch 
die  Rotation  der  Geschosse  bewirkten  Seitenverschiebung. 

Beispiel 

Schuss  nach  Osten;  Anfangsgeschwindigkeit  v0  =  860  m; 
geographische  Breite  y  =  48%°;  x  =  0.  Den  Abgangswinkel  zu  be- 
rechnen, für  welchen  die  Seitenabweichung  (nach  rechts)  in  Folge 
der  Erdrotation  ein  Maximum  ist,  und  die  zugehörige  Grösse 
dieser  Abweichung  zu  bestimmen. 

Es  war 

yx  =  —  4n  •  -\  •  sin  y  •  cos  er  •  sin*  er . 

f(a)  =  cos  «  •  sin8  o  wird  ein  Minimum,  wenn 

—  sin8  a  -f-  2  •  cos  «  •  sin  er  •  cos  «  =  0;     tg  a  =  )/2,     «  =  54°  44' 
ist.     Damit  wird  die  Seitenabweichung 

\y  |  =  4  •  ^j  •  Ig*,  •  sin  48,6°  •  2  •  cos8  (54° 44')  =  544  Meter. 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  t>0  =  430,  so  wird  die  Abweichung 
=  68  Meter  (NB.  im  luftleeren  Baum,  für  x  =  0). 

§  25.    Geschossabweichungen  in  Folge  von  Windströmung. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  eine  relative  Bewegung  zweiter  Art; 
im  Vorhergehenden  betrachteten  wir  das  Geschoss,  das  sich  bezüglich 
der  in  der  taglichen  Rotationsbewegung  begriffenen  Erdoberfläche  be-vgi.  Notes«?. 
wegte.  Jetzt,  wo  wir  Windströmung  voraussetzen,  bewegt  sich  das 
Geschoss  in  bestimmter  Weise  bezüglich  der  dasselbe  umgebenden 
Luft;  diese  selbst  aber  bezüglich  der  Erdoberfläche;  diese  wieder 
bezüglich  der  fest  gedachten  Erdachse  (n.  s.  f.).  Also  haben  wir  eine 
seeundare  relative  Bewegung  vor  uns,  wie  überhaupt  ja  sämmtliche 
Bewegungen  in  der  Natur  relativer  Art  sind. 
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; 


\$&m»<m*  ?M(k  UmfLciTZt 


flg.  40. 


Wie  wir  im  letzten  Paragraph  die  Erdachse  uns  unbeweglich 
dachten,  so  denken  wir  uns  jetzt  die  Erdoberfläche  unbeweglich, 
auf  dieser  (in  bestimmter  horizontaler  Riehtang)  die  Luft  bewegt 
und  wir  untersuchen  die  relative  Bewegung  des  Geschosses  be- 
züglich der  Luft.  Wie  wir  in  §  24  ein  (Koordinatensystem  der  xyz 
mit  der  Erdoberflache  uns  fest  verbunden  und  mit  dieser  rotirend 
dachten,  um  die  Bewegung  des  Geschosses  bezüglich  dieses  Systems 

zu  bestimmen,  so  denken 
wir  uns  jetzt  ein  Coor- 
dinatensystem(Fig.40) 
mit  dem  Wind  gehend. 
Die  diesbezüglichen 
Betrachtungen  lassen  sich 
entweder,  ganz  wie  in 
§  24  geschah,  mit  Hilfe 
der  allgemeinen  Glei- 
chungen der  relativen 
Bewegung  oder  in  der 
folgenden  elementaren 
Weise  durchführen.  Von  0  aus  werde  mit  der  Anfangsgeschwindig- 
keit v0  unter  dem  Abgangs winkel  a  geschossen  in  der  Richtung  Ox. 
Der  Wind  wehe  von  vorn  schief  links  unter  dem  Winkel  ß  gegen 
die  Schussrichtung,  mit  der  Geschwindigkeit  u. 

In  Folge  davon  wird  das  Geschoss  nach  rechts  aus  der  ursprüng- 
lichen Schussebene,  der  £*-Ebene,  herausgedrängt  und  schlagt  bei  P 
ein;  zugleich  zeigt  sich  die  Schuss weite  verkürzt,  wie  dies  in  der  oberen 
Figur  von  Nr.  40  mit  Bezeichnung:  „wirkliche  Flugbahn"  verdeutlicht 
ist,  wobei  sich  dieser  populäre  Ausdruck  auf  die  Voraussetzung  be- 
zieht, dass  die  Erdoberfläche  absolut  in  Ruhe  sei. 

Ein  bewegliches  System,  das  Anfangs  mit  dem  festen  System  0  zu- 
sammenfiel, denken  wir  uns  jetzt  mit  der  Luftströmung  parallel  fort- 
geführt, also,  bezüglich  des  Schützen  gesprochen,  schief  nach  hinten  und 
rechts.  Bezüglich  dieses  Systems  wird  das  Geschoss  die  Bahn  OM  be- 
schreiben (s.  untere  Figur  von  40)  und  diese  Flugbahn  OM  wird  also 
diejenige  sein,  die  wir  unter  den  sonst  gleichen  Umständen  bei 
Windstille  hätten. 

Auf  dieser  Flugbahn  sei  die  Anfangsgeschwindigkeit  W9  ihre 
Horizontalprojection  W  •  cos  a  oder  w.  In  der  Richtung  OM  der 
„auf  Windstille  reducirten  Flugbahn"  OM  seien  die  Abscissen  x  gezählt; 
alles  Uebrige  deutet  die  Figur  41  a)  und  b)  an. 

Darnach  stellt  für  die  relative  Bewegung  des  Geschosses  bezüglich 
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tftj^* 


-«•£ 


der  dasselbe  umgebenden  Luft  —  welche  Bewegung  wir  also  er- 
halten, indem  wir  uns  vorstellen,  die  Luft  ruhte  und  das  Geschoss 
bewege  sich  in  einer 
der  Luftströmung  ent- 
gegengesetzten Rich- 
tung KM  mit  deren 
Geschwindigkeit  —  die  & 
Grösse  W  die  relative 
oder  auf  Windstille 
reducirte  Anfangsgeschwindigkeit,  a  den  reducirten  Abgangswinkel, 
x   die  reducirte  Schussweite  vor. 

.  Gemäss  der  Figur  41  haben  wir  für  die  reducirte  Anfangsgeschwin- 
digkeit W 

W -  sin  «'=  v0sina, 

w  =  Yu*  +  V  cos*  «  +  2  •  u  •  t?0  cos  a  •  cos  /8; 


also 

(i) 


TF^yW  +  t^sin*«*, 


W  =  Vtt*  +  «08  +  2u  ■  v0  cos  «  •  cos  ß . 
Ferner  für  den  reducirten  Abgangswinkel  a  ist 


tg«' 


-* =tg« 


to 


to 


to 


also  mit  dem  Ausdruck  fbr  w 
(2)  tg  «'  = 


v0  •  cos  a 


tg« 


l/l  4-  — ^— -  4-  2   ^l5°li 
V  t?0'-  cos*«'        t?0cosa 

Da  nach  unserer  Voraussetzung  der  Wind  horizontal  weht,  so 
ändert  sich  y  nicht  oder  ist  die  reducirte  Flughöhe  y  gleich  der 
sogen,  wahren  y. 

Weiter  folgt  eine  Beziehung  für  die  reducirte  Abscisse  x'  aus  der 
Betrachtung  der  Fig.  41b;  man  hat 


oder 

(3) 
und 

oder 
(4) 


x  :  x  =  vo  :  v0  •  cos  a 


x 


x 


u> 


v0  -  cos  a 


MK :  x  =  u:v0  cos  cc 


MK=x- 


u 


t?Q  cos  a 
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Wir  hatten  nun  froher  (pag.  88  und  pag.  124)  fftr  die  absolute 
Bewegung  die  Gleichungen 


y  =  a?tga  — 


gx* 


2   vQ*  -  coa*a 


G(e),  wo  G(z)=e'    *     ';  e  =  2ßqz 


r 

2 


und 


t  = 


v9  cos  a 


-  Gr%9      WO   Cr,  = 


e 
T 


Folglich  ist  jetzt  für  die  reducirte  Bewegung: 


gx 


y  =  j,  =  *  .  tg«  -  jT^iT^V  '  ö' 


(5) 

(6)  '  « 

hier  ist 

0'  — 0(jO;    *'=2/8ja;', 

Diese  Gleichungen  (5)  und  (6)  lassen  sich  mit  den  früheren  Be- 
ziehungen (1)  bis  (4)  etwas  anders  schreiben,  nämlich 

y  = tg«    — 5 ^ . 

9        t>0  •  cos  cc    ^  2  - 1?0*  -  cos"  a 


(7) 
(8) 


G', 


*'  = 


x 


vt  ■  cos  a 


•  G% . 


Denken   wir  uns  von   dem  reducirten  Auffallpunkt  M  aus  eine 

Linie  MP  —  u  - 1'  gezogen,  in  der  Richtung  der  Windströmung  und 

gleich  der  Strecke,  welche  in  derselben  Zeit  t'y  in  welcher  das  Geschoss 

von  0  nach  M  fliegt,  die  Luft  zurücklegt,  so  ist  PK  die  Ablenkung 

in  Folge  des  Windes. 

Nun  ist 

PK  =  M  P  —  KM , 

MP  =  ut'=-^-.Gi', 


v0  cos  a 


KM  = 


ux 


v0  cos  a  ' 


also   ist  die   Abweichung    des   Geschosses    in  Folge   der  Wind- 
richtung, im  Sinne  des  Windes 

ux 


(9) 


(GV-1), 


vQ  cos  a 

ihre  Componenten  längs  der  x-,  y-,  z- Achse  sind  ( —  KJ,  JP,  0),  also 

{Componente  in  der  Schussrichtung         =  —  JK  =  —  PK  •  cos  ß , 
„  senkrecht  zur  Schussebene  =       JP  =       PK  •  sin  0 . 
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Näherungsrechnung: 

Mit  Messungen  verbundene  Schiessversuche  wird  man  selten  bei 
kräftigem  Wind  ausführen;  ein  Wind  von  u  =  10  m/sec  Geschwindig- 
keit macht  schon  desshalb  die  sonstigen  Messungen  illusorisch;  weil 
niemals  der  Wind  constante  Geschwindigkeit  beibehält,  sondern  Wind- 
stösse  erfolgen,  deren  Wirkung  unberechenbar  ist. 

Also  ist  u  meistens  sehr  klein  gegen  v0;  wir  können  also, 
ohne  an  der  Genauigkeit  der  Rechnung  meist  einzubüssen,  in  dem 
Ausdruck  von  w  noch  — -M2-sin2/}  zu  v02cos2a  unter  dem  Wurzelzeichen 
hinzufügen   (z.  B.   bei  u  =  10 ,   ß  =  30°;   v0  •  cos  a  =  600;    wird   zu 

360000  noch  — 102  (yj  =  — 25  hinzugefügt);  so  dass  man  hat 

w  =  Yu*  +  v02  •  cos2  a  —  m2  sin2  ß  +  2wt?0  cos  a  cos  ß 

=  Yu2  •  cos2  ß  +  v02  cos2  a  +  2  •  u  cos  ß  •  v0  cos  a , 

(10)  w  =  w  •  cos  /}  -J-  t;0  cos  a . 
Damit  wird 

(11)  tg«'-- fcL- 

v0  cos  a 

=  tg  a ~  =  nahezu  tg  a  (1  —  — -) 

°       ..   ,   u  cos  p  °     V         v0  cos  a) 


1  + 


t70  cos  a 


(da  bei  kleinem  Werth  m,     ,     =1 — m-f- w2 =  nahezu  1  — m  ist). 

Darnach  hat  man 

tg  a  —  tg  a    oder   d  (tg  a)  oder  — £-  =  — — —  •  tg  a ; 

(12)  Aenderung  Ja  des  Abgangswinkels:  =  —  sin  a  •  cos  ß. 

Ferner  wird  dann 

, u  cos  (J  +  %  cos  a /u  cos  ß         1  \ 

vQ  cos  a  \u0  cos  a  /  ' 

also 

(13)  Aenderung  der  Schussweite  =  x  •  — • 

v     J  °  v0  cos  a 

(14)  Aenderung  der  Horizontalprojektion  der  Anfangsgeschwindigkeit 

=  u  •  cos  ß . 

Zusammenstellung  der  Resultate: 

w  =  Geschwindigkeit  des  Windes  (in  m/sec),  der  von  vorn, 
also  nach  dem  Schützen  zu,  und  schief,  gegen  die  Schuss- 
richtung unter  dem  Winkel  j3,  horizontal  wehen  möge. 

Cr  ans,  Balliitik.  13 
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X 
a 


die  bei  Wind  erhaltene  Schussweite  in  m. 

der  bei  Wind  benutzte  Abgangswinkel. 

die  bei  Wind  benutzte  Anfangsgeschwindigkeit. 


z 


0,00  - 


e    —  1 

Y 


(s.  dafür  die  Tabelle  IX.,  sowie  §  11  Schluss  und 


ß 


§  18);  *  =  2-ß-q-z. 
=  Mittelwerthfaktor  (s.  Tabelle  im.). 

=  — — 1 2Q6  *p — -  bei   Geschwindigkeiten   kleiner  als   die 

Schallgeschwindigkeit. 

0,039-  E*n8g    ,     .    ~         ,       .     ,.    ,     .,  ..  ,       , . 

q        =  — — 1206P —  Geschwindigkeiten   grosser   als  die 

Schallgeschwindigkeit 
JB2ä    =  Geschossquerschnitt  in  qm. 
S        =  Gewicht  von  1  cbm  Luft. 
P       =  Geschossgewicht  in  kg. 

Um  den  Schuss  auf  Windstille  zu  reduciren,  nehme  man 


statt  des  bei  Wind  benutzten 
Werthes: 


tg« 


zugleich  statt: 
t?0  •  cos  «... 

also  statt: 

x 

also  statt: 
der  Flugzeit    t 


den  auf  Windstille  reducirten 

Werth: 

,        ,        ,           /i         u  •  cos  ß\ 
tga  =  tga  •  (1 -), 


also  denTangens  des  Abgangs- 

•1111«  j.  u-cosö 

winkeis  kleiner  um  tga -, 

oder  den  Winkel   (im  Bogen- 


u 


maass)  kleiner  um  — sina-cosfi. 

w  =  u  •  cos  ß  -f-  v0  cos  a, 
also  grosser  um  u  •  cos  ß. 

,             .          u • cos  6 
X  =  x  +  z -t 

1  vQ  •  cos  a ' 

!  ..  x  -  u  •  cos  8 

also  grosser  um  ^-- 


t    cos  ß 


*'= 


v0  •  cos 


-■G,'0O>  wo  ^'das- 
selbe für  *',  was  6r2  für  0  ist, 
wobei  *'  =  2ß  •  q  -  x'. 

Die  durch  den  Wind  erzeugte  Verkleinerung  der  Schuss- 
weite  (oder  die   zur  Beduction   auf  Windstille  bei  gleichem 
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Abgangswinkel  a  noth wendige  Vergrösserung  der  beobachteten 
Schussweite  x)  ist  (s.  Fig.  41b): 

oder  näherungsweise  auch 

Q    m        U  •  X  •  cos  ß 

=  u  -  cos  ß   T - , 

r  v0  •  cos  a    7 

wobei  T  die  Flugzeit  ist,  welche  zu  v0  und  a  bei  Windstille 

gehören  würde:  und  — — die  obige  Aenderung  der  Schuss- 

°  ^o  *  C08  a 

weite,  welche  durch  Verkleinerung  des  Abgangswinkels  um 
—  -sina -cos/)    und    zugleich  Vergrösserung  der  Anfangsge- 

schwindigkeit  um    u    cob  ß   entsteht. 

Die  durch  den  Wind  erzeugte  Seitenabweichung  des  Ge- 
schosses senkrecht  zur  Schussebene  ist: 

also  gleich  der  obigen  zur  Beduction  auf  Windstille  bei 
gleichem  a  und  v0  nothwendigen  Correction  der  Schussweite 
multiplicirt  mit  tg/J. 

Beispiel. 

Mit  dem  deutschen  Infanteriegewehr  M.  88  wurde  auf  eine 
1800  m  entfernte  Scheibe  geschossen;  Schussrichtung  von  Süden  nach  Nor- 
den; Windrichtung  aus  NWW;  Geschwindigkeit  des  Winds,  mit  dem  Anemo- 
meter gemessen,  —  4  met/sec.;  also  u  =  4 ;  ß  =  60°;  x  =  1800  m.  Ferner 
f0=625m;  Geschossgewicht  14,7  g;  Kaliber  8  mm;  aus  dem  Stand  des 
Barometers,  Thermometers  und  Hygrometers  ergab  sich  (vgl.  pag.  56): 

1^06  =  °'975  ? 

als  Abgangswinkel  fand  sich   a  =  4°  51' 50". 
Da   a<  10°,   so  ist   ß  =  1 ;   ferner  ist 

0,039  •  0,004"  •  3,141.  •  9,81  -  0,976         rt/^rto„ 
q  =  -* o,0147        —  =  °>001289, 

,  /„    .    u  •  cos  ß\         „.ww.     (+    ,  4  •  cos  60°        \         „rt^„« 

X  -  X  V  +  *TS*9  ~  18°°  •  V  +  626 -cob  (4061-60"))  =  1805'8> 

z  —  2/J  •  q  •  x'  —  2  •  1  •  0,001289  •  1805,8  —  4,654, 


*• 


«*-l 


—  -  3,97; 

t 

18' 
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also  die  bewirkte  Verkleinerung  der  Schassweite 

4  •  1800  •  2,97  ■  0,6   _ 

—  626  •  cos  (4°61'60")  —  I7,J  m? 

also   a)  bei  demselben  Abgangswinkel  (4° 51' 50")  und  bei  Wind- 
stille wäre  die  Schassweite  1817,2  gewesen. 

Mit  welchem  Abgangswinkel  wäre  also  bei  Windstille  dieselbe  Schass- 
weite 1800  m  erreicht  worden? 

A  TT 

Es  ist  allgemein  -=-  =  2  -  cotg  2  a  -  Au  (s.  pag.  169);  oder 

,.  _  ™&  -  "■"  •»£?«•>  -  o,o«m 

oder  im  Oradmass  l'lO"; 

also  b)  bei  Windstille  hatte  man  den  kleineren  Abgangswinkel 
(4° 50' 40")  verwenden  müssen,  am  dieselbe  Schassweite  1800  m 
za  erhalten. 

Wie  gross  ist  die  durch  den  Wind  bewirkte  Seitenabweichung  (nach 
rechts)  senkrecht  zur  Schassebene? 

Seitenabweichung  =  17,17  •  tg  60°=  29,7  m.  Man  müsste  also 
um  einen  Winkel  =  ca.  l'  nach  der  linken  Seite  zielen,  um  das  Ziel  zu 
erreichen.  —  Etwas  kürzer  rechnet  man  mitunter  mit  Hilfe  der  Vallier'schen 
Tafeln. 

§  26.  Abweichungen  kugelförmiger  (homogener  und  exeentriseher) 

Geschosse. 

Es  sollen  zunächst  einige  Ursachen  anderer  Art  erwähnt  werden, 
welche  bei  früheren  Geschützsystemen  theils  direct  Abweichungen  der 
Geschosse  zur  Folge  hatten,  theils  zunächst  Geschossrotationen  und 
damit  indirect  Abweichungen  bewirkten. 

1)  Bei  den  früheren  nicht  gezogenen  Geschützen  und  Gewehren 
war  das  Kaliber  der  Kugel  stets  etwas  kleiner  als  dasjenige  des  Rohrs, 

also   befand   sich   auf  der   oberen  Seite   des   im 
Bohr  befindlichen  Geschosses  (Fig.  42)  ein  kleiner 
Zwischenraum    zwischen    Seelenwandung 
und  Kugel,   durch  welchen   die  Pulvergase  zu- 
sammen mit   dem  Geschoss  und  zum  Theil  vor 
demselben  sich  herausdrängten;  die  Kugel  erfuhr  auf  diese  Weise  eine 
Depression;  der  Abgangswinkel  verringerte  sich;  die  Wurfweite  wurde 
kleiner,  als  sie  ohne  die  erwähnte  Erscheinung  gewesen  wäre. 

2)  Oft  wurde  dadurch  die  Kugel  zur  Rotation  von  hinten  über 
oben  nach  vorn,  also  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  bezüglich  der 
Fig.  42,  veranlasst,  weil  die  Reibung  der  Kugel  unten  grösser  war 
als  oben;  diese  Rotationen  konnten,  wie  später  zu  zeigen  ist,  ebenfalls 
Verkleinerung  der  Wurfweite  bewirken. 


/y///ysxssysyyxrsssx*yrs< 
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3)  Selten  war  es  zu  vermeiden,  dass  die  Kugel  nicht  mehr  oder 
weniger  excentrisch  war,  dass  also  der  Schwerpunkt  mit  dem  geo- 
metrischen Mittelpunkt  nicht  zusammenfiel.  Lag  der  Schwerpunkt  im 
Bohr  unterhalb,  so  mussten  ebenfalls  Rotationen  der  Eugel  von  hinten 
über  oben  nach  vorn  erfolgen;  denn  der  resultirende  Druck  der  Pulver- 
gase, der  von  hinten  auf  die  Eugel  wirkte  und  den  Luftdruck,  der  die 
Eugel  von  aussen  her  beeinflusste,  um  das  mehr  als  Hundertfache 
übertrifft,  ist  nach  dem  geometrischen  Mittelpunkt  gerichtet;  der 
Schwerpunkt  beginnt  seine  Bewegung  in  gerader  Linie;  also  ist  ein 
Drehmoment  vorhanden;  der  geometrische  Mittelpunkt  rotirt  von  hinten 
über  oben  nach  vorn  um  den  Schwerpunkt,  sobald  der  Lauf  verlassen 
ist,  und  diese  Rotation  erzeugt  in  diesem  Falle  indirect  eine  Ver- 
minderung der  Schussweite. 

4)  Mitunter  war  Anlass  zu  einer,  oder  bei  sehr  langen  Rohren 
auch  zu  zwei  Reflexionen  der  Eugel  im  Laufinnern  gegeben.   Didion 
bemerkt,  dass  durch  diesen  Anlass 
der    Abgangs winkel    sich    nach  ^r— -*"      ^"**' — ^^^  vgi.Note87. 

seiner     Beobachtung     meist     ver- 
grosserte. 

5)  Behauptet  wurde  gelegent- 
lich auch  ein  merklicher  Einfluss 
der  Nähe  des  Bodens:  die  Pulver- 
gase treten  mit  dem  Geschoss  aus  8'48' 

der  Mündung  aus;  nach  unten  zu  können  sich  dieselben  nicht  in  der 
gleichen  Weise  frei  ausdehnen  wie  nach  oben,  wo  kein  Hinderniss  für 
ihre  Ausbreitung  vorhanden  ist;  das  Resultat  müsste  also  ein  Steigen 
des  Geschosses  sein. 

Indess  haben  Didion  und  Piobert  durch  Versuche  in  Metz  nach- vgl. Note 88. 
gewiesen,  dass  dieser  Einfluss  nicht  existirt,  bezw.  nicht  fühlbar  ist 
Die  Versuche  wurden  in  der  Weise  angestellt,  dass  in  verschiedenen 
Hohen  (0,75  m  bis  2,511  m)  über  dem  Boden,  sonst  aber  unter  ganz 
gleichen  Umstanden,  geschossen  wurde;  eine  Aenderung  der  Treffpunkts- 
lage durch  die  kleine  oder  grössere  Entfernung  vom  Boden  zeigte  sich 
auch  bei  Distanzen  von  400  m  nicht.  Dies  ist  auch  leicht  zu  ver- 
stehen. Denn  wenn  die  Druckdifferenz  (durch  Reflexion  am  Boden) 
sich  geltend  macht,  so  ist  das  Geschoss  bereits  über  die  Stelle  weg- 
gegangen. Z.  B.  möge  vom  vorderen  Theil  des  Geschosses  eine  Druck- 
welle sich  nach  dem  Boden  hin  fortpflanzen,  die  Entfernung  des  Ge- 
schosses vom  Boden  sei  Im;  da  der  Druck  sich  mit  der  Geschwindigkeit 

330  m  fortpflanzt,  so  kommt  die  Druckwelle  zurück  nach  ^  Secunden; 
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allein  das  Geschoss,  das  eine  Geschwindigkeit  Ton  330  m  besitzen  möge, 

schreitet  um  die  Geschosslange  (40  cm)  fort  in  der  Zeit  Ton  ^  See; 

also  hat  das  Geschoss  bereits  die  Stelle  verlassen,  ehe  die  Druckwelle 
zurückkommt.  Es  konnte  sich  also,  unter  diesen  absichtlich  besonders 
ungunstig  angenommenen  Umstanden,  ein  Einfluss  des  Bodens  erst 
dann  geltend  machen,  wenn  das  Geschoss  in  %  m  Entfernung  am 
Boden  hinfliegen  würde. 

Einen  bedeutenden  und  constanten  Einfluss  dagegen 
üben  die  Rotationen  der  kugelförmigen  Geschosse,  seien  es 
die  unbeabsichtigten,  seien  es  die  beabsichtigten  Rotationen, 
aus,  insofern  sie  erhebliche  Abweichungen  zur  Folge  haben. 

Es  wird  sich  der  XTebersichÜichkeit  halber  empfehlen,  sofort  die 
richtigen  Erklärungsgründe  für  diese  Abweichungen  aus- 
einanderzusetzen. 

Wir  müssen  dabei  zwei  verschiedene  Theorien  auseinanderhalten, 
wovon  wir  die  erstere  die  Theorie  von  Poisson,  die  andere  die  Theorie 
von  Magnus  nennen  wollen. 

Theorie  von  Poisson. 

Man  denke  sich  eine  Scheibe,  um  eine  horizontale,  zur  Zeichnungs- 
ebene senkrechte  Achse  0  in  rasche  Rotation  versetzt  und  diese  Scheibe 
vertical   aufgehängt,   etwa  mit  zwei  Fäden,   die  an  der  horizontalen 

Achse  beiderseits  angebracht  sind  (Fig.  44). 
Dann  werde  ein  Brett  von  unter  her  der 
Scheibe  genähert  und  mit  derselben  in 
Berührung  gebracht.  In  diesem  Fall  wird 
die  Reibung  auf  der  unteren  Seite  be- 
deutend vergrössert,  also  rollt  die  Scheibe 
(s.  Figur)  von  links  nach  rechts  an  dem 
^  Brett   entlang.     In   der  That    kann    man 

derartige  Abweichungen  in  Folge  von  Reibung  oft  genug  an  Biliar  d- 
und  Kegelkugeln  beobachten. 

Andererseits  denke  man  sich,  eine  Kugel  habe  den  glatten  Lauf 
mit  einer  Rotation  um  eine  horizontale,  zur  Flugbahnverticalebene 
senkrechte  Achse  verlassen,  so  dass  sie  also  —  immer  bezüglich  eines 
Beobachters  am  Geschütz  oder  Gewehr  gesprochen  —  von  hinten  über 
oben  nach  vorn  rotirt.  Dann  ist  eine  Hebung  der  ganzen  Kugel 
theoretisch  denkbar.  Nämlich,  auf  der  vorderen  Seite  der  Kugel  ist 
die  Luft  verdichtet,  auf  ihrer  hinteren  Seite  verdünnt;  folglich  ist  auf 
der  vorderen  Seite  die  Reibung  grosser  als  hinten.    Dies  würde  bei 
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unserem  vorhin  supponirten  Experiment  dem  Fall  entsprechen,  wo  wir, 
die  Scheibe  in  verticaler  Ebene  vor  uns  hin  haltend,  dieselbe  rotiren 
lassen,  von  hinten  über  oben  nach  vorn,  und  dann  an  die  von  uns 
abgewendete  Seite  der  Scheibe  ein  Stück  Carton  halten;  die  Scheibe 
wird  das  Bestreben  zeigen,  an  dem  festgehaltenen  Garton  durch  Reibung 
emporzusteigen.  Ebenso  erfahrt  in  unserem  Fall  die  Kugel  eine 
Hebung.  Erfolgt  die  Rotation  der  Eugel  um  eine  horizontale  Achse 
von  vorn  über  oben  nach  hinten,  so  tritt  eine  Senkung  ein;  eine 
Rechtsabweichung,  senkrecht  aus  der  normalen  Schussebene  heraus, 
wird  dann  eintreten,  wenn  die  Eugel  um  eine  verticale  Achse,  von 
hinten  über  rechts  nach  vorn,  rotirt  und  umgekehrt 

Indessen  hat  Poisson,  der  diesen  physikalischen  Vorgang  analy-vgi.Note89. 
tisch  untersucht  hat,  gefunden,  dass  die  Abweichung  in  Folge  dieser 
Reibungskraft  nur  eine  sehr  geringe  sein  kann. 

Obgleich  also  die  erwähnte  Hebung  bei  Rotation  der  Eugel  um 
eine  horizontale  Achse,  von  hinten  über  oben  nach  vorn,  in  der  That 
bestehen  wird,  ist  sie  doch  klein  gegenüber  einer  Senkung,  welche 
aus  anderer  Ursache  resultirt,  die  wir  nach  dem  Vorgang  von 
Professor  Magnus  sofort  erläutern  wollen. 

Das  schliessliche  Ergebniss  der  Beobachtung  ist  in  Wirklichkeit 
auch  dasjenige,  dass  in  dem  eben  angeführten  Fall  keine  Hebung,  son- 
dern eine  Senkung  erfolgt,  also  dass  die  sehr  kleine  Hebung  in  Folge  der 
Reibung  aufgehoben  wird  durch 
eine  weit  grössere  Senkung,  die 
im  Folgenden  ihren  Grund  hat 
(Theorie  von  Magnus).  "*" "         r    ^> 

Dies   wird    sehr    drastisch  X&l^tÄv  ao»,  *$** 

erläutert  durch  ein  Beispiel,  das  ^***W 

Didion    (ohne    übrigens    selbst  v  ***'"• 

noch  den  richtigen  Grund  voll  erkannt  zu  haben)  anführt    Darnach  vgLNou  90. 
schlug  (Fig.  45)  eine  Eugel  im  Lauf  zuerst  links  an  (rotirte  also  von 
hinten  über  rechts  nach  vorn),  wurde  dann  nach  rechts  reflectirt  und 
wich  schliesslich   doch  noch  nach   der    linken   Seite   der    normalen 
Flugbahnverticalebene  ab. 

Theorie  von  Magnus.  vgLNeieu. 

Professor  Magnus  hat  mit  Hilfe  zahlreicher  Experimente  die  end- 
giltige  und  jetzt  wohl  fast  allgemein  angenommene  Erklärung  für  die 
Abweichung  der  kugelförmigen  Geschosse  gegeben. 

um  das  Wesentlichste  daran  kurz  hervorzuheben,  so  denke  man 
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sich,  —  die  physikalischen  Verhältnisse  bleiben  dieselben,  da  nur  die 
relativen  Bewegungen  in  Betracht  kommen  — ,  nicht  die  Kugel  bewege 
sich  in  der  ruhenden  Luft,  sondern  der  Mittelpunkt  des  Geschosses  sei 
in  Ruhe  und  die  Luft  ströme  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich  der 
relativen  GeBchossgeschwindigkeit  gegen 
rftUtJ-  ...ffi"*  das  Geschoss.  Diesen  selbst  aber  rotire 

1™**  f>  (Fig-  46)  etwa  um  eine  feste  horizontale 

Achse  von  hinten  Über  oben  nach  vom, 
wMW+u&k  *1  *"e  es  m  der  Figur  der  Pfeil  andeutet. 

jJifniX^vd  "t  ■&$ '*""»"■  Dann  wird  an  der  oberen  Seite  der 
Kugel,  bei  B,  eine  Erhöhung;  auf 
der  unteren  Seite,  bei  C,  eine  Ver- 
minderung des  Luftdrucks  ein- 
treten. 

Ein  einfaches  Experiment  beweist 
die  Richtigkeit  dieser  Behaupttrag:  Bringt 
man  oben  bei  A  und  unten  bei  .1)  leicht  bewegliche  Windfähnchen 
an,  so  bemerkt  man,  dass  auf  der  oberen  Seite,  wo  bei  B  die  mit 
der  Kugel  durch  Adhäsion  verbundene  und  mit  ihr  rotirende  Luft, 
in  entgegengesetzter  Richtung  sich  bewegt,  wie  die  aus  dem  Centri- 
fugalgebläse  gegen  die  Kugel  strömende  Luft,  das  Fahnchen  A  nach 
oben  geht,  von  der  Kugel  weggedrückt  wird;  auf  der  unteren  Seite 
dagegen,  wo  beide  Luftströmungen  gleiche  Richtung  haben,  das 
Fähnchen  I)  sich  der  Kugel  zuneigt;  damit  ist  eine  Vermehrung  des 
Luftdrucks  direct  aber  der  Kugel  bei  B  und  eine  Verminderung  des 
Luftdrucks  in  nächster  Nähe  unterhalb  derselben  bei  C  bewiesen. 

Physikalisch  erklärt  sich  nun  wieder  dieses  experimentelle  Re- 
sultat folgen  der  massen: 

a)  Auf  der  oberen  Seite  bei'if  stossen  die  beiden  Luftströmungen, 
die  mit  der  Kugel  rotirende  und  die  aus  der  Windlade  dagegen  ge- 
triebene, zusammen;  die  beiden  Bewegungen  heben  sich  aber  nicht 
auf,  wie  dies  beim  Zusammenstoss  von  unelastischen  gleichen  Massen 
der  Fall  wäre,  sondern  die  Lufttheilchen  weichen  zur  Seite  ans  und 
erzeugen  in  der  Nachbarschaft  eine  Vermehrung  des  Drucks.  Dieses 
Erste  ist  also  ohne  Schwierigkeit  verständlich. 

b)  Andererseits  die  Druckverminderong  bei  C: 

Wenn  ein  Luftstrom  sich  fortbewegt  und  sich  dabei  ausbreitet, 
so  entsteht  seitlich  eine  Druckverminderung.  Bläst  man  durch  das 
sich  verengernde  Röhrchen  A  (Fig.  47)  in  der  Richtung  nach  B,  so  kann 
sich  der  Luftstrom  in  der  Röhre  B  ausbreiten;  die  hierdurch  bewirkte 
Luftverdünnung  bei  C  zeigt  sich  daran,  dass  die  Sperrflflssigkeit  nach 
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innen  emporsteigt,  (wird  dagegen  zugleich  von  A  und  B  hereingeblasen, 
so  wird  natürlich  die  Sperrflüssigkeit  in  entgegengesetzter  Richtung 
hinausgetrieben).    Wenn  bei  C  nur  eine  einfache  Oeffnung  angebracht 
ist,  das  Rohrchen  horizontal  befestigt  und  sodann  in  die  Nähe  von  C 
eine  Flamme  gehalten  wird,  so  wird 
beim  Durchblasen  in  der  Richtung 
von  A  nach  B  zu  die  Flamme  in 
das    Innere    des    kleinen    Apparats 
hereingezogen,  was  diesen  sogen,  „ne- 
gativen Druck"  bei  C  besonders  deut- 
lich kund  gibt;  die  Luft  strömt  wegen 
der  Druckverminderung  bei  C  zum 
Theil  durch  C  herein  und  wird  durch 
die   weitere  Röhre  B  mit  hinaus- 
gerissen. —  Bekanntlich  beruht  auf 

diesem  negativen  Druck  die  Einrichtung  der  Injectoren,  der  Zer- 
stäuber, der  Wasserluftpumpen  und  einer  bekannten  Art  von  Blumen- 
spritzchen. 

Kehren  wir  nun  zu  dem  Fall  der  rotirenden  Kugel  zurück.  Auf 
der  unteren  Seite  der  Kugel  (bei  D,  Fig.  46)  bewegt  sich  ein  Luft- 
strom an  demselben  hin  und  breitet  sich  hinter  der  Kugel  aus;  in 
der  nächsten  Nähe  der  Kugel,  bei  0,  entsteht  also  eine  Druck- 
verminderung. 

Das  Resultat  ist  somit  ein  Ueberdruck  von  oben  nach  unten,  also 
ein  Bestreben  der  Kugel,  sich  zu  senken. 

Magnus  hat,  um  die  auf  diese  Weise  bei  der  freien  Kugel  ein- 
tretende Senkung  noch  deutlicher  zu  zeigen,  die  rotirende  Kugel  (oder 
einen  rotirenden  Cylinder)  an  den  Arm  eines  leicht  beweglichen  Wage- 
balkens ins  Gleichgewicht  gebracht  und  sodann  einen  Luftstrom,  wie 
in  Fig.  46  angedeutet,  darauf  gerichtet;  die  Kugel  schien  in  Folge 
dessen  schwerer  zu  werden;  sie  ging  herab. 

Die  physikalischen  Vorgänge  bei  der  Abweichung  der  rotirenden 
Kugeln,  die  Magnus  in  der  erwähnten  Weise  1852  zuerst  beschrieben 
hat  und  welche  später  von  Helie  und  Tait  theilweise  der  Rechnung  vgl.  Note  92. 
unterzogen  wurden,  dürften  nach  dem  Gesagten  einleuchten. 

Um  zusammenzufassen,  so  folgt  daraus: 

1)  wenn  die  Kugel  eine  anfangliche  Rotation  von  hinten  über 
oben  nach  vorn  aus  irgend  einem  Grunde  erhalten  hatte,  so  wurde 
die  Kugel  durch  eine  Vermehrung  des  Luftdrucks  auf  ihrer  oberen, 
eine  Verminderung  desselben  auf  ihrer  unteren  Seite  beeinflusst,  erlitt 
also  eine  Senkung; 
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2)  erfolgte  die  Rotation  von  hinten  über  unten  nach  vorn, 
so  war  das  Resultat  dasselbe,  wie  wenn  die  Eugel  eine  Gewichtsver- 
minderung erfahren  hatte,  die  Eugel  erlitt  eine  Hebung; 

3)  eine  Rotation  von  hinten  über  links  nach  vorn  um  eine 
verticale  Achse  ergab  eine  Rechtsabweichung; 

4)  eine  Rotation  von  hinten  über  rechts  nach  vorn  ergab 
eine  Linksabweichung. 

Speolell  exoentrisohe  Kugeln: 

Einige  Gründe  dafür,  dass  solche  Rotationen  von  homogenen  oder 
unabsichtlich  excentrischen  Kugeln  anfangs  entstehen  konnten,  Reibung 
im  Rohr,  seitliches  Anstossen  etc.,  wurden  oben  angeführt. 

Thatsächlich  erfolgten  auch  fast  immer  Rotationen;  aber 
bald  in  dem  einen,  bald  in  dem  andern  Sinn,  ohne  Regel;  es  ergaben 
sich  folglich  bald  Hebungen,  bald  Senkungen,  Rechts-  oder  Links- 
abweichungen; kurz  zufällige  Abweichungen. 

Bekanntlich  führte  diese  Erkenntniss  dazu,  der  Eugel  absicht- 
lich Rotationen  in  einem  ganz  bestimmten  Sinn  zu  ertheilen  und 
dadurch  die  Abweichungen  zu  con stauten  zu  machen.  Dies  geschah, 
vorzugsweise  auf  Grund  der  preussischen  Versuche  1827,  in  sehr  sinn- 
reicher Weise  zunächst  dadurch,  dass  man  absichtlich  den  Schwerpunkt 
nicht  mit  dem  geometrischen  Mittelpunkt  der  Eugel  zusammenfallen 
liess.  In  der  That  zeigten  die  „excentrischen"  Engeln  eine  con- 
stante  einseitige  Abweichung,  deren  Richtung  vorauszusehen  war: 

Wurde  die  Eugel  so  in  den  Lauf  gelegt,  dass  sich  der  Schwer- 
punkt unterhalb  befand,  so  musste,  da  die  Resultante  der  Gasdrücke 
durch  den  geometrischen  Mittelpunkt  ging,  eine  Rotation  um  eine 
horizontale  zur  Laufachse  senkrechte  Achse,  von  hinten  über  oben 
nach  vorn,  erfolgen;  die  Eugel  zeigte  also  eine  kleinere  Wurfweite; 
die  Flugbahn  wurde  gekrümmter.  Schwerpunkt  oberhalb  —  ergab 
Hebung  des  Geschosses,  also  Verlängerung  der  Flugbahn. 

Das  Nichtzusammenfaüen  von  Schwerpunkt  und  Kugelmittelpunkt 
wurde  durch  Aushöhlungen  bewirkt;  die  Lage  des  Schwerpunkts 
innerhalb  der  Eugel  ergab  sich  sodann  durch  zwei  Versuche.  Erstens 
liess  man  die  Eugel  auf  Quecksilber  schwimmen,  und  bezeichnete  so- 
dann den  Punkt,  der  am  höchsten  lag;  dessen  Verbindungslinie  mit 
dem  Kugelmittelpunkt  gab  verlängert  denjenigen  Durchmesser  an,  auf 
welchem  der  Schwerpunkt  lag;  damit  kannte  man  die  Richtung  von 
OSM.  Um  ferner  den  Abstand  08  zwischen  Kugelmittelpunkt  0 
und  Schwerpunkt  S  oder  die  speciell  so  genannte  Excentricität  x  zu 
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finden,  hängte  man  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Oberfläche  ein  Ge- 
wicht q  an  und  beobachtete  die  neue  Gleichgewichtslage  (Fig.  48);  die 
3  Kräfte:  Gewicht  q  der  angehängten  Masse,  Auftrieb  und  Gewicht  Q 
der  Kugel  allein  (im  Schwerpunkt  S  ßUsfa  U& 

vereinigt    gedacht)    hielten    sich 
dann  das  Gleichgewicht;  man  mass       a*v&efa*duo 
die  Winkel  a  und  ß  und  hatte  die       ^Ac6t 
Momentengleichung 

q  -  r  •  cos  ß  =  Q  •  x  •  sin  a, 

woraus  die  Grösse  x  der'  Excen- 
tricität  erhalten  wurde. 

Die  Rotations  geschwin- 
digkeit  bestimmte  man  entweder 
durch  Berechnung  aus  Gras-  und 
Atmosphärendruck  oder  sicherer 
durch  Messung;  in  einer  kleinen  Entfernung  von  der  Mündung  wurde 
eine  Scheibe  aufgestellt;  Marken,  die  an  der  Kugel  angebracht  waren, 
zeichneten  sich  beim  Durchgang  der  Kugel  durch  die  Scheibe  ab,  so 
dass  man  wusste,  welche  Stelle  der  Kugel  während  des  Passirens  sich 
gerade  oben  befand;  z.  B.  fand  man  bei  Kugeln  von  15  cm  Kaliber 
und  bei  0,5  kg  Pulverladung,  dass  die  Kugel  anfangs  18,8  Touren  pro 
Secunde  machte;  dies  ist  eine  am  Umfang  gemessene  Geschwindigkeit 

der  Rotation  von  5  mel/sec,  gleich    -  der  Translationsgeschwindigkeit. 

Wir  fahren  drei  Reihen  von  Versuchen  über  den  Einfluss  der 
Excentricität  an. 

1)  Versuche  zu  Metz  1839,  ausgeführt  von  Didion,  Morin  undvgi.Koto93. 
Piobert  (Kaliber  22  cm;   Abgangswinkel  4°  6';  Excentricität  0,0015  m 
resp.  0,0020  m): 


Fig.  48. 
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Man  sieht  aus  der  Betrachtung  dieser  Tabelle,  dass  die  Wirkung 
in  der  That  ähnlich  ist,  wie  wenn  eine  Verticalkraft  mit  der  Schwer- 
kraft parallel  wirkt,  entweder  dieser  entgegengesetzt  (wenn  die  Kugel 
mit  Schwerpunkt  oberhalb  in  das  Bohr  gelegt  wurde),  oder  mit  der- 
selben im  gleichen  Sinne  wirkend  (wenn  der  Schwerpunkt  sich  unter- 
halb befand).  Diese  Verticalkraft  ist  hier,  für  die  Kugel  von  27,9  kg 
Gewicht,  von  einem  Betrag,  der  sich  daraus  ergibt,  dass  man  9,81  um 
2,5  m  verkleinern  resp.  vergrössern  muss,  um  jene  Wurfweiten  zu  er- 

halten,  also  ist  die  Verticalkraft  ^~~  27,9  oder  7,10  kg;  dagegen   in 

dem  Fall  der  Kugel  von  29,9  kg  handelt  es  sich  um  eine  Verticalkraft 
vom  Betrag  7,7  kg. 

vgi.Note94.        2)   Schwedische  Versuche   mit  centrirten  Granaten,  Sommer 
1844. 
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3)  Besonderes  Interesse  bieten  auch  die  Versuche  des  Württem- 
vgi. Note 95. bergischen  Majors  Heim,  der,  unterstützt  durch  eine  sehr  gründliche 
mathematische  Bildung,  sich  eingehend  mit  der  Frage  nach  der  Ur- 
sache der  Geschossabweichungen  beschäftigte  und  zahlreiche  Versuche 
anstellte,  wovon  wir  hier  die  wichtigsten  anführen.  Darunter  ist 
Nr.  15  (8.  auch  Fig.  50)  besonders  bemerkenswert}^  indem  bei  diesem 
die  Kugel  über  das  Geschütz  weg  nach  rückwärts  flog,  als 
dieselbe  mit  Schwerpunkt  oben  in  das  Bohr  gelegt  wurde. 
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Versuche   mit  excentrischen   Granaten 
aus  dem  zehnpfündigen  Morser. 
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Versuche   mit   excentrischen   Granaten 
aus  der  zehnpf&ndigen  Haubitze. 
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Bemerkungen  (von  Heim): 

„Die  Entfernungen  sind  in  Schritten  zu  2,75  württ.  Fuss  angegeben. 
Mittlere  Seitenabweichung  ist  der  durch  die  Zahl  der  Würfe  dividirte 
Unterschied  zwischen  der  Summe  der  Abweichungen  nach  der  einen 
und  der  Summe  der  Abweichungen  nach  der  anderen  Seite. 

Breite  des  Raumes  der  Seitenabweichungen  die  Summe  der 
grössten  Abweichung  nach  der  einen  und  jener  nach  der  andern  Seite, 
wenn  die  Geschosse  nach  beiden  Seiten,  und  der  Unterschied  zwischen 
der  grössten  und  kleinsten  Abweichung,  wenn  sie  nur  nach  einer  Seite 
abwichen," 
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Zur  Geschichte  der  Theorie  der  Gesohossabweichungen  in  Folge 

von  Rotationen. 

Als  Erster  scheint  Robins  1742  die  Thatsache  entdeckt  zu  haben, 
dass  Rotationen  Abweichungen  zur  Folge  haben;  er  bemerkt,  dass 
durch  die  Umdrehung  die  Richtung  des  Luftwiderstands  verändert 
werde,  geht  aber  auf  das  Nähere  nicht  ein.  Euler,  der,  wie  schon vgi.Note 96. 
erwähnt,  Robins'  Werk  1745  ins  Deutsche  übertrug,  suchte  den  Grund 
in  mangelhafter  Rundung  der  Geschosse;  auch  er  scheint  übrigens  den 
wahren  Grund  für  die  Geschossabweichungen  nicht  völlig  erkannt  zu 
haben. 

Lombard  1783  übersetzte  dasselbe  Werk  von  Robins  ins  Fran- 
zösische und  versah  es  ebenfalls,  wie  Euler,  mit  Noten;  er  nahm,  wie 
später  Poisson,  die  tangentielle  Luftreibung  für  die  Erklärung  zu  Hilfe, 
was  jedoch,  wie  wir  gesehen  haben,  zu  einer  Wirkung  fuhrt,  die  der 
wirklich  beobachteten  entgegengesetzt  ist. 

1794  wurde  die  Frage  von  der  Berliner  Akademie  als  Gegenstand 
einer  Preisaufgabe  gewählt.  Dies  gab  Rohde  1795  Anlass  zu  einer  vgl.  Note  97. 
Untersuchung,  worin  er  die  Abweichung  aus  der  Treibkraft  des  brennen- 
den Zündsatzes  herzuleiten  versuchte;  die  Akademie  erachtete  die  Er- 
klärungsweise für  ungenügend,  weil  die  Abweichung  auch  bei  Ge- 
schossen ohne  Zünder  sich  zeigte. 

Hutton  1812,  Gassendi  1819,  Paixhans  1822,  Ter  quem  1826  vgi.  Note  98. 
mühten  sich  vergeblich  mit  der  Erklärung  ab. 

Selbst  einem  Poisson  1839  glückte  es  nicht,  den  hauptsächlichsten  vgl  Note 99. 
Grund  für  das  Auftreten  jener  auffallenden  Erscheinung  der  Gpschoss- 


xhw&a 


Big.  49. 


Flg.  50. 


ab  weichung  aufzufinden;  aber  es  ist  im  Voraus  anzunehmen,  dass,  wenn 
er  sich  mit  dem  Gegenstand  beschäftigte,  er  tief  in  denselben  eindrang. 
Mit  Hilfe  der  Analysis  untersuchte  er  erstens  den  Einfluss  der  Erd- 
drehung (s.  o.)  und  fand  ihn  zu  klein,  um  allein  auszureichen;  zweitens 


208  Siebenter  Abschnitt. 

den  Einfluss  einer  Geschossrotation  verbunden  mit  der  Reibung,  an 
homogenen  und  an  excentrischen  Kugeln  und  drittens  den  Einfluss 
der  nicht  vollkommenen  Kugelgestalt.  Von  seiner  Reibungstheorie  war 
die  Rede;  wir  sahen,  dass  allerdings  die  Reibung  eine  Abweichung 
von  der  normalen  Bahn  verursachen  kann;  allein  diese  Abweichung  ist 
wenigstens  nach  der  Rechnung  sehr  klein;  die  Excentricität  veranlasst, 
wie  wir  sahen,  Rotationen  und  in  Folge  davon  wegen  der  Reibung 
kleine  Abweichungen;  Poisson  untersuchte  im  Einzelnen  die  Bewegungen 
der  excentrischen  Geschosse  in  der  Luft;  entweder  erfolgen  Rotationen 
des  geometrischen  Mittelpunkts  um  den  Schwerpunkt  oder  nur  Pen- 
delungen von  grösserer  oder  kleinerer  Amplitude.  Endlich  der  Einfluss 
der  NichirSphäricität  wird  im  nächsten  Paragraph  besprochen. 

vgi.Not«ioo.        Neumann  V  zog  in  wenig  glücklicher  Weise  die  Centrifugalkraft 

vgi.Noteioi.  zu  Hilfe.  Dagegen  kam  Didion  1841  der  richtigen  Erklärung  (von 
Magnus)  schon  sehr  nahe,  wie  die  folgende  Stelle  beweist:  „  . . .  si  la 
sphere,  outre  son  mouvement  en  avant,  a  aussi  un  mouvement  de  ro- 
tation,  que  nous  supposerons  pour  plus  de  facilite  avoir  lieu  autour 
(Tun  axe  vertieal,  les  portions  situe'es  ä  droite  marchant  en  avant,  dans 
le  meme  sens  que  le  centre  de  gravite*,  le  frottement  de  cette  portion 
du  corps  contre  les  couches  d'air  qui  doivent  passer  de  l'avant  ä 
l'arriere,  rendra  le  passage  plus  difficile  que  si  le  mouvement  n'avait 
pas  lieu,  il  augmentera  par  consequent  la  densite  et  la  pression  late- 
rale des  couches  de  ce  cote;  le  contraire  aura  lieu  du  cöte  oppos£, 
oü  le  mouvement  de  rotation  du  projectile  facilitera  l'ecoulement;  par 
cette  double  raison  la  somme  des  pressions  laterales  de  la  droite 
l'emportera  sur  celle  de  la  gauche  et  le  projectile  sera  par  consequent 
continuellement  presse*  vers  la  gauche  et  deviera  de  ce  dernier  cote." 

vgi.Noteio*.  Timmerhans  1841  gibt  zwar  keine  Erklärung-,  kommt  aber 
wenigstens  zu  folgendem  richtigen  Schluss:  die  Abweichung  zeigt  sich 
bei  excentrischen  und  homogenen  Kugeln,  wenn  nur  Rotationen  vor- 
handen sind;  diese  Abweichung  wächst  rascher  als  proportional  der 
Entfernung  von  der  Mündung;  also  liegt  der  Grund  ausserhalb  des 
Rohres. 

Besonders   eingehend   hat   sich   der  preussische  Hauptmann    und 

Vgi.Not«io3.  spätere  General  Otto  1843  mit  der  Frage  beschäftigt;  er  untersuchte 
die  Theorie  Poisson's  und  schliesst,  dass  auf  diese  Weise  die  Erschei- 
nung nicht  befriedigend  beschrieben  werden  könne.  Als  endgiltige 
Erklärung  erscheint  ihm  die  folgende  (s.  Fig.  49):  „Von  je  zwei  Flächen- 
elementen A  und  B,  welche  beide  gleich  weit  von  dem  in  der  Flug- 
richtung liegenden  Durchmesser  PQ  abstehen,  hat  vor  demjenigen  B, 
dessen  Geschwindigkeit  durch  die  Umdrehung  vergrössert  wird,  eine 
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grössere  Verdichtung  der  Luft  statt,  als  vor  demjenigen  A,  dessen  Ge- 
schwindigkeit durch  die  Umdrehung  vermindert  wird."  Man  sieht, 
dass  Otto  nur  noch  die  der  Kugel  adhärirende  Luftschichte  hätte  bei- 
ziehen müssen,  um  endgiltig  das  Problem  gelost  zu  haben. 

Der  schon  erwähnte  Württembergische  Artilleriemajor  J.  P.  G.  v.  H  e  i  m  vgiNoteiw. 
nahm  1848  ähnlich  wie  Otto  die  Theorie  von  Poisson  wieder  auf  und 
unterzog  sie  einer  genaueren  Kritik;  in  den  Gleichungen  Poisson's 
bringt  er  eine  Vereinfachung  dadurch  an,  dass  er  statt  der  Bahn  des 
Schwerpunkts  diejenige  des  Kugelmittelpunkts  einführt,  wobei  er  auch 
die  tangentielle  Reibung  in  Rechnung  zieht;  er  zeigt,  wie  excentrische 
Kugeln  anfangs  volle  Rotationen  ausführen  und  später,  ähnlich  wie 
Pendel,  um  den  Schwerpunkt  schwanken  (flattern);  sein  Resultat  ist 
in  der  Hinsicht  ein  negatives,  dass  er  ebenfalls  zu  dem  Ergebniss  ge- 
führt wird,  Poisson's  Reibungstheorie  genüge  nicht  für  die  Erklärung 
der  Erscheinung;  er  constatirt  (pag.  199),  dass  die  Erscheinung  nicht 
aufgeklärt  sei. 

Vier  Jahre  nachher  1852  gab  Magnus  die  erwähnte  völlig  be- 
friedigende Erklärung  mit  Hilfe  von  systematischen  Laboratoriums- 
versuchen. 

[Uebrigen8  ist  hinzuzufügen,  dass  offenbar  schon  Poisson  die 
Notwendigkeit  einer  konischen  Pendelung  von  rotirenden  länglichen 
Geschossen  und  die  daraus  folgende  Abweichung  der  Geschosse  klar 
erkannt  hatte;  er  hat  in  dieser  Hinsicht  umfangreiche  Berechnungen 
bezüglich  solcher  Geschosse,  deren  Gestalt  von  der  Kugelform  etwas 
abweicht,  angestellt;  seine  Untersuchungen  sind  in  der  Folgezeit  mehr- 
fach wieder  benützt  worden  und  auch  wir  werden  im  Folgenden  aus 
denselben  Vortheile  zur  Näherungslösung  des  Problems  ziehen,  beson- 
ders hinsichtlich  der  Integration  von  Differentialgleichungen.  Man  kann 
sagen,  dass  Magnus  nur  das  Verdienst  zukommt,  die  Erklärungsweise 
Poisson's  durch  klare  Experimente  popularisirt  zu  haben.  Magnus 
wird  in  dieser  Hinsicht  den  Verdiensten  Poisson's  nicht  vollkommen 
gerecht.] 

Denjenigen  Lesern,  welchen  es  weniger  um  die  Vorgeschichte  der 
Theorie,  als  um  die  physikalische  Erläuterung  der  Erscheinung  zu  thun 
ist,  kann  diese  Schrift  von  Magnus  vor  Allem  empfohlen  werden; 
zumal  da  dieser  für  die  Abweichungen  der  rotirenden  Kugeln  und 
Langgeschosse  die  heute  fast  allgemein  angenommene  Erklärung  in 
populärer  Weise  gab.  Zu  diesem  letzteren  Gegenstand  gehen  wir 
jetzt  über. 


Cr»m,  Ballistik.  14 
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§  27.    Abweichungen  rotirender  Langgesohosse. 
Physikalische  Ausführungen.    Vier  Einflüsse,  welche  Abweichungen 

hervorrufen  können. 

Der  Gedanke,  durch  die  Züge  den  Langgeschossen  eine  rasche 
Rotation  um  ihre  Längsachse  zu  verleihen,  hatte  seine  Wurzel  ohne 
Zweifel  in  der  Erkenntniss,  welche  aus  der  eben  besprochenen  Erschei- 
nung an  kugelförmigen  Geschossen,  speciell  an  den  excentrischen 
Kugeln  gewonnen  war:  Einerseits  suchte  man  durch  die  Rotation  um 
die  Längsachse  dem  Geschoss  Stabilität  zu  verleihen,  —  auf  Grund 
des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Rotationsebene  — ;  andererseits 
musste  man  sich  sagen,  dass  auch  hier,  wie  bei  allen  Geschossrota- 
tionen, Abweichungen  die  Folge  sein  müssten;  nur  hatte  man  bei  den 
früheren  kugelförmigen  Geschossen  zufällige,  nicht  controlirbare 
Abweichungen  überall  da,  wo  die  Kugeln  rotirten  und  die  Rota- 
tionsachse eine  zufallige  Richtung  hatte,  wie  es  thatsächlich  fast  immer 
bei  den  homogenen  Kugeln  der  Fall  gewesen  war.  Um  die  Rotation 
zu  einer  bestimmten  zu  machen,  hatte  man  die  excentrischen  Kugeln 
eingeführt  und  hatte  in  der  That  bei  „Schwerpunkt  rechts"  auch  Rechts- 
abweichung, bei  „Schwerpunkt  links"  Linksabweichung  von  der  Schuss- 
ebene  u.  s.  f.  bemerkt. 

Analog,  war  zu  schliessen,  hatte  man  hier  bei  den  rotirenden 
Langgeschossen  eine  Abweichung  in  bestimmter  Richtung  zu  er- 
warten; und  dies  ist  auch  thatsächlich  der  Fall:  Das  Geschoss  weicht 
im  Allgemeinen  nach  rechts  von  der  verticalen  Schussebene  ab,  wenn 
die  Rotation  von  links  über  oben  nach  rechts  erfolgt  (bei  sogen.  Rechts- 
rotation); dagegen  nach  links  bei  Linksrotation,  und  der  Artillerist, 
der  die  muthmassliche  Abweichung  nach  Richtung  und  Grosse  Kennt, 
corrigirt  dieselbe  bekanntlich  am  Visir. 

Indessen  ist  hier  der  physikalische  Vorgang  insofern  ein  wenig 
verwickelter  wie  bei  den  Kugeln,  als  thatsächlich  vier  Abweichungen 
verschiedener  Art  sich  übereinander  decken,  vier  Einflüsse,  die 
sich  in  verschiedener  Starke  und  in  verschiedenem  Sinn  geltend  machen, 
zu  unterscheiden  sind. 

A.    Hebung  bezw.  Senkung  des  ganzen  Langgesohosses. 

vgi.Koteio6.  Es  wird  nicht  immer  genügend  präcis  hervorgehoben,  dass  das 
Langgeschoss  als  Ganzes,  lediglich  in  Folge  des  normalen  Luftwider- 
stands, zeitweise  eine,  wenn  auch  schwache  Hebung,  zeitweise  eine 
Senkung  erfahren  muss. 

Man    denke   sich   ein  Brett   SC  (Figur  51)    von    verschwinden- 
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der  Dickenausdehnung  parallel  sich  selbst  m  horizontaler  Richtung 
bewegt,  —  die  Ebene  desselben  senkrecht  zur  Zeichnungsebene  — ; 
und  den  Luftwiderstand  KA  in 
seine  Componenten  CA  und  BA 
parallel  und  senkrecht  zur  Ebene 
des  Brette  zerlegt.  Dann  kann  die 
Componente  CA  gar  keine  Wirkung 
auf  das  unendlich  schmale  Brett 
ausüben;  diese  Componente  CA  glei- 
tet —  populär  gesprochen  —  an  &****-  /^-^  -—r 
dessen  Ebene  ab.  (Wenigstens  an-  *™*f  ücwefng 
nähernd  können  wir  diese  Vorgänge  mg  81 
bei  dem  Papierdrachen,  dem  Segel- 
schiff, den  Schraubenfliegern,  dem  Windmühlenflügel  etc.  beobachten.) 
Nur  die  Componente  BA  würde  dann  übrig  bleiben;  diese  kann  man 
wiederum  ersetzen  durch  eine  parallele  Kraft  in  S  und  ein  Kräftepaar. 
Die  erstere  denken  wir  uns  (Fig.  52)  zerlegt  in 
die  Componenten  SD  und  SE]  man  sieht  daraus, 
dass  die  Kraft,  die  auf  den  Schwerpunkt  S  des  ^ 
Ganzen  wirkt,  theils  hebt  (/SD),  theils  der  Be- 
wegung   des    Schwerpunkts    entgegenwirkt    (SE).    q* ^§ 

Das  Kräftepaar  dagegen  wird  um  8  das  Brett  zu 
drehen  suchen  mit  dem  Arm  SA. 

In  diesem  Fall  haben  wir  also  1)  eine  Hebung 
des  ganzen  Korpers,   2)  eine  Verzögerung  der  Be-  Fig.  es. 

wegung  des  Schwerpunkts  in  seiner  Bahn,  3)  eine 
Drehung  des  Ganzen  um  den  Schwerpunkt,  die  so  lange  anhält,  bis 
die  ganze  Fläche  in  der  Richtung  SE  liegt. 

Je  mehr  nun  die  Dickenausdehnung  des 
Bretts  in  Betracht  kommt  (Fig.  53),  um  so 
erheblicher  wird  die  Componente  CA  des  Luft- 
widerstands; diese,  in  ihrer  Richtung  ver- 
schoben gedacht,  Hesse  sich  zerlegen  in  eine 
der  wirklichen  horizontalen  Bewegung  des 
Schwerpunkts  parallel,  aber  entgegengesetzt  _ 
gerichtete  Kraft  I  und  in  eine  senkende  (*"~y 
Kraft  IL 

Also  je  dicker  das  Brett  im  Vergleich  "  "  ~       Fig  53 
zur  Länge  ist,   um   so  weniger  wird  die 

hebende  Wirkung  des  Luftwiderstands  betragen.    Und  schliess- 
lich,   wenn    wir   eine    vollkommene    Kugel    vor    uns   hätten,   würde, 

14* 


212 


Siebenter  Abschnitt. 


Fig.  54. 


lediglich  in  Folge  des  normalen  Luftwiderstands,  überhaupt  keine 
hebende  Kraft  vorhanden  sein;  denn  die  Kraft,  welche  vorhin  mit  KA 
bezeichnet  wurde,  wäre  jetzt  einfach  zu  ersetzen  durch  eine  gleich 
grosse  parallele  Kraft  durch  den  Schwerpunkt  S,  welche  der  Bewegung 

des  Schwerpunkts  direct  entgegenwirkt, 
und  zweitens  durch  ein  die  Kugel 
drehendes  Kräftepaar.  Also  würde  der 
Schwerpunkt  seine  Bahn  fortsetzen,  wie 
wenn  wir  einen  Massenpunkt  vor  uns 
^JcJ&Y^vpu#rfZto    hätten;  ausserdem  aber  eine  Drehung  des 

geometrischen  Mittelpunkts  0  um  eine 
horizontale  Achse  durch  den  Schwer- 
punkt S  erfolgen,  von  vorn  über  oben  nach  hinten;  es  fuhrt  also  SO 
um  S  Rotationen  oder  Schwingungen  aus;  (diese  Rotationen  ihrer- 
seits konnten  allerdings  dann  aus  andern  Gründen,  Reibung  und  Ver- 
schiedenheit des  Luftdrucks,  eine  secundäre  Abweichung  bewirken). 
Durch  vorstehendes  Gleichniss  eines  Bretts,  dessen  Dickendimen- 
sionen wir  in  Gedanken  wachsen  Hessen,  dürfte  klar  geworden  sein, 
dass  das  ganze  Langgeschoss  dann  gehoben  wird,  wenn  sich  die  Ge- 
schossspitze oberhalb,  dann  gesenkt  wird,  wenn  sich  dieselbe  unterhalb 
der  Flugbahntangente  befindet.  Da  also,  aus  sogleich  anzuführenden 
Gründen,  die  Geschossspitze  bald  oberhalb,  bald  unterhalb  der  Flug- 
bahntangente liegt,  so  erfährt 
das  Langgeschoss  als  Ganzes 
abwechselnd  eine  Hebung,  ab- 
wechselnd eine  Senkung;  bei 
kurzen  Flugzeiten  nur  eine 
Hebung.  Bezogen  auf  die  nor- 
male Flugbahn  eines  Punktes  von  ganz  bestimmter  Masse  wird  somit 
das  Langgeschoss  eine  Bahn  beschreiben,  wie  sie  in  Fig.  55  gestrichelt 
angedeutet  und  absichtlich,  der  Deutlichkeit  halber,  übertrieben  dar- 
gestellt ist. 

B. 

Dazu  kommt  der  Einfluss,  den  wir  bei  Gelegenheit  der  Theorie 
Poisson's  betreffs  der  kugelförmigen  Geschosse  erwähnt  haben: 

Würde  das  Geschoss  im  luftleeren  Raum  fliegen,  vermöge  der 
Züge  in  einer  Rotationsbewegung  um  die  Längsachse  begriffen,  so 
würde  die  Längsachse  auf  dem  ganzen  Weg  genau  dieselbe  Richtung 
beibehalten;  also  in  der  Art,  wie  es  die  Fig.  56  angibt. 

Amfangs  falle  die  Richtung  der  Geschossachse  mit  der  Richtung 
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der  Bahntangente  genau  zusammen;  bleibt  nun  erstere  Richtung  im 
Raum  constant,  so  wächst  der  Winkel  a  zwischen  Tangente  AT  und 
Geschosslängsachse  SA,  bis  «$ 

er  im   Scheitel    gleich   dem  J^y^ti^^^^ 

Abgangswinkel  e  wird,  und 
weiterhin  strebt  er  dem  Werth 

Y  +  czu-  .  o 

Nun  aber  bewegt  sich  das 

Geschoss  thatsächlich  durch 
die  Luft,  welche  gegen  die  Mantelfläche  drückt  und  sich  an  ihr  reibt.  Auf 
der  Vorderseite  ist  die  Luft  verdichtet,  auf  der  Rückseite  verdünnt;  also 
ist  die  Reibung  auf  der  Vorderseite  grosser  als  auf  der  Rückseite; 
somit  wird  das  Geschoss  (bei  der  obigen  Voraussetzung  einer  Rechts- 
rotation) gewissermassen  nach  rechts  rollen,  wie  wir  es  in  nicht  un- 
ähnlicher Weise  bei  Kegel-  und  Billardkugeln  oft  beobachten  können, 
kurz  es  erfolgt  eine  Rechtsabweichung  bei  Rechtsdrall,  eine 
Linksabweichung  bei  Linksdrall.  Wie  schon  bemerkt,  ist  jedoch 
diese  Wirkung  eine  schwache  und  konnte  die  totale  Erscheinung 
nicht  genügend  erklären.  Wir  wollen  diesen  Einfluss  im  Folgenden 
als  den  Einfluss  B  bezeichnen. 

Erinnern  wir  uns  weiterhin  an  die  Erklärung  von  Magnus  für  die 
resultirende  Abweichung  kugelförmiger  Geschosse:  auf  der  einen  Seite 
ist  die  gegenströmende  Luft  und  die  am  Geschoss  adhärirende  Luft  in 
gleicher  Bewegungsrichtung  begriffen,  auf  der  andern  Seite  in  ent- 
gegengesetzter; auf  der  ersten  tritt  Druckverminderung,  auf  der  andern 
Druckvermehrung  ein. 

Im  vorliegenden  Fall  ist  klar,  dass  anfangs  diese  Wirkung  — 
wir  wollen  diesen  Tfflnflum  mit  O  bezeichnen  —  Null  ist,  da  die  Rich- 
tung der  Längsachse  mit  der  Richtung  der  Tangente  an  die  Flugbahn, 
also  mit  der  Richtung  der  Resultante  des  Luftwiderstands  zusammen- 
fallt Je  grösser  aber  im  Verlauf  der  Bewegung  der  Winkel  cc  zwischen 
Geschossachse  SA  und  Tangente  ST  wird,  einen  je  grösseren  Winkel 
also  gegenüber  den  Mantellinien  des  Geschosscylinders  die  Richtung 
der  seitlichen  Luftströmung  bildet,  um  so  mehr  kommt  dieser  Einfluss 
zur  Geltung. 

Wir  fragen  uns,  in  welchem  Sinne  wird  die  Abweichung  erfolgen, 
welche  dieser  Einfluss  zur  Folge  hat?  —  Bei  Rechtsrotation  (von 
links  über  oben  nach  rechts)  findet  auf  der  rechten  Seite  des  Geschosses 
Druckvermehrung,  links  Druckverminderung  statt,  also  tritt  eine  Ab- 
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weichung  nach  links  ein;  bei  umgekehrter  Rotationsrichtung  nach 
rechts;  also 

bei  Rechtsrotation  —  Linksabweichung, 
„     Linksrotation     —  Rechtsabweichung 

und  nach  der  früher  bei  den  excentrischen  Kugeln  beobachteten  Er- 
scheinung sollte  man  vermuthen,  dass  diese  Wirkung  nicht  uner- 
heblich sein  dürfte,  wenn  der  Winkel  a  nicht  sehr  klein  ist. 

Allein  auch  dieser  Einfluss  wird  überwogen  durch  einen  weiteren, 
noch  bedeutenderen  Einfluss,  dessen  Aufdeckung  man  Poisson  und 
Magnus  verdankt,  nämlich  den  der  konischen  Pendelung. 

D. 

Aus  der  Mechanik  ziehen  wir  den  folgenden  Doppelsatz  über  Ro- 
tationen zu  Hilfe:  1)  Wenn  auf  die  Achse  SA  eines  rotirenden  Um- 
drehungskörpers eine  Kraft  wirkt,  welche  durch  den  festen  Schwer- 
punkt S  geht,  so  behält  die  Rotationsachse  ihre  Richtung  im  Räume 
bei;  2)  geht  aber  die  Kraft  durch  einen  andern  Punkt  der  Achse,  so 
beschreibt  die  Achse  einen  Kegel  um  die  Kraftrichtung;  — 
(ein  Gesetz,  durch  welches  sich  bekanntlich  u.  A.  das  Vorrücken  der 
Tag-  tmd  Nachtgleichen  erklärt,  d.  h.  die  konische  Pendelung  der  Erde 
und  ihre  Nutation;  als  eine  Folge  der  Anziehungen  der  Sonne,  deren 
Resultante  nicht  genau  durch  den  Erdmittelpunkt  geht,  und  der  An- 
ziehungen des  Mondes,  welcher  eine  secundäre  konische  Pendelung  von 
kleinerer  Periode  erzeugt,  die  sich  über  die  erstere  lagert). 

Die  Notwendigkeit  dieser  konischen  Pendelung  im  vorliegenden 
Fall  kann  man  sich  wie  folgt  klar  machen: 

Die  ganze  Geschossbewegung  kann  zerlegt  werden  in  erstens  eine 
Translationsbewegung,  die  vor  sich  geht,  wie  wenn  die  sämmt- 
lichen  wirkenden  äusseren  Kräfte  in  dem  Schwerpunkt  S  angriffen, 
und  zweitens  eine  Rotationsbewegung  um  den  Schwerpunkt,  die 
ihrerseits  erfolgt,  wie  wenn  der  Schwerpunkt  fest  wäre. 

Die  erstere  Bewegung  ist  in  den  Abschnitten  2  bis  5  ausführlich 
erörtert  worden.  Bleiben  wir  nun  bei  der  Rotationsbewegung;  setzen 
wir  also  voraus,  der  Schwerpunkt  S  spiele  die  Rolle  eines  festen 
Unterstützungspunktes. 

Wir  haben  nun  zweierlei  Drehungen  an  dem  Geschoss  zu  unter- 
scheiden; erstens  dreht  sich  das  Geschoss  um  seine  Längsachse  SA, 
(die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehung  ist  in  der  Fig.  58  durch 
die  Strecke  SA,  der  Drehungssinn  durch  den  Pfeil  bei  1  dargestellt); 
vom  Schwerpunkt  S  nach  A  gesehen  erfolgt  diese  Drehung  bei  Rechts- 


Die  wastanten  Geschossabweichungen;  ihre  Ursachen  und  ihre  Berechnung.    215 


drall,  z.  B.  bei  den  deutschen  Gewehren  und  Geschützen  im  Sinn  der 
Uhrzeigerbewegung;  zweitens  dreht  der  Luftwiderstand  K  (Fig.  57), 
der  vor  dem  Schwerpunkt,  in  B}  angreife,  das  ganze  Geschoss  um 
eine  Achse  SC,  welche  in  der  Fig.  57  senkrecht  zur  Zeichnungsebene, 


^ 


'"f&täv 
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$ 


Fig.  58. 


nach  vorn  gerichtet  zu  denken  ist  und  sich  daher  in  dieser  Figur  als 
Punkt  S  darstellt  (in  Fig.  58  perspectivisch  gezeichnet).  Denkt  man 
sich  von  S  aus  nach  C  sehend,  so  erfolgt  diese  Drehung  ebenfalls  im 
Sinne  der  Uhrzeigerbewegung*,  die  zugehörige  Winkelgeschwindigkeit 
sei  durch  SC  auch  der  Grosse  nach  dargestellt 

Diese  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  setzen  sich  zusammen  zu 
einer  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  SD]  nach  einem  bekannten 
Satz  der  Mechanik  mittelst  des  Parallelogramms  ASCD  der 
Winkelgeschwindigkeiten.  Wir  können  uns  also  denken,  allein 
um  die  Achse  SD  (die  augenblickliche  Drehachse)  erfolge  momentan  die 
Drehung  des  Geschosses-,  von  S  aus  gesehen  ebenfalls  im  Sinn  der 
Uhrzeigerbewegung.  Darnach  wird  sich  die  Geschossspitze  A  an- 
fangs etwas  heben  und  dann  nach  rechts  bewegen;  sodann 
denken  wir  uns  in  der  neuen  Lage  des  Geschosses  wiederum  das  ent- 
sprechende Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten;  bestimmen 
also  die  neue  Lage  von  SD  u.  s.  f.;  fahren  wir  so  fort,  so  erhalten 
wir  successiv  die  ganze  konische  Pendelung  des  Geschosses  um  S. 

Wenn  nun  aber  in  der  ersten  Hälfte  der  konischen  Pendelung  die 
Geschossspitze  auf  der  rechten  Seite  der  Flugbahnverticalebene  (durch 
die  Tangente  vertical  gelegt)  sich  befindet,  so  ist  Anlass  zu  Rechts- 
abweichung des  ganzen  Geschosses  gegeben:  der  Luftwiderstand 
wirkt  jetzt  vorzugsweise  auf  die  linke  Seite  der  Geschossfläche;  er 
wirkt   wie   gegen  eine  schiefgehaltene  Wand   und   drückt   das   ganze 
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Geschoss  nach  der  rechten  Seite  ab;  dies  wird  so  lange  andauern,  als 
sich  die  Geschossspitze  rechts  von  der  Flugbahnebene  befindet  Später 
müßste  nothwendiger  Weise  die  Geschossspitze  auf  die  linke  Seite 
der  Verticalebene  durch  die  Tangente  übergehen,  und  dann  wäre  An- 
lass  zur  Linksabweichung  gegeben.  Magnus,  Kummer,  Märker  und 
viele  andere  Ballistiker  vermuthen  nun,  dass  das  Geschoss  seine  koni- 
sche Pendelung  so  langsam  ausführe,  dass  es  höchstens  Zeit  habe,  eine 
halbe  Pendelung  auszuführen,  ehe  es  am  Boden  oder  am  Ziel  auf- 
schlägt —  (man  denkt  dabei  z.  B.  an  das  Analogon  der  Erde,  welche 
zu  einer  vollen  konischen  Pendelung  26000  Jahre  braucht)  — ;  dann 
wäre  in  der  That  das  Gesamintresultat  nur  eine  Rechtsabweichung; 
wir  kommen  auf  diese  Einzelfragen,  insbesondere  auf  die  Möglichkeit 
einer  späteren  Linksabweichung  weiter  unten  zurück. 

Im  Vorhergehenden  nahmen  wir  an,  der  Angriffspunkt  B  der 
Resultante  K  der  Luftwiderstände  auf  das  Geschoss  liege  auf  der  Achse 
vor  dem  Schwerpunkt;  fallt  B  auf  S}  so  ist  das  Drehmoment  des 
Luftwiderstands  Null;  man  hat  keine  konische  Pendelung  oder,  wie  man 
auch  sagen  kann,  eine  konische  Pendelung  von  unendlich  langer  Periode; 
liegt  endlich  B  hinter  dem  Schwerpunkt  S,  so  hat  die  konische 
Pendelung  den  entgegengesetzten  Drehungssinn;  dann  also  erfolgt 
anfangs  und  unter  Umständen  überhaupt  Linksabweichung. 

Im  Ganzen  haben  wir  folgende  Wirkung  allein  der  koni- 
schen Pendelung,  des  Einflusses  D: 

1)  bei  Rechtsrotation  und  Lage  des  Angriffspunkts  der  Luft- 
widerstandsresultanten vor  dem  Schwerpunkt:  Rechtsabweichung 
(vermehrt  durch  Einfluss  B\  vermindert  durch  Einfluss  C); 

2)  bei  Rechtsrotation  und  Lage  des  Angriffspunkts  der  Luft- 
widerstandsresultanten hinter  dem  Schwerpunkt:  Linksabweichung 
(vermindert  durch  Einfluss  B\  vermehrt  durch  Einfluss  C); 

3)  bei  Linksrotation  und  Lage  des  Angriffspunkts  der  Luft- 
widerstandsresultanten vor  dem  Schwerpunkt:  Linksabweichung 
(vermehrt  durch  Einfluss  JB;  vermindert  durch  Einfluss  C); 

4)  bei  Linksrotation  und  Lage  des  Angriffspunkts  der  Luft- 
widerstandsresultanten hinter  dem  Schwerpunkt:  Rechtsabweichung 
(vermindert  durch  Einfluss  2?;  vermehrt  durch  Einfluss  G). 

Der  Grösse  nach  ist  der  Einfluss  D  überwiegend;  dann  folgt  C, 
endlich  B.  Wenn  also  D  und  C  im  gleichen  Sinn  zusammen- 
wirken (Nr.  2  und  4),  so  ist  darnach  die  Abweichung  am  grössten. 
Allein  dieser  Fall  wird  wohl  niemals  eintreten;  denn  wie  wir  im 
6.  Abschnitt  gesehen  haben,   ist   es   nicht   denkbar,  dass   bei   einem 
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Langgeschoss  von  der  gegenwärtig  üblichen  Form  der  Angriffspunkt  der 
Luftwiderstandsresultanten  hinter  dem  Schwerpunkt,  also  zwischen 
Geschossboden  und  Schwerpunkt  angreift. 

Durch  das  Experiment  lässt  sich  die  konische  Pendelung  gut 
verdeutlichen;  entweder  mit  Hilfe  des  Bohnenberger'schen  Ma- 
schinchens oder  mit  dem  Fessel'schen  Apparat;  letzterer  ist  in 
Fig.  59  schematisch  abgebildet;  man  regulirt 
die  bei  D  und  B  anzuhangenden  Gewichte 
so,  dass  der  Unterstützungspunkt  8  zugleich 
Schwerpunkt  ist,  und  bringt  den  Bing  R  zur 
raschen  Rotation;  dann  behält  die  Stange  DR 
ihre  Lage  im  Raum  unverändert  bei.  Nun 
legt  man  bei  B  ein  weiteres  Gewicht  auf 
(den  Luftwiderstand  K  repräsentirend),  so  be- 
ginnt eine  konische  Pendelung  um  die  Ver- 
ticale  SSl9  genau  im  Sinn  des  oben  Ange- 
fahrten; fügt  man  dagegen  das  Zulagegewicht 
bei  D  hinzu,  so  erfolgt  die  konische  Pendelung 
im  umgekehrten  Sinn.  Einen  etwas  andern 
Apparat,  der  zugleich  die  Geschossabweichung 
demonstriren  lässt,  hat  Professor  Pfaundler 
angegeben    (s.  darüber  Abschnitt  13,  §  49). 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  mathematischen  Berechnung  der 
Seitenabweichung  von  Langgeschossen,  wobei  wir  nur  den  wichtigsten 
Einfluss,  denjenigen  der  konischen  Pendelung  (Einfluss  D)  in  die  Rech- 
nung einbeziehen.  Eine  solche  Berechnung  wird  den  Nutzen  haben, 
erstens  die  Grösse  der  Seitenabweichung  und  zweitens  die  Factoren 
kennen  zu  lernen,  von  welchen  diese  Abweichung  abhängt. 


Flg.   59. 


§  28.    Fortsetzung.    Analytische  Berechnung  der  Seitenabweichungen 
von  rotirenden  Langgeschossen  in  Folge  der  konischen  Pendelung. 

Wir  zerlegen  die  Bewegung  des  Langgeschosses  in  eine  Vor- 
wärtsbewegung des  Schwerpunkts  und  in  eine  Rotation  des 
Geschosses  um  den  Schwerpunkt,  berechnen  die  hier  wirkenden 
Kräfte,  stellen  die  Differentialgleichungen  auf,  suchen  dieselben  zu  in- 
tegriren  und  die  Resultate  zu  deuten. 

Dabei  wird  sich  zeigen,  dass  die  drei  Gleichungen  der 
Translationsbewegung  von  den  drei  Gleichungen  der  Rota- 
tionsbewegung abhängen  und  umgekehrt;  —  was  auch  rein 
physikalisch  sofort  einleuchtet,  da  ja  der  Luftwiderstand  bei  der  fort- 
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schreitenden  Bewegung  des  Geschosses  offenbar  um  so  grosser  sein 
muss,  je  stärker  das  Geschoss  um  den  Schwerpunkt  pendelt,  flattert, 
und  da  umgekehrt  die  Grösse  der  Pendelung  von  Abgangswinkel, 
axEgmbiicUidier  Geschwindigkeit  des  Geschosses  etc.  nothwendig  ab- 
hängt. 

Wir  werden  ferner  sehen,  dass  es  unmöglich  ist,  die  6  Glei- 
chungen der  Geschossbewegung  in  aller  Strenge  zu  integriren.  Dess- 
halb  schlagen  wir  das  in  der  mathematischen  Physik  übliche  Verfahren 
ein:  zuerst  eine  Näherungslösung  der  Translationsbewegung 
zu  suchen,  mit  dieser  Lösung  in  die  Gleichungen  der  koni- 
schen Pendelung  einzugehen,  diese  Gleichungen  zu  integri- 
ren und  sodann  rückwärts  diese  Integrale  für  eine  genauere 
Lösung  der  Translationsbewegung  zu  verwenden.  Von  letz- 
terer  Lösung  ziehen  wir  dann  specieU  die  Bewegung  senkrecht  zur 
ursprünglichen  Flugbahnverticalebene  in  Betracht  und  erhalten  damit 
die  seitliche  Geschossabweichung.  Bei  dieser  Berechnung  werden  wir 
von  den  oben  (6.  Abschnitt)  angefahrten  Formeln  von  Kummer  für 
die  Grösse  und  den  Angriffspunkt  der  Luftwiderstandsresultanten,  ferner 
von  einigen  Kunstgriffen  Poisson's  zur  Integration  der  Differential- 
gleichungen Gebrauch  machen. 

1)  Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Geschosses,  und  nach  Verlauf 
der  Zeit  t  von  Beginn  der  Bewegung  an  seien  xyz  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  desselben,  bezogen  auf  drei  feste  Achsen  Ox,  Oy}  Oz.  Der 
Ursprung  0  ist  der  Abgangspunkt  von  S,  also  die  Mitte  der  Mündung 
des  Geschützlaufs;  die  Achse  Oz  vertical  im  entgegengesetzten  Sinn 
der  Schwerkraft  gerichtet;  die  Ebene  xy  horizontal,  die  Achse  Ox  in 

der  Anfangsrichtung  der 
Bewegung  von  S\  Oy 
senkrecht  zur  Ebene  xz7 
nach  der  linken  Seite  in 
Beziehung  auf  einen  Be- 
obachter, welcher  von 
der  Mündung  des  Ge- 
schützes aus  nach  dem 
Ziele  sieht  und  für  wel- 

(^*«Z£1IL7Z^  chen  alle  Agenden  Be- 

ng.  eo  .  u.  b.  zeichnungemlinks,  rechts, 

oben  und  unten  gelten. 

Nach  denselben  Richtungen  sind  die  Coordinaten  xyz  positiv  zu  rechnen. 

Durch  den  Schwerpunkt  8  (Fig.  60  a)  seien  die  drei  Hauptträg- 

heitsachsen  SxiSy1Sz1  gelegt  und  drei  andere  SxSySz  parallel  und 
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gleichsinnig  mit  Ox  Oy  Oz.  8L  ist  der  Schnitt  der  beweglichen  Ebene 
Sxl8yl  mit  der  horizontalen  Ebene  SxSy;  <£LSx  =  il>,  -$zLSzl*=q>) 
^zSSi^ft.  Durch  die  drei  Winkel  ^qpd  ist  in  jedem  Augenblick  t  die 
Lage  der  drei  Geraden  8xx  Syx  Szx  bestimmt,  welche  mit  dem  Geschoss 
fest  verbunden  gedacht  werden;  dabei  i>  und  q>  beschränkt  auf  das 
Intervall  o  —  360°,  -fr  von  o  —  180°,  und  zwar  sei  #  gleich  dem  räum- 
lichen Winkel  zwischen  den  Ebenen  der  $Zip  und  q>,  nicht  gleich 
dessen  Supplement,  so  dass  Szx  über  oder  unter  der  horizontalen 
Ebene  Sxy  zu  liegen  kommt,  je  nachdem  fr  spitz  oder  stumpf  ist. 
Der  Winkel  t  ist  gezählt  von  Sx  aus  nach  der  Verlängerung  von  Sy  hin. 

Die  6  Grossen  x,  y,  z,  <p,  1>,  fr  sind  die  Unbekannten  der  Aufgabe, 
welche  darin  besteht,  die  doppelte  Bewegung  im  Baum  kennen  zu 
lernen;  ihnen  entspricht  eine  gleiche  Anzahl  von  Differentialgleichungen 
der  2.  Ordnung;  die  3  ersten  davon  beziehen  sich  auf  die  Translations- 
bewegung des  Schwerpunkts  S,  die  3  letzten  auf  die  Rotation  um  den 
Schwerpunkt.  —  cd  sei  die  variable  Rotationsgeschwindigkeit  um  die 
augenblickliche  Drehachse;  p,  q,  r  wie  üblich  ihre  Componenten  um 
die  beweglichen  Achsen  Sx17  Syx,  Szt.  Dabei  sei  r  positiv,  wenn  die 
Drehung  um  Szx  von  Sxx  nach  Syx  geschieht,  ebenso  q  positiv  für 
eine  Drehung  um  Syx  von  Szx  nach  Sx1}  p  positiv  für  eine  Drehung 
von  Syt  nach  8zx  um  Sxx. 

Weiterhin  bedeute  m  die  Masse  des  Geschosses,  X,  Y,  Z  die 
Summen  der  Componenten  aller  auf  dasselbe  wirkenden  Kräfte  ausser 
der  Schwerkraft,  parallel  den  festen  Achsen  Ox,  Oy,  Oz]  Xx,  T1}ZX 
dieselben  parallel  den  beweglichen  Achsen  Sx19  Sy19  Szx  und,  bezogen 
auf  dieselben  beweglichen  Achsen;  L,  M,  N  die  Summen  der  Momente 
jener  Kräfte  und  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente.  Dabei  sind  die  posi- 
tiven Drehrichtungen  der  Momente  in  demselben  Sinne  verstanden  wie 
diejenigen  von 4),  q,  r.    Darnach  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 

des  Schwerpunkts: 

'     d*x       v 


(1) 


dt' 

mdii-  T 

d*s  „ 

m-jjj  =  Z—mg 


dt' 
und  diejenigen  der  Rotation  um  den  Schwerpunkt  nach  Euler: 


(2) 


A%  =  (B-C)qr  +  L 

i 

B%  =  (C-A)rp  +  M 
C%  =  {A-B)M  +  N; 
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dabei  ist 


(3) 


P 

9 
r 


sin  d  •  sin  9  •  -~-  -f-  cos  9  ^r 
sind  •  COS9  •  -~  —  sing) 


dt 


dt 


woraus  auch: 


(3a) 


dtp  -     dtft 


*    a.    dtp 

sin  d  •  -~  =  —  jp  sin  9  —  q  cos  9 


dd 
de 


=*  f>  cos  9  —  q  sin  9, 


Mit  den  Winkeln  9,  ^,  d  hängen  die  einzelnen  Cosinus  der  Winkel 
der  beweglichen  Achsen  gegen  die  festen  durch  die  Euler'schen  For- 
meln zusammen.     Sind  die  Cosinus  durch  das  Schema 


*i 

Vi 

h 

X 

«1 

\ 

Cl 

y 

<h 

h 

% 

e 

<h 

h 

<k 

(4) 


definirt,  so  lauten  die  Euler'schen  Formeln: 

ax  =  cos  d  •  sin  i>  •  sin  9  +  cos  ^  •  cos  9 

bx  =  cos  d  -  sin  ^  ■  cos  9  —  cos  ^  •  sin  9 

Cj  =  —  sin  d  •  sin  ^ 

Oj  ==  cos  d  •  cos  ^  •  sin  9  —  sin  tl>  •  cos  9 

ft2  =  cos  d  •  cos  #  •  cos  9  +  si&  q(;  •  sin  9 

e^  =  —  sind  •  cos^ 

«5  =  sind  •  sin 9 

i>3  =  sin  d  •  cos  9 

kCj  —  cos  d. 

Die  Form  der  jetzigen  Langgeschosse  ist  diejenige  eines  geraden 
Cylinders  mit  aufgesetzter,  etwas  abgerundeter  Spitze;  diese  letztere 
hat  eine  ogivale  oder  spitzbogenformige  Gestalt.  Demnach  sind  die 
Hauptträgheitsachsen  des  Geschosses  die  Längsachse  und  zwei  darauf 
und  auf  einander  senkrechte  Gerade.  Die  zwei  Trägheitsmomente  A 
und  B  sind  gleich.  Die  Langachse  des  Geschosses  möge  mit  der  80^ 
Achse  zusammenfallen  (Fig.  60  a). 

Die  Kräfte,  welche  auf  das  Geschoss  wirken,  sind  nun,  von  der 
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Reibung  der  Luft  zunächst  abgesehen,  erstens  die  Schwerkraft  und 
zweitens  der  normale  Luftwiderstand.  Die  Resultante  der  Schwerkraft 
geht  durch  den  Schwerpunkt  und  Coordinatenanfang  S,  also  kommt 
in  den  Gleichungen  (2)  der  Rotation  um  S  die  Kraft  der  Schwere 
nicht  vor.  Der  Luftwiderstand  wirkt  auf  jeden  Punkt  der  vorderen 
Flache  des  Geschosses,  parallel  der  Tangente  ST  an  die  Flugbahn; 
hierbei  ist  die  Grenze  zwischen  den  vom  Luftwiderstand  getroffenen 
und  den  nicht  getroffenen  Punkten  die  Berührungslinie  des  Geschosses 
mit  einem  Cylindermantel,  dessen  Mantellinien  parallel  der  Tangente 
ST  gezogen  sind  und  das  Geschoss  berühren.  Die  einzelnen  Wir- 
kungen vereinigen  sich  zu  einer  Resultante  R  parallel  ST,  welche  die 
Achse  in  einem  gewissen  Punkte  mit  der  Coordinate  zx  angreift.  Der 
Winkel  zwischen  der  Resultante  B  und  der  Geschossachse  oder  auch 
zwischen  der  Tangente  ST  und  der  Achse  Szt  sei  a.  Durch  beide  Geraden 
ST  und  Szx  sei  eine  Ebene  gelegt,  welche  die  Ebene  xxSyx  nach  SQ 
schneidet  (Fig.  60  b.).  Die  Resultante  lässt  sich  in  zwei  Componenten 
parallel  und  senkrecht  zur  Geschossachse  oder  nach  Szx  und  SQ  zer- 
legen] die  entere  ist  gleich  Zlf  die  zweite  heisse  Q.  Eben  diese  Com- 
ponenten Zx  und  Q  sind  es,  welche  im  6.  Abschnitt  berechnet  worden 
sind;  unter  anderem  für  ein  cylindrisches  Geschoss  mit  aufgesetztem 
halbem  Rotationsellipsoid.  Die  Form  eines  halben  Rotationsellipsoids 
entspricht  noch  am  meisten  den  Granat-Enden.  Man  erhält  einfachere 
Formeln  bei  der  Annahme  von  halbkugelförmigen  Enden  der  Geschosse. 
(Die  Formeln  für  das  halbe  Rotationsellipsoid  sind,  wie  wir  gesehen 
haben,  derartig  weitläufig,  dass  nicht  daran  zu  denken  ist,  sie  in  die 
vorliegende  Rechnung  einzuführen.)    Man  erhält: 


(5) 


(1  —  cos  «)  cos'a 
2 


Z*  =  l*Xdi)   (-^  +  -2-  +  i6cosasm*«- 

—  -r-(l  —  3  cos2«) (2  —  cos  a  —  cos8a) |  .  r**r. 
>Q  =  t*\Ji)   |"irrÄsin*a  +  ^r"  sin«(l  +  cosa)r 


Dabei  ist  ds  ein  Element  der  Flugbahn,  h  die  Höhe  des  cylindrischen 
Theils  des  Geschosses,  r  dessen  Radius  oder  das  halbe  Kaliber;  der 
Luftwiderstand  ist  von  Kummer  proportional  dem  Quadrat   der  Ge- 

-tA  und  einem  Coefficienten  p  an- 
genommen, von  dem  unten  noch  die  Rede  ist.  Diese  Annahme  ist 
hier  beibehalten,  da  die  Versuche  von  Krupp  1881  das  quadratische 
Gesetz  in  ziemlich  weitem  Umfang  bestätigt  haben.  Uebrigens  Hesse 
sich  die  Betrachtungsweise  auch  auf  andere  Gesetze  anwenden. 
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Bedeutet  ht  (Fig.  61)  den  Abstand  des  Geschossbodens  vom  Schwer- 
punkt S,  so  ist  die  oben  erwähnte  Beziehung  zwischen  der  ^-Coordinate 

des  Angriffspunkts  der  Resultante  und  dem  Winkel  a: 


(6) 


01  ~  3 


-hrn  +  h^^- 


-v 


g  rn+  2Ätgy 


Es  sind  nun  die  Componenten  X  YZ;  Xt  Y1 Z1  und 
die  Momente  LMN  zu  bilden.  Nennt  man  ß  den  Winkel 
zwischen  SQ  und  Sxu  so  ist 

Xl  =  Qcos  ß, 
Yx  =  Qamß 
Zx  =  Zl9 

ferner  folgt  aus  der  Bedeutung  von  LMN,  da  zugleich  der  Angriffs- 
punkt (^t/i^)  der  Resultante  auf  der  Geschossachse  Szx  liegt,  somit 
yt  =  0,  xx  =  0  ist: 


(7) 


L 
M 


xlZl 


VxZi 
X.Y, 


glYt 
0. 


=      e. 


Qsinß 
—  zl-  Qcosß 


Die  dritte  Gleichung  (2)  reducirt  sich  in  Folge  des  Werthes  von 
N  und  wegen  A  =  B  auf: 

»-• 

r  =  const  =  a 

d.  h.  die  Componente  der  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Geschoss- 
achse ist  constant;  sie  möge  mit  a  bezeichnet  werden. 

Die  Cosinus  der  Winkel  der  Tangente  ST  gegen  die  festen  Achsen 

sind  -j->  -p>  -T-;  diejenigen   der  Achse  Sxx  sind   cl17  a^,  a^   und   die 

der  Achse  Syx  :bit  bif  68;  aus  dem  durch  SxXf  ST,  SQ  gebildeten 
rechtwinkligen  Dreikant  und  dessen  Nebendreikant  erhalt  man  darnach 
die  Gleichungen 

sin«  .  cos/J  =  cos(ST  Sxx)  =  a,  ^  +  o*  ^  +  o,  ^ 


ds 


ds 


ds 


sina.sin/J^cosCSJÄyJ^ft^+^^+^l! 


oder 


ds 


ds 


ds 
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(8) 


cos/3  = 


dx  .        dy  ,        dz 


lds 


ds 


ds 


sin  a 


sin/3  = 


•i    dx  t    -    dy  .    .    dz 


ds 


ds 


ds 


sin  a 


Der  Winkel  a  ist  der  Unterschied  der  Richtungen  ST  und  5^u  mit 
den  Richtungscosinus  -j-,  -p,  j-  resp.  clf  %,  G,,   also  ist 


(9) 
Nun  ist 


oder 


(10) 


dx    .        c2v    ,        de 

coaa  =  ciTs+e>d8+c»Ts- 

r-^  +  ^ii  +  e^ 

X  =  c^-  Q  cos/J  -|-  6t  @  sin  JJ  -f-  c^ 
r=Oj-  0  cos/J  +  biQ8wß  +  ciZ1 
Z^OtQ  cos/J  +  6,0  sin/J  +  c^. 


Damit  sind  die  Componenten  und  Momente  berechnet  und  die 
Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  der  Translation  und  Ro- 
tation des  Geschosses  erhalten  die  Form 


(H) 


d*x 


»»  A-7i  =  —  (<h  ■  Q  «w/*  +  \Q  sin/J  +  c^Zy) 


dt 


m  dlJ  =  -  -  (at  •  Q  cos/J  +  &,<?  sin/J  +  Cj£,) 

d*z 
m  jjf  =  —  (03  •  ö  cos/S  +  b9Q  smß  +  c9Zl—mg) 


(12) 


de 


^  +  (C-.l)a3 


3  .      _  _    .       CK 


-*l 


Q 


A%-(C-A)op  — 


*  dx  .  i   dy   ,  -    dz 


sina 

li  äT 

—  rw  +  2Ätgy 


K 


dx 


dz 


sin  a 
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Hier  ist  in  (11)  die  Kraft  des  Luftwiderstands,  welche  der  Be- 
wegung des  Schwerpunkts  S  entgegenwirkt,  negativ  zu  nehmen;  die 
Werthe  von  Q  und  Zl  sind  in  (5),  die  von  a^a^b^b^c^c^  in  (4) 
angegeben. 

Die  gesammte  Aufgabe  ist,  die  Gleichungen  zu  integriren,  zunächst 
das  System  (12);  diese  geben  p  und  q  als  Functionen  von  9,  ^,4r;  mit 
Hilfe  von  (3)  sind  p  und  q  zwischen  9,  #,  3*  zu  eliminiren,  die  erhal- 
tenen Werthe  9,  ^,  &  werden  in  (11)  eingesetzt  und  dieses  System 
integrirt. 

Allein  zugleich  sieht  man,  dass  nicht  nur  in  den  Gleichungen  (11) 
in  Folge  der  Werthe  von  alf  blf  cl}  <% ...,  sin  ß,  cos  ß,  sin  a  die  Winkel 
9,  ^,  #  erscheinen,  also  die  Gleichungen  (11)  der  Translation 
von  denen  der  Rotation  (12)  abhängen,  sondern  auch  umgekehrt 

wegen  1—)    in  Q  und  wegen  -p,  -p,  j-  die  letzteren  Gleichungen 

(12)  der  Rotation  von  denen  der  Translation. 

2)  Die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  beiden  Bewegungen 
und  die  Gomplicirtheit  der  Formeln  lässt  von  vornherein  vermuthen, 
dass  es  nothwendig  sein  wird,  erstens  mehrere  kleine  Grossen,  welche 
gegenüber  von  andern  Grossen  von  geringerem  Einfluss  sind,  zu  ver- 
nachlässigen und  zweitens  eine  bestimmte  Methode  zu  suchen,  um  zu- 
nächst wenigstens  eines  der  beiden  Systeme  von  Gleichungen  unabhängig 
von  dem  andern  zu  integriren,  darauf  das  andere  System  mit  Hilfe 
der  erhaltenen  Werthe  zu  behandeln  und  endlich  damit  die  ersteren 
Lösungen  zu  corrigiren. 

Der  Gang  der  folgenden  Berechnung  ist  nun  der,  dass  zuerst 
die  Gleichungen  (11)  der  Translation  als  unabhängig  von  den  Werthen 

9,  i>,  &  angesehen  und  integrirt,  die  erhaltenen  Ausdrücke  von  37,-5-, 

-p,  -T-  in  (12)  eingesetzt  und  diese  integrirt  werden:  die  Elimination 

von  J9  und  q  zwischen  den  gefundenen  Integralen  und  den  Gleichungen  (3) 
ergibt  die  Winkel  9,  #,  #  als  Functionen  von  t  ausgedrückt.    Mit  Hilfe 

dieser  letzteren  werden  jetzt  nachträglich  die  Werthe  von  -rr,  -j|,  -j 

in  dem  System  (11)  ergänzt  und  vor  allem  die  Seitenabweichung  +  y 
als  Function  der  Zeit  berechnet  Hierzu  tritt  die  Annahme,  dass  die 
Winkel  9,  f7  &,  cc  sich  während  der  in  Betracht  gezogenen  Zeit  nicht 
allzu  sehr  von  ihren  Anfangswerthen  unterscheiden« 

Diese  Annahme  ist  gleichwertig  mit  der  Voraussetzung,  das  Ge- 
schütz- oder  Gewehrsystem  sei  derart,  dass  das  Geschoss  sich  im  Flug 
nicht  nach  hinten  überschlägt,  sondern  seine  Stabilität  in  der  Luft 
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beibehält  —  andernfalls  wäre  das  System  unbrauchbar  — ;  und  diese 
Annahme  über  die  Kleinheit  jener  Winkel  wird  auch  durch  die  Ver- 
suche von  Magnus  mit  Langgranaten  bestätigt,  welche  dieser  mit  sehr 
kleiner  Ladung,  also  kleiner  Anfangsgeschwindigkeit  abschiessen  Hess 
und  von  der  Seite  der  Flugbahn  aus  beobachtete:  die  Spitze  der  Gra- 
nate hob  sich  anfangs  etwas  (übereinstimmend  mit  den  Versuchen  am 
Bohnenberger'schen  Apparat),  und  beschrieb  dann  langsam  einen  Kegel 
gegen  die  Tangente  hin,  mit  kleiner  Oeffhung. 

Wir  setzen  «•  =  90°  +  ©  und  $  =  270°  +  W.  Es  sollen  näm- 
lich rechtsdrehende  Züge  vorausgesetzt  werden;  in  dem  gleichen  Sinne 
dreht  sich  das  Geschoss  um  die  5»^ -Achse  mit  der  constanten  Ge- 
schwindigkeit a;  folglich  hat  man  für  den  Schnitt  SL  der  Ebenen  xtyt 
und  xy  denjenigen  Theil  dieser  Geraden  zu  nehmen,  für  welchen  der 
Winkel  9  oder  L8xt  rechtsdrehend  wird,  d.  L  so,  dass  ein  Beobachter, 
welcher  in  der  8^ -Achse  steht,  mit  den  Füssen  in  S,  die  Ebene  xxyt 

entgegengesetzt  der  Richtung  des  Uhrenzeigers  unter  sich  weggehen 

/\ 
sieht.    Im  Anfange   der  Bewegung  fallt   die  Ebene   Sz  Sz±   mit  der 

Ebene  Sz Sx  zusammen,  ist  also  P=0;  ebenso  sei  <p  =  0  zu  dieser 
Zeit;  alles  zusammengefasst  hat  man 

#=    90°  +  e 
t  =  270°  +  V 

(13)  für   *  =  0):  \  ©  =  —  e 

9  =  0 

jf=o. 

Die  Quadrate  und  Producte  von  V7  ö,  -tt}  gr  werden  aus  obigem 

Grunde  Temachlässigt;  aus  (3)  folgt,  dass  dann  auch  p  und  q,  %  *J 

kleine  Grössen  derselben  Ordnung  sind.  Uebrigens  mögen  in  der 
Folge  der  Einfachheit  halber  die  ^C  ö  und  W  selbst  als  & 
und  1>  geschrieben  werden. 

Bildet  man  den  eingeführten  Annahmen  gemäss  die  früheren  Aus- 
drücke,- so  wird  zunächst  die  dritte  Gleichung  (3): 

dop 

(14)  «p  =  a<; 
und  desshalb  das  System  (4): 

Gram,  Ballistik.  16 
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Oj  =  #  sin  at  -f-  ♦  cos  at 
bt  =&  cos  a*  —  s)  sin  af 

Oj  =  cosaf 
(15)  6,  =  —  sin  a* 

(h  =  —  1> 
a,  =  sinai 
bz  =  cos  at 
{%=  —  *>. 

Feiner  werden  die  Gleichungen  (8): 


(16) 


CO8  0  = 


sin  0  = 


(d sm a t  +  ^ cos a<)  —  +  cos a t  -p  -(-  sin  at-p 


sm  a 


dx  dv  dz 

(&COB  at  —  tfr  sin  at)- sm  at  -^-  4- cos  at  — 

v  T  '  ds  ds    '  d* 


sin  a 


Dies  sind  einige  vorbereitende  Formeln  für  die  spatere  Integration 
des  Systems  (12).  Dem  aufgestellten  Gang  der  Berechnung  gemäss 
soll  jedoch  zunächst  das  System  (11)  der  Gleichungen  der  Transla- 
tion ohne  Rücksicht  auf  die  darin  enthaltenen,  von  <p,  qfr,  &  abhängigen 
Tenne  integrirt  werden:  In  Q  und  Zx  (vergL  5)  ist  der  Winkel  a  ent- 
halten; es  wird  cos«  gleich  -^  —  i> -~ —  ^'T\  ^aför  ist  also  vor- 
läufig zu  nehmen  cos  a  =  -j- ;  ausserdem  soll  (-pj  gegen  1  vernach- 
lässigt werden,  so  dass  ds  =  dx\  d.  L  wir  wenden  das  Didion-Siacci'sche 
Verfahren  an,  wonach  bei  steileren  Schüssen  die  Luftwiderstands- 
constante  p  noch  mit  dem  Mittelwerthfactor  ß  (Tabelle  Xill)  multi- 
plicirt  wird;  folglich  ist  zu  nehmen:  cos  a  =  l,  sin  a  =  0;  und  damit 
nach  (5): 

e= o,z. -„(£)•.£. 

Diese  Grösse  Zt  ist  darnach  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der 
Werth  der  Resultante  selbst;  und  die  rechten  Seiten  von  (11)  oder 
von  (1)  werden  gebildet,  indem  diese  Resultante  mit  ihren  Richtungs- 
cosinus -j-9  -p,  j-  multiplicirt  wird;  man  erhält  darnach  für  die  Com- 
ponenten  X  YZ  die  Werthe 


«•©■ 


2 


dx 
di' 


-©* 


r«* 


/d$\* 
P  \dt) 


2 


dz 


oder  jetzt 
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(dx\*    rf«  dx    dy    r*n  dx    dz    r*n 

dl)  -T'>    *1i~3i--r'>    *Tt'Tt^--m9 

und  zwar  der  Luftwiderstand  negativ  genommen;  also  lauten  die  Glei- 
chungen: 

'     d%x  (dx\*    r*n 

md?  =  —  PXdi)  'T 


(17) 


d*y  dx    dy    rf« 

mdii  =  —  Pdi  "Tt'T 

d*z  dx    dt    t%n 

*»!&  —  ^Tn — m* 


Später  werden  auf  der  rechten  Seite  noch  Glieder  hinzukommen, 

welche  von  #  und  ty  abhängen   und  deren  Einfluss  auf  -^,  -~,  j: 

berechnet  werden  wird,  nachdem  Ausdrücke  für  #  und  ^  in   t  be- 
kannt sind. 

Die  erste  Gleichung  (17)  gibt: 

d*x  (dx\* 

W *  '  \ dt)  ' 


wo  der  Kürze  halber 


*=<"' 


integrirt 


2ro  > 

±(dx\ 
_  dt\dt)  _ 

(£) 

=  6 1  +  const 


dx 

dt 


Die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Translation  sei  v0;  ihre  Richtung 
liegt  in  der  #*-Ebene;  der  Eleyationswinkel  sei  e;  also  ist 


dx  vö 


dt       l-\-v0et 
Damit  wird  die  zweite  Gleichung  (17): 

**y rt     q»       dy. 

dt*  ~       °l  +  vQetm  dt' 
integrirt 

log  (^f)  +  log  (1  +  v0<tf)  =  const  =  log  C 
und  da  für    *  =  0,    ^f  =  0,  ist   C=0,    also 

dt       v' 
Die  dritte  Gleichung  nimmt  die  Form  an: 


d*s v0        *l  —  n 

dt  ~       ö'  i  +  v0*t'  dt      9 


16' 


x-X-X, 
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Ein  erstes  Integral  sei 

dt 

wo  M  und  N  zwei  passend  zu  bestimmende  Functionen  von  t  sind; 
damit  wird  die  Gleichung 

M'N  +  MIT  +  t-P—*  '  M-  #  =  —  95 
der  Factor  von  M  gleich.  Null  gesetzt: 

^  l  +  vöct 
N'  -cv0 


N        l+v0ct 
log  N  +  log  (1  +  v06 1)  =  const  =  log  1 , 

wenn  die  willkürliche  Constante  auf  diejenige  von  j-.   geworfen   wird; 

N  = 


damit  ist 


l  +  *o**' 


M f#(l  +  5f0 

4M  "t  +  VO 

r|-Jf.2f_ ___+ const, 


für    t=0    ist    -tt  =f;0.c, 
also 


d*  *'\-   '      2  /    '   *•  t;0* 


wenn 

Diese  vorläufigen  Werthe 

dx  v0 


.dt        1  +  v0  c  t 

(18)   U    « 


sind  dem  wiederholt  angeführten  Entwicklungsgang  der  Rechnung  ge- 
mäss bei  der  Bildung  des  Systems  (12)  der  Rotation  zu  verwerthen. 
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Aus  (16)  wird: 


cosß  = 


/«.  •      ^  i    *  *\  dx  i  +  dy  ,  .  dz 

(&  sin  at  + *  cos  a*)  -r-  +  cos  at  -=£•  +  sin  a*  -=- 

1  ^  '  d*   '  d*   '  d* 


sina 


(0  sin  a^  +  ^  cos  at)  -tt  +  cos  at  -^  +  sin  at  -tt 


sina 


d* 
dt 


(0  sin  at  +  fff  cos  at)  •      ,  *  ^4  +  sin  at         ° 


l  +  t?0*t 


l+t>o** 


sma 


also 


(19) 


l  +  v0ct 


a       $  sin  at  +  fb  cos  at  +  sin  at-d 
COS  p  = — —  '   ; 

r  sinaj/T+d»  ' 

ebenso 

.     a        0co8  at — *  sin  at  +  cos  at-d 

sin  ß  = ^ , 

r  sinaVT+T*  ' 


hier  und  in  dem  Ausdruck  Q  kommt  Winkel  a  vor;  es  ist  cf.  obeu 
cos  a  = 


dx      w.  **      A dz 


ds 


ds 


dt       v  dt  dt 

ds 
dt 

v0  —  &v0d 


cos  a  = 


w  +  ***** 


i/r+Tf 

i/i r~      l/i      1  —  2**      i/^  +  sa-d 


sin 


nun  ist   *  —  c  +  y1  —  y1  (1  +  ^o* 0*  von  der  Ordnung  der  Grösse  e, 
&  ist  ebenfalls  ein  Bruch;  ferner  folgt  aus  (5),  dass  naherungsweise  ist 


damit  formen  wir  die  Gleichungen  (12)  um,  zunächst  wird  die  erste 
derselben 


dp 
dt 


r**/d8\* 


—  (Ä—  C)aq  =  (i^\jß)  •«• 


i-Är*+Ä«tg£ 
i-r*  +  2Ätg^- 


-K 


0  cos  at — fp  sin at  +  cos  at-  d 

« ■  yi  +  *» 
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oder,  da  sich  «  im  Nenner  und  Zahler  hebt,  \^j    gleich 

(1  +  r0a*)»  —  (1  +  ü0«t)»  V1  -t-  °  ;        (1  +  ^i 
ist  und 

,     a  sina      a 

^T        1  +  cosa        ¥> 


hat  man 


*P      fA       n\~~         ftgo>r>* 


(d  cos  af  —  ^  sin  at  +  cos  af  •  d) , 
(^0)    {analog  die  zweite  Gleichung 

A%+<A-0>«~tft%r[±——->1 

(#  sin  af  +  #  cos  at  +  sin  atf  •  d). 
Hier  drückt 

*l  =  3 *i 

-r-r«  +  2ha 

die  Beziehung  zwischen  der  ^-Coordinate  des  Angriffspunkts  der  Re- 
sultante und  dem  Winkel  zwischen  Geschossachse  und  Tangente  aus. 
Wie  pag.  158  angefahrt,  ist  für  Winkel  a  bis  zu  ca.  20°  der  Werth 
von  gx  sehr  genau  übereinstimmend  mit  dem  Werth,  den  man  erhält, 
wenn  man  im  Nenner  und  Zähler  des  Ausdrucks  die  zweiten  Glieder 
nicht  hinzunimmt,  so  dass 

—Ar« 


3 


darnach  sind 


(21) 


WO 


■jj  —  Qaq  =       f  •  (fr  cos  at  —  f  sin  at  +  cos  at  •  d) 
—  +  (pap  =  —  /  •  (#  sin  at  +  $  cos  at  +  sin  at  •  d), 


*  ui     »      '~    2A(l+vöct)* 

die  zu  integrirenden  Gleichungen  der  Rotationsbewegung.   Zu 
diesen  kommen  die  schon  angeführten  Gleichungen  (3  a)  oder  jetzt 
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I-~  =  — p  sin  at  —  q  cos  at 
—  =  -(-  p  cos  at  —  qsinat. 

Aus  (21)  und  (22)  ist  p  und  q  zu  eliminiren  und  #  und  i>  als 
Function  der  Zeit  zu  bestimmen.  Leichter  geschieht  die  Integration 
der  Gleichungen  in  (21)  und  (22)  gemeinschaftlich  nach  bekannten 
Methoden. 

Folgende  Ausdrücke  mögen  Integrale  für  p}  q,  ©•,  ^  vorstellen, 
darin  P,  @,  ö,  ¥, pu  qu&l9  ti  willkürliche  Functionen,  die  noch  naber 
zu  bestimmen  sind: 


(23){«= 


©•  =  0  cos  at  +  3*  sin  a*  +  *i 
^r  =  3*  cos  a£  —  0  sin  atf  +  ^ , 


[2>  =  P  cos  at  +  ^  sinal  -f*  A 
Q  cos  a^  —  P  sin  at  +  ft 

ähnlich  wie  in  den  Gleichungen  z.  B.  der  Optik  setzt  man  diese  vor- 
läufig angenommenen  Ausdrücke  ein,  vergleicht  die  Coefficienten  von 
cos  at,  sin  at . . .  der  Null  und  erhält  damit  eine  Reihe  von  neuen 
Bestimmungsgleichungen  für  die  Grossen  P,  Q . . . .  Setzt  man  ein, 
so  heben  sich  die  Quadrate  und  Producte  der  sin.  und  cos.  weg;  ferner 
werden  die  Coefficienten  des  cos.  in  21  (a)  und  des  sin.  in  21  (b),  sowie 
die  des  sin.  in  21  (a)  und  des  cos.  in  21  (b),  analog  in  (22)  mit  einander 
identisch,  und  man  erhält  folgende  8  Bestimmungsgleichungen,  welche 
der  Reihe  nach  aus  dem  Nullsetzen  der  Coefficienten  1)  des  cos.  in  21  (a) 
oder  des  sin.  in  21  (b),  2)  des  cos.  in  21  (b)  oder  des  sin.  in  21  (a), 
3)  des  cos.  in  22  (a)  oder  des  sin.  in  22  (b),  4)  des  cos.  in  22  (b)  oder 
des  sin.  in  22  (a),  und  5)  bis  8)  aus  dem  Nullsetzen  der  von  trigono- 
metrischen Functionen  freien  Glieder  aller  4  Gleichungen  folgen: 

i)  ^  +  «-«-pe«=/"-(*.+*) 

2)  *g-p:a  +  9Pa f.^t 

«>"-•••       — «i 

7)ir  « 


In  da  4  o«Un  Oeielumgen  *  «so.  **,  ** ,  £,  *f  in  Folge 

des Wertlies  tod  a(«.n.iB.  =  744)  klein  gegen  Qa,  Pa,  Sa,  ¥a, 
also  hat  man 


(24) 


•  :»-♦) 


_A 


womit  die  4  letzten  Gleichungen  werden: 


(25) 


f  % 

a(l  — •) 


Diese  4  Bestimmung»-  und  Hi 


(25)  sind  wiederum 
Differentialgleichungen  1.  Ordnung,  mit  den  Unbekannten  pl7  qlf  tif  &v 
Denkt  man  sich  für  einen  Augenblick  in  der  dritten  d  weggelassen, 
so  haben  die  2  letzten  dieselbe  Form  wie  die  2  ersten.  Die  2  ersten 
liefern: 

P\dPi  4*  ?i^?i  =  0,    also  pS  +  gj*  =  const 


oder 


fc^-^lH  (<"*  +  £)(*' +  *.*>. 


integrirt 


=  *«  +  T' 


"*-}-^  +  '&i^-«+-« 


oder,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 
so  ist 


2A(l  +  v0ct)a  ' 


arc  ür .  &  _ 


5 


wobei 
gesetzt 


& 
% 


—    ± 


m(*± 


«fi 


"geben 


cos  s 
wird. 


0.  sin  («,  +  S) «in  *t  •  C+  cos  *,  •  D 

ö/        cos  (»j  +  5)        cos  *,  •  C — sin  nx  •  B } 

8   gleich  zwei  andern  eigentlichen  Constanten 
deren  Bestimmung  sich  unten  aus  dem  Anfangszustand 
eiad  die  Ausdrücke  von  p1  und  qx : 
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(26) 


px  =  C  sin  itt  +  D  cos  %x 

qt  =  C  cositt  —  D  sin  %x ;  und  nach  der  angefahrten  Analogie 

©i  =  -4  sin  o,  +  B  cos  3Tj 

fx  =  A  cos  3T2  —  J?  sin  ä2 


ebenfalls  Integrale  für  ©^  und  ^1;  wobei  jedoch  Af  B  und  jr8  zunächst 
noch  unbekannte  Functionen  sind,  welche  durch  Einsetzung  der  Aus- 
drücke von  ©i  und  ti  in  (25)  sich  ergeben  werden;  man  erhält: 

dA  dB  A    .         du*        -r>  dir« 

ntcoait*--dtBmit*  —  Äsm**-dt—  B  <*>***-£ 

— f-  (4 sin«,  -f-Bcos«,  -f-') 
=  a(l-p) 

d-4.  .    dB  .      -  die*        -rv    .         dar, 

•5T  8m  *»  +  dT  C08  *»  +  ^  COi  "»  ~dt  —  B  "*  *»  "^ 

-f-  /*•  (-4  cos  *,  —  B  sin  «,) 

a(l-9) 

Diese  Gleichungen  werden  befriedigt,  wenn  man  erstens  setzt: 

dA  dB  —f8 

-TT  COS  JTo  .  "TT-  •  sin  iu  =  -r~ — : 

dt  *        dt  ^       a(l  —  9) 

dJL  i    dB  ,-v 

^-sin«,  +  ^-  •  cos *,  —  0 

und  zweitens  sr8  derartig  bestimmt,  dass  -r±  und  (/_  »,  als  beider- 
seitige Factoren  von  J.  sin  ar2  resp.  A  cos  ar8 ,  sich  aufheben,  d.  h.  so,  dass 

d*%^       f 

dt  o(l  —  9) 

<^  *   —   f    fdt      —   C  n*r**<fi-K)'dt 

Die  Constante  muss  dabei  so  bestimmt  werden,  dass  für  t  =  0  auch 
%t  =  0  wird,  damit  es  (cf.  26)  möglich  ist,  i>x  für  £  =  0  und  damit 
(cf.  23)  tff  für  £  =  0  zu  Null  werden  zu  lassen,  ohne  dass  #  und  ©• 
stets  =0  sind.   Andererseits  liefern  die  beiden  Bestimmungsgleichungen 

für   -jT-  und  -jj-  mit  der  Abkürzung  o1  =  a-(l  —  9): 

dJ. — /'•d-co8«1#  dB        /*•<*•  sin», 

dT —  5j  '  W  öj         » 

integrirt 

(28)  A-^-ftl^,     B-lK+ft±!ES9 

Aly  Bx  zwei  eigentliche  Constanten,  die  unten  bestimmt  werden 
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Mittelst  der  Werthe  n%  (27),  A  und  P  (28)  sind  diejenigen  von 
p1}  ql9  ©i,  ^  (26),  damit  die  Ausdrücke  P,  <},  0,  3*  (24)  und  in  Folge 
dessen  die  gesuchten  Grossen  der  Rotationsbewegung  p9  q,  ©,  ^  als 
Functionen  der  Zeit  bestimmt;  es  wird 

Q  =  —  (Ä  sin  «,  +  P  cos  «,  +  d) 
P  =  —  (Ä  cos  tf2  —  P  sin  *,) 


e 


C  cos  «!  —  D  gin  »j 

a 


n» C  ein  *j  +  D  cos  *j  # 


damit 


2>  =  C sin«!  +  D  cos ^  +      {(-^  cos  *i  —  -^  ^  ^2)  cos  a* 

+  (Ä  sin«,  +  P  cos 7t%  +  d) sin atfj 

q  =  Ccosä!  —  Dsin^  +  —  {(-4  sinjTj  +  PcosÄj  +  d)  cosa* 

—  (4  cos«,  —  Psin*,)  sina*) 


oder 


(29) 


p  =  C  sin  äx  +  X>  cos  äj  + 

+  (Bl+f-9   ™«'d')  sin  («<-,,)} 

n  T\    •  ,/*•£•  COBat 

j  =  (7  cos  *!  —  X>  sin  nx  +  ' 

+  (A-/^-^)  cos  («<-*,)) 


ferner 


/  Ä        (7  cos  »t  —  D  sin  jt,               .    ,    <7  sin  »,  4-  D  cos  ««       .       . 
©  «= * l  •  cos  at  H L-J L  •  sin  at 

+  -4  sin  «,  -f*  -B  cos  «, 

C  sin  »,  +  D  cob  «,               .        C  cos  «,  —  D  sin  w,  . 

tb  — *— J H  .  cos  a$ 3 i  .  Bin  aj 

^  a  a 

+  -4  cos  «2+  Paul«, 


oder 


(30) 


+ 
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Ä        C  cos  (at  —  jr1)  +  I>8in(at  —  nj 

» - 

.    1 1         ff -9  cos x.dt\   . 
+  (Äi-J  «,  H* 

+  \Bl+J  — ZT-)00*** 

C  sin  (at  —  nx)  +  D  cos  (at  — r  «j) 

a 

Die  Constanten  A1}Blf  C,  D  werden  durch  den  Anfangszustand 
bestimmt;  im  Anfang  der  Bewegung,  beim  Austritt  der  Granate  aus 
dem  Rohr,  hat  dieselbe  eine  gewisse  Geschwindigkeit  der  Translation  v0 
und  der  Rotation;  die  Anfangsrichtung  der  Tangente  liegt  in  der 
££-Ebene,  und  da  bei  den  jetzigen  Hinterladern  der  Mantel  des  Ge- 
schosses stark  in  die  Züge  hineingepresst  wird,  so  ist  dadurch  eine 
sichere  Führung  im  Rohr  gegeben  und  sind  seitliche  Verschiebungen 
des  Geschosses  oder  Rotationen  um  andere  Achsen  als  die  Seelenachse 
fast  ausgeschlossen ,  also  ist  für  1  =  0:  #  =  0 ;  9  =  0;  t/>  =  0 ; 
©•  =  —  c;   d  =  e\  *i  =  0,  ar8  =  0.     Zusammengefasst: 

ftr  *  =  0:  p  =  09  2  =  0,  ^  =  0,  «•  =  —  c,  ^  =  0,  *a  =  0;  tf  =  e 

aus  (29)  und  (30)  wird: 


0  =  2)  + 


f  A 


o  =  c+  —  +  f-^ 


c 


"— 7  +  * 

o-f  +  4, 


daraus 


(31) 


also 


also 


Mi-a-9=o 

C»  /j_ L)  _i_  /*  =  £ 


^,  =  0 
D  =  0 

^  =  —  6 

O  =0 


236  Siebenter  Abschnitt. 

f.  8.  cos  at    .     f   |   ,     /y .  d .  cob  fCm  dt       .    ,    .       _\ 

«-— ^ —  +  £l+J- — ST" "—  •  m(a'  -  *») 

Pf.d.coBn^dt       .  .    /  ,     rf.&.BmnA 

9  -  -J1 ^~  ■  8mÄ«  +  \~  e  +J         o,         )  COS** 

ff  .8  .cos  itt  dt  l  ,     /Y.d.sin*1<Jt\    • 

*  =  — J — sj-^ —  C0SÄ»  —  v    e  +J — o,       / flmÄ»> 

oder  kürzer: 

p  =  —  { d  •  sin  a£  —  (c  —  Ji)  sin  (at  —  «,)  —  J"cos  (at  —  jr8)  J 

q=  —  [d-  cosatf —  (e  —  Jx)  cos(a£ —  ä,)  -{- J sin  (at  —  «,)} 

0*  =  —  {J*sin  jr2  +  (e  —  c7i)  cosar,} 
tl>  =  —  { c7*cos  «2  —  (e  —  Jt)  sin  jr2 } ; 


(32) 


(33) 
wobei 

cos  «t  dt 


_         f*f  •  8  -  sin  nt  dt 

Die  nähere  Betrachtung  von  j>  und  $  würde  die  periodi- 
schen Bewegungen  der  augenblicklichen  Drehachse  ergeben 
und  zeigen,  dass  diese  Momentandrehachse  im  Innern  des  Geschosses 
sehr  schnelle  Schwankungen  ausführt  (wegen  des  Glieds  at  von  sehr 
kurzer  Periode).  Hier  handelt  es  sich  aber  hauptsächlich  um  die 
Bewegungen  der  Geschossachse,  also  um  &  und  i\>.  Deren  Integrale 
JJX  sind  näherungsweise  zu  ermitteln  und  dann  mit  Hilfe  von  ©•  und 

i;  die  Werthe  von  -tt  -^  -jr  zu  vervollständigen  und  die  Abweichung 

y  zu  berechnen.    Nachdem  dies  geleistet,  soll  die  wirklich  stattfindende 
Rotationsbewegung  der  Geschossachse  untersucht  werden. 

3)  Die  Integrale  J  und  Jx  erhält  man  folgendermaßen: 
es  ist: 

j  _  f*f  .9  .  cos  nt  dt  m      *  _  iLv9*r*it(h  —  ftj  (iv0*r*n(h  —  ^)t 

c/— t/  Oj  5     /—    24(1  +  ^)15   ^2—     2Ca(l  +  t>0**)   ' 

da    1  —  9  =  1 j—  =  -j-  ist;  ferner  d  — ■  e  +  y1  —  y*(l  +  0O* 0*> 
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oder  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

—         Ca 
^—v.mih-h.y 


so  wird,  da 


^-r —  =  6    ist,     ««  = 


v0at 


also 
aber 


T  /    d  .  COS  «f  .  Vö  C  j. 


&1t%  


%* 


9i(l+^o^     °der     vo*  •  dt  =  Qii1  +  W*)*  '  d**> 
also 

J  =  Jg.  COS  3T2  -Ä3r2  =|    (^  +  y1  —  yX(l  +  t>o<*0*)  C0S  ^2  '  ^Ä2 

JT1  =  jd '  sinn%-dn3=  j(e  +  y1  —  y*(l  +  t>0tf£)*)  sin«g  •  cfaJ  ; 

integrirt 

J"  =  (e  +  y1)  sin  *,  —  y1  j(l  +  v0  <*  J)8  cos  it2  dn%\ 

dabei  ist  von  n%  =  0,  entsprechend  *  =  0,  an  zu  integriren,  damit 
(s.  o.)  im  Anfang  der  Bewegung  #  =  —  6,  ^  =  0  sein  kann.  Durch 
wiederholte  partielle  Integration  wird 

/(14-f70^)Äcosd«j|=  (l  +  t^tf^sin*, —  /2(1  +  t;0tf<)t;0tf  •  dt-  sin«, 

=  (1  +  v0 öt)*  sin«,  —/2q1  (1  +t;0<rt)8  sin  ar8  •  d«, 
—  (1  +  vo  6  08  B>n  Ä8  —  2^(1  +  t;0tf  ff  (1  —  cos  Äj) 

— /  2  •  3  •  qx  (1  +  0O<*  t)*  v06  dt  •  cos  «a 

=  (1  +  0O  *  02  ^  n%  —  %Qx  (X  +  vo  *  08(1  —  C08  n%) 

— /2  •  3  •  ^(1  +  v0<**)4  cos  3r8djr2 

=  (1  +  v0ö  t)2  sin  ä,  —  2qx  (1  +  ^o**)8  ^  —  cosäj) 

—  2 •  3  •  ft2 (1  +  v0 6t)A  sin  jr2  -\ 

u.  s.  f. 

=  (1  —  2 •  3fcf  (1  +  v0öty  -\ ) (1  +  v06t)s  sin«, 

—  (2  — 2.3.4.?18(l+t;0^/+...) 
.Pl.(l  +  Vrt)8(l  — cos«,); 

analog  Ji;  mit  Weglassung  der  kleinen  Brüche  Qj2,  qx*  etc.  wird  somit 

Ji  —  (« +  y1)  *****  —  y*(i  +  vO"  8inÄ8  +  Zw1 

(34)  (l  +  ^O'Cl-cos«,) 

;         'j1=(c  +  y1)(l  -cos*,)  — y^l  +  tyf^l  — cos*,) 

—  ^ftJ^Cl  +  v0ötysian%. 
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(35) 


Diese  Ausdrücke  in  #  und  tp  (33)  eingeführt,  erhalt  man  letztere 
in  Function  der  Zeit: 

—  *  =  { (*  +  y1)  sinÄj  —  yK1  +  %**)*  sin  *,  +  29l  y\l  +  v06t)*. 

(1  —  COS»,)}  •  8Ü1Ä2 

+  [e  -  (e  +  y1)^  —  cos«,)  +  /(l  +  v06t)*(l  —  cos*,) 

+  VfiV^Q-  +  vod08  sin*,}  •  cos «j 

—  4>  =  { (6  +  y1)  sin *,  —  y1  (1  +  t?0<**)Ä  sin«,  +  2p1y1  (1  +  f>0dtf)* 

(1  —  COS*,)}  COS*, 

—  {e-(e  +  yl) (1  -  cos*,)  +  y*(l  +  t>o*0'(l  -  cos*,) 

+  2(*iyx(l  +  v0df)8sin*,}sin*, 

oder 

(fr  =  _  e  +  /{(l  +  f>0d*)*  -  1 }  (1  -  cos*,)  —  2^/. 

(1  +  v0dJ)8sin*, 

rll(l  +  «b^0,-l)      •      sin*, +  2^. 

(1  +  v0tftf)8(l  —  cos«,). 

Dies  sind  die  definitiven  Ausdrücke  für  die  beiden  Winkel 
&  und  4>,  welche  zusammen  mit  q>  =  at  die  Stellung  der  Ge- 
schossachse in  jedem  Augenblick  erkennen  lassen.  Für  t=0 
ist  #•  =  —  e}  f  =  0f  wie  der  Fall  sein  musste.  Mittelst  der  er- 
haltenen Ausdrücke  sind  die  Gleichungen  (17)  oder  (11)  der  Trans- 
lationsbewegung zu  er  ganzen;  nämlich 

mcPx  =  —  (a1Qcosß-\-b1Qsmß  +  c^) 

w~?  =  —  (o,0  cos/J  +  b2Q  sin/}  +  c,ZJ 

*!?  =  —  («80  cos/J  +  &8Q  sin/J  +  <^Z,)  —  mg; 

* 

in  Q  und  Zx  (vgl.  (5))  ist  cosa  und  sina  enthalten.    Nach  (19)  und 
flgd.  ist:  cos  a  =  ■  also  sina  =  y  1 «    .   »,  =      «       «a     • 

^  yT+ä» »  V  l  +  a*  i  +  a1 

Unter  den  eingeführten  Beschränkungen   ist  fr .  fl   und  d*  gegenüber 
der  Einheit  zu  vernachlässigen,  als  Product  und  Quadrat  von  kleinen 

Brüchen,  also  ist  cosa  =  1,  sina  =  yd*  +  2frd  =  a.    Damit  wird 

*-?•.•©■.    «—(t  «"+$*©" 

und  nach  (19)  und  (15)  — : 
(Qdi  cos/J  +  bx  sin/J)  —  (y  Ar  «  +  ^-)  - 
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{(#  sinat  +  ^  cos  at)  -~  +  cosatf-p  +  sinaJ ^-\ 

•  (#  sinal  +  ij>  cos  at) 

+  {(ftcosal  —  ^sinatf) -p  —  sin«#-~  -f-  cosat-ß\ 

•  (#  cos  at  —  ^  sin  at) 
analog 

(Qoi  cos/J  +  fca  sin/J)  =  (jira  +  jj. 

I  (#  sin  at  +  ^  cos  atf)  —  +  cos  al  -~  +  sin  at  j-  J  cos af 

+  |  («fr  cos  at  —  ^  sin  at)  -p  —  sin  af  -p  +  cos  at  j-  J  sin  at; 

^(03  cos/3  -f-  &8sin/I)  =  demselben  Ausdruck,  nur  die  Multiplicatoren 
der  grösseren  Klammern  cosa£  und  sinat  durch  sinaf  und  cosal 
ersetzt. 

Durch  Beduction  und  Vernachlässigung  von  fr*,  ^2,  &$>  wie  bis- 

<?K  cos/J  +  bt  sin/J)  -  (i-  Ar«  +  £) .  (*g  +  *  g) 

ö(a,co8/J  +  fc8sm/J)-=(i-Är«+^).(*  +  g); 
ferner  wird 

also  werden  die  zu  ergänzenden  Bewegungsgleichungen  der  Translation 
ml?=-'löi^T  +  ^)>  wo  ^  -  (t  hra  +  tO 


(36) 


Die   Vergleichung   mit    (17)    zeigt,    dass    eben    diese   Glieder 
i^,  JJj,  üj    es   sind,   welche   oben    unberücksichtigt   gelassen 

wurden.     Die   Werthe,  welche  zu   -■£,  -£,  -£  in  (18)  hinzutreten, 

wenn  man  die  von  fr,  ^,  <p  abhängigen  Tenne  2^,  JJj,  iJj  berücksich- 
tigt, seien  £,17,  g;  also: 


(38) 
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v"'  dt        l  +  v0<rt^*>       dt        ^      dt        l  +  Vtöt^**' 

Damit  sind  die  Gleichungen  (36)  von  Neuem  zu  bilden  und  durch 
Integration  £  17  £  zu  bestimmen.  Da  letztere  von  tf>  und  #  abhängig 
und  jedenfalls  klein  sind,  so  können  die  Quadrate  und  Producte  von 
|  r\  g  ausser  Acht  gelassen  werden.    Man  erhalt  durch  Einsetzen:  ' 

'—      V*       j_  *1  _l  Ol (      V        -l     2%S  \ rlüitfi.  kr„ 

+  £)  (jptfb  +  ttÜt.)  ■  (* + •  fcftja  +  d)  -  ° 

*3L    I    **  (4  Arg  I  r'*l       v"n       I    ***(        *         -I-       2*     ^ 
dt~m\3"ra~   2/l  +  f,«tT   m  \(1  -f  v9at)*   *    1  +«,«*/ 

•-j-  Ära  •  ^  =  0 

1      2  /    '     m    \(l  +  0o<fQ,    '     l+*\>tf"     s 

Im  vorliegenden  Fall  handelt  es  sich  hauptsächlich  um  die  Seiten- 
abweichung yy  also  um  die  2.  Gleichung.    Hier  überwiegt  das  Glied 

tt-t^9 — ^i  sehr  über  t-j— - — .9  letzteres  sei  ihm  gegenüber  vernachläs- 

sigt.     Eine  Lösung  der  übrig  bleibenden  Differentialgleichung  mit  den 

Variablen  1?  und  t  sei 

n  =  U-  W, 

ein  Product  zweier  passend  zu  bestimmender  Functionen.  Setzt  man 
ein  und  bestimmt  W  so,  dass  der  Factor  von  U  verschwindet,  so 
hat  man 

Die  folgende  Integration  würde  auf  grosse  Schwierigkeiten  stossen, 
wollte  man   sich   an  dieser  Stelle  nicht   gestatten,   den  Einfluss   des 

Glieds  y  hra  gegenüber  von  -r-   zu  vernachlässigen ,   da   a  von   der 

Grössenordnung  des  Schuss winkeis  ist.     Die  Integration  gibt: 

W+^T+^Tt^0    oder'da    W-« 

log  W  +  log  (1  +  v06t)  =  const  =  log  1 
W—  — - — t 
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damit  wird  der  übrige  Theil  der  Gleichung 

TV   W—       4ftVftr  "^ 

u  •  rr  —  8m      '(1  +  «0<fQ» 


also 


St»        1  -\-  v0at 


somit  ist 

die  gesuchte  Formel  für  die  Seitenabweichung.  Die  Grossen 
unter  dem  Integral  sind,  wenigstens  während  des  grösseren  Theüs  der 
Flugzeit,  positive  Grossen;  also  deutet  das  negative  Zeichen  an,  dass 
die  Abweichung  nach  der  rechten  Seite  stattfindet. 

Aehnliche  Formeln  konnte  man  aus  der  1.  und  3.  Gleichung  (38) 
ziehen  (welche  übrigens  von  einander  abhängen).  Die  erste  dieser 
Gleichungen  würde  uns  die  Verkürzung  oder  Verlängerung  der 
Schussweite  in  Folge  der  konischen  Pendelung  liefern;  die  dritte 
die  Hebung  resp.  Senkung  des  Geschosses  innerhalb  der  Flug- 
bahnverticalebene,  wovon  schon  in  §  27  A  die  Bede  war.  Im  vor- 
liegenden Fall  interessirt  uns  vorzugsweise  die  Seitenabweichung  y 
senkrecht  zur  Flugbahnebene. 

4)  Der  Ausdruck  (39)  mit  dem  Doppelintegral,  worin  die  wenig 
einfachen  Functionen  a  und  tf>  von  t9  die  oben  berechnet  wurden,  ein- 
zusetzen sind,  zeigt  sofort,  dass  es  unmöglich  ist,  das  Integral 
für  die  Seitenabweichung  y  in  endlicher  Form  zu  berechnen. 
Es  Hesse  sich  daran  denken,  Reihenentwicklungen  zu  versuchen,  allein 
es  werden  auch  diese  wenig  einfach. 

Da  andererseits  von  Magnus  de  Sparre,  Mayevski,  Haupt, 
Ingals,  Greenhill,  von  Wuich,  Ökinghaus  u.  A.  Näherungsfor- 
meln (mit  Tabellen  verbunden)  aufgestellt  sind,  welche  für  die  Zwecke 
der  Artillerie  vorläufig  ausreichen,  so  begnügen  wir  uns  mit  der  obigen 
Zurückführung  auf  mechanische  Quadratur  und  ziehen  hier  aus  dem 
Resultat  nur  erstens  den  Schluss,  dass  auf  diese  Weise  bei  Rechts- 
drall in  der  That  im  Wesentlichen  Rechtsabweichungen  entstehen 

Crans,  Ballistik.  IG 
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müssen  und  ermitteln  zweitens,   von  welchen  Factoren  diese  Ab- 
weichungen abhängen. 

Zu  diesem  Zweck  führen  wir  das  Problem  mit  ganz  erheblichen 
Vernachlässigungen  weiter  durch;  in  der  folgenden  Weise:  der  Werth 

von  u   in   der   obigen  Formel  ist  Y(ß*  -f-  2  #  8) :  (1  -f-  **)    ™d   der- 
jenige  von  ^  und  #  ist  in  (35)  angegeben.    Es  ist  cos«  =  t; 

^.d  ist  ein  Froduct  zweier  kleinen  Brüche,   dessen  Einfluss  gegen- 
über der  Einheit  gering  ist;  also  ist 


cos  a  =    ,  ;       sin 


in.-l/l *—  = 


yi  +  a* '  "        i  +  a»     yi  +  a» 

In  ^  mögen  die  periodischen  Terme  ausser  Berechnung  blei- 
ben. 8  ist  gleich  e  +  y1  —  y1 .  (1  +  votf0*5  V1  xm^  vo6  8^  kleine 
Brüche;  also  hebt  sich  yl  und  y1  (1  +  t?0tf(*)  nahezu  auf  und  d  ist 
von  der  Grosse  des  Schusswinkels  ey  dessen  Quadrat  gegenüber  der 
Einheit  klein  ist.     Darnach  hat  man  näherungsweise 

dy 4ß0o*Ar         Cd    tp  •  dt 

di~       Sm(l  +v0at)  J    1  +  v0at 

— jJ^T^fi-WV  +  ww-dt', 

integrirt,  mit  Bücksicht  darauf,  dass  für 
wird 

% — »SflX  ■  H  fl + Mff  - 1 ) 

und  da  für  tf  =  0,  y  =  0,  erhält  man 

Wie  bemerkt,  soll  mit  dieser  Beziehung  nicht  eine  verbesserte 
Formel  für  Berechnung  der  Geschossabweichungen  gegeben  werden; 
vielmehr  soll  sie  uns  für  Anderes  dienen: 

Es  ist  hier  p  eine  Constante,  welche  die  Luftdichte  enthält,  h  die 
Höhe  des  cylindrischen  Theils  des  Geschosses,  2r  das  Kaliber,  ferner 

C .  a  g  (i     r%n 


d* 
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a  =  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit   der   Rotation  des  Geschosses 

um  die  Längsachse;   m  =  Geschossmasse  =  — ;    e  =  Abgangs winkel; 

C=  Trägheitsmoment   um   die   Längsachse;    h  —  /^  =  Abstand   des 
Schwerpunkts  vom  vorderen  Ende  des  cylindrischen  Theils. 

Hierbei  findet  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  der  Rotation 
um  die  Längsachse  durch  folgende  Ueberlegung:  Wenn  man  sich 
(Fig.  62)  das  Curvenstück  eines  Zugs,  welches  einem  ganzen  Umlauf 
der  Züge  im  Rohr  entspricht,  sammt  dem  zugehörigen  Cylindermantel 
in  eine  Ebene  abgewickelt  denkt,  so  erhält  man  ein 
rechtwinkliges  Dreieck;  die  Hypotenuse  ist  die  Ab- 
wicklung jenes  Curvenstücks  und  zwar  ist  diese  bei 
sogen,  gleichförmigen  Zügen,  wie  sie  in  Deutschland 
allein  in  Verwendung  sind,  eine  Gerade;  die  eine  Ka- 
thete ist  die  zugehörige  Länge  einer  Mantellinie  des 
Rohrcylinders,  welche  der  Höhe  des  Schraubengangs 
gleich  ist,  also  die  Dralllänge  D;  die  andere  Ka- 
thete ist  die  Abwicklung  2rit  der  Peripherie  eines 
zur  Geschützachse  senkrechten  Schnittkreises.  In 
diesem  rechtwinkligen  Dreieck  verhalten  sich  die 
beiden  Katheten  D  und  2nr  wie  die  Geschwindig- 
keiten, mit  welchen  sie  einzeln  von  einem  Funkt 
der  Mantelfläche  des  Geschosses  zurückgelegt  werden;  die  erstere  Ka- 
thete wird  es  mit  der  Translationsgeschwindigkeit  vQ,  die  letztere  mit 
der  Geschwindigkeit  ra,  da  a  selbst  die  Winkelgeschwindigkeit   der 

Rotation  vorstellt;    also  ist    2rn:D  =  ra:v0    oder    a  =  — jp;   oder 

auch,  wenn  J  der  Drallwinkel,  der  Winkel  zwischen  Seelenachse  und 

Richtung  der  Züge  ist,  für  welchen   man  hat  tgz/  =  -g-,  so  kann 
man  schreiben 


Fig.  62. 


(41) 


a  = 


2n-v0  tytgzf 

D      ~       r 


Setzt  man  die  oben  erwähnten  Ausdrücke  in  (40).  ein,  so  zeigt 
sich,  dass  die  Seitenabweichung  y,  abgesehen  von  der  Constanten 

16    8 

- — ~ — |,  proportional  ist  dem  Bruch: 
(42) 


h-C-  a-  P-e 


Die  Geschossabweichung  wächst  also  mit  der  Geschosslänge  Ä,  dem 
Abgangswinkel  e,  dem  Geschossgewicht  P,  dem  Trägheitsmoment  C 
um  die  Längsachse,  und  der  Winkelgeschwindigkeit  a   der  Rotation 

16* 
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direct,  und  nimmt  ab  proportional  dem  Abstand  h  —  ht  zwischen 
Schwerpunkt  und  Angriffspunkt  der  Luftwiderstandsresultanten,  ferner 
proportional  der  dritten  Potenz  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  und 
der  fünften  Potenz  des  Geschossradius  r. 

Dieses  Resultat,  dass  die  Seitenabweichung  z.  B.  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit a  wächst,  lässt  sich  sofort  verstehen,  wenn  man  die 
Periode  T  einer  konischen  Pendelung  berechnet;  nach  (27)  nehmen  qf> 
und  &  dieselben  Werthe  oder  nimmt  die  Geschossachse  bezüglich  der 
Flugbahnebene  dieselbe  Lage  wieder  an,  so  oft  der  sinus  und  cosinus 
darin  wieder  zu  gleichem  Werth  zurückkehren,  so   oft  also  tc%  =  2% 

oder 

ft-V-r'»  (fr  —  \)t  g 

2   A  •  a(l  —  ?)  ■  (1  +  v0at) 

wird;   nun  ist  1  —  q  =  1 -j —  5   a^30   -4  •  (1  —  q)  T*  @j    un^   es 

war  die  Geschwindigkeit  v  nach  der  Zeit  tf  v  =      ,  ° — - ;  also  ist,  falls 

wir  unter  v  einen  während  der  konischen  Pendelung  als  cpnstant  be- 
trachteten Mittel  werth  verstehen: 

y_  *  Ca 


pv^-r*  •  (ä  —  Äj) 


(den  genaueren  Werth  von  T  s.  u.);  damit  erhalten  wir  das  Resultat, 
dass  die  Seitenabweichung  proportional  ist  dem  Ausdruck: 

(43)  »-P-r-. 

Also  aus  dem  Grund,  weil  die  Seitenabweichung  mit  der  Dauer  T 
einer  konischen  Pendelung  zunimmt,  wächst  sie  mit  der  Rotations- 
geschwindigkeit a  des  Geschosses  und  nimmt  sie  ab  bei  wachsendem 
Abstand  h  —  A1. 

Was  ferner  die  Function 

*•«  =  ö-+-f=^  -  lognat(l  +  *), 

Wo  z  =  v06 1  ist,  anlangt,  so  ergibt  die  Betrachtung  der  nachfolgenden 
kleinen  Tabelle,  dass  F(js)  mit  wachsender  Zeit  t  stets  positiv 
bleibt  und  rascher  wächst,  als  proportional  t 
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Werthe  der  Function  F(e)  =  (1  +  ff' — -  —  lognat(l  +  e) 


8 

F(8) 

z 

F(z) 

0,000 

0,00000 

0,500 

0,38658 

0,020 

0,00060 

0,520 

0,41852 

0,040 

0,00288 

0,540 

0,45222 

0,060 

0,00543 

0,560 

0,48741 

0,080 

0,00960 

0,580 

0,52403 

0,100 

0,01499 

0,600 

0,56200 

0,120 

0,02167 

0,620 

0,60147 

0,140 

0,02947 

0,640 

0,64228 

0,160 

0,08854 

0,660 

0,68467 

0,180 

0,04882 

0,680 

0,72844 

0,200  . 

0,06034 

0,700 

0,77870 

0,220 

0,07811 

0,720 

0,82051 

0,240 

0,08709 

0,740 

0,86877 

0,260 

0,10235 

0,760 

0,91859 

0,280   . 

0,11887 

0,780 

0,96999 

0,300 

0,13664 

0,800 

1,02284 

0,320 

0,15567 

0,820 

1,07782 

0,340 

0,17599 

0,840 

1,13348 

0,860 

0,19768 

0,860 

1,19098 

0,380 

0,22062 

0,880 

1,25033 

0,400 

0,24486 

0,900 

1,31108 

0,420 

0,27044 

0,920 

1,37363 

0,440 

0,29736 

0,940 

1,48774 

0,460 

0,32556 

0,960 

1,50362 

0,480 

0,35522 

0,980 

1,57118 

0,500 

0,88653 

1,000 

1,64015 

Zur  Schusstafelberechnung  kann  diese  Function  desshalb  nicht  ver- 
wendet werden,  weil  sie  durch  Weglassung  der  periodischen  Glieder 
in  a  und  ty  erhalten  wurde  und  daher  eine  zu  rasche  Zunahme  der 
Seitenabweichung  mit  der  Zeit  t  ergeben  würde.  Jedenfalls  folgt  aus 
dem  Gang  der  Function,  dass  die  Seitenabweichung  bei  positivem  a 
und  h  —  \  nach  der  rechten  Seite  der  Schussebene  erfolgt,  also 
die  Uebereinstimmung  mit  der  Theorie  hergestellt  ist;  ferner  folgt  aus 
(42),  dass  Linksabweichung  zu  erwarten  ist,  wenn  die  Züge  links- 
gewunden sind  (a  negativ)  und  zugleich  h  —  \  positiv  ist,  d.  h.  der 
Angriffspunkt  B  des  Luftwiderstands  vor  dem  Schwerpunkt  S  liegt, 
und  ebenso  wenn  a  positiv  und  h  —  hx  negativ  ist;  dass  endlich 
wieder  Rechtsabweichung  erfolgen  müsste,  wenn  die  Züge  linksgewunden 
sind  und  B  hinter  S  liegt  (a  negativ  und  h  —  hx  negativ). 

So  hat  also  die  Theorie  die  wichtigsten  Beobachtungs- 
thatsachen  in  befriedigender  Weise  wiedergegeben;  die  Grosse 
der  Seitenabweichung  müsste  nach  (39)  durch  mechanische  oder  gra- 
phische Quadratur  ermittelt  werden. 
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Zusammenstellung  der  Resultate. 

Es  seien  kg,  m,  sec  die  Masseinheiten  und  es  bedeute 

m  =  Geschossmasse  =  Geschossgewicht  P:  9,81;  2r  =  Kaliber, 
v0  =  Anfangsgeschwindigkeit  der  Vorwärtsbewegung  des  Geschosses, 
a  =  Anfangsgeschwindigkeit  der  Rotation  desselben  um  die  Längs- 
achse, wobei 

a  =  ^?t  =  3lJ?^;  B  =  Dralllänge;  4  =  Drallwinkel, 

C  =  Trägheitsmoment  des  Geschosses  um  die  Längsachse, 

iL  =  ß  •  0,014  •  (Gewicht  von  1  cbm  Luft:  1,206),  bei  kleinen  Ge- 
schossgeschwindigkeiten bis  ca.  250  m/sec, 

£  =  ß  .  0,039  •  (Gewicht  von  lcbm  Luft:  1,206),  bei  grossen  Ge- 
schossgeschwindigkeiten, 

(ß  folgt  aus  Tabelle  XIII;  bei  Abgangs  winkeln  von  0  bis  10° 

ist  ß  =  1  zu  nehmen) 

h  =  Länge  des  cylindrischen  Theiles  des  Geschosses, 
Äj  =  Abstand  des  Schwerpunkts  vom  Geschossboden, 
e  =  Abgangswinkel  (im  Bogenmass),  ferner  sei  a  und  ^  definirt 
durch: 

cos  a  =     .        ■  ;    wobei 

yr+y»' 

[S  -e  +  h-^l  +  vO1, 

k^  =  — c  +  yJ(l  +  t?od02~l](l  — cos«8)— 2p1y1(l  +  t;od08sinÄ8, 

f  =  yi[(l+v0(rt)* — lJsin3r8+2p1y1(l+i?0dQ2(l — cos*2),  wobei 
Ca 

^  2<7a(l  +  «0tf«) 

Dann  ergibt  sich  die  Seitenabweichung  y  des  Geschosses  senk- 
recht zur  verticalen  Schussebene  für  jede  Flugzeit  t  durch  mechanische 
Quadratur  aus: 
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Negatives  y  bedeutet  Rechts  ab  weichung,  bezüglich  eines  Beobachters 
am  Geschütz  oder  Gewehr;  die  Integrationsconstanten  Gx  und  C%  folgen 

aus  der  Bedingung  \t  =  0  :    y  =  0;   ^  =  Oj . 

Daraus  folgt,  dass  die  Seitenabweichung 

1)  rascher  wächst  als  proportional  mit  der  Zeit  ty 

2)  abgesehen  von   Zahlencoefficienten    annähernd    proportional 

dem  Bruch  ist: 

h-P-a-  C-e 

Pi-«/-»-*i)«i 

oder  auch,  wenn  T=  Dauer  der  ersten  konischen  Geschosspendelung 

bedeutet,  dem  Bruch 

hPe-T 

3)  dass  im  Allgemeinen  die  Seitenabweichung  nach  rechts  er- 
folgt, wenn  der  Lauf  rechtsdrehende  Züge  besitzt  und  zugleich  der 
Angriffspunkt  B  der  Luftwiderstandsresultanten  vor  dem  Schwerpunkt 
S  des  Geschosses  liegt  oder  auch,  wenn  bei  Linksdrall  B  hinter  8 
liegt;  dass  jedoch  Linksabweichung  erfolgt,  entweder  wenn  bei  Rechts- 
drall B  wegen  der  Form  des  Geschosses  hinter  S  liegt  oder  wenn  bei 
Linksdrall  B  vor  8  zu  suchen  ist. 


Anmerkungen. 

1)  Die  Winkel  a  und  f,  welche  in  dem  Ausdruck  für  die  Seiten- 
abweichung y  auftreten,  sind  periodisch  mit  der  Zeit  t9  theils  rein, 
theils  unrein  periodisch;  daraus  folgt,  dass,  wenn  man  das  obige  In- 
tegral y  durch  mechanische  Quadratur  für  zahlreiche  Werthe  von  t 
ermittelt,  die  Functions curve,  welche  die  Abhängigkeit  der  Abweichung 


ZwOci 


Fig.  68. 


Fig.  «4. 


y  von  der  Zeit  t  darstellt,  in  periodischen  Schwankungen  an- 
steigt; also  so  wie  es  (zur  Deutlichkeit  absichtlich  übertrieben  ge- 
zeichnet) die  Figuren  63  oder  je  nachdem  auch  64  darstellen. 
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(Uebrigens  würde  man  einen  Fehler  begehen,  wollte  man  aus 
einer  Schusstafel  die  obige  Beziehung  y  —  f(t)  dadurch  erhalten,  dass 
man  die  zu  verschiedenen  Flugzeiten  t  gehörigen  Seitenabweichungen  y 
aus  der  Tafel  ohne  Weiteres  entnimmt;  denn  diese  Werthe  der  Tafel 
geboren  zu  verschiedenen  Abgangswinkeln,  also  zu  verschiedenen  Flug- 
bahnen, wahrend  es  sich  hier  um  verschiedene  Punkte  derselben 
Flugbahn  desselben  Geschosses  handelt) 

2)  Mit  dem  Vorhergehenden  hangt  die  Frage  eng  zusammen,  ob 
es  möglich  ist  oder  nicht,  dass  auch  bei  Rechtsrotation  und 
Lage  des  Angriffspunkts  B  der  Luftwiderstandsresultanten  vor  dem 
Schwerpunkt  8  später  ganz  oder  wenigstens  zeitweise  eine 
Linksabweichung  erfolgt. 

Zunächst  könnte  man  vielleicht  schliessen,  dass,  wenn  die  Geschoss- 
achse nach  Vollendung  einer  halben  Fendelung  zeitweise  nach  der 
linken  Seite  der  Flugbahnverticalebene  übertritt,  sogar  nothwendig 
eine  Linksabweichung  eintreten  müsste.  Dies  wäre  jedoch  ein  über- 
eilter Schluss  und  zwar  aus  zwei  Gründen: 

a)  Am  Schluss  der  ersten  halben  Geschosspendelung,  also  wenn 
gerade,  die  Geschossspitze  die  Verticalebene  durch  die  Tangente  wieder 
passirt,  besitzt  das  ganze  Geschoss  bereits  eine  Geschwindig- 
keit -j|  nach  der  rechten  Seite,  senkrecht  zu  der  Flugbahnebene; 

also  auch  wenn  j£  das  Zeichen  ändert,  brauchen  nicht  nothwendig  auch 

zu  gleicher  Zeit  -j|  und  y  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  anzunehmen, 

sondern  zunächst  wird  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  des  Ge- 
schosses nach  der  rechten  Seite  hin  kleiner  und  schliesslich  auch  Null 
und  doch  kann  noch  immer  y  dasselbe  Vorzeichen  behalten,  —  wie  es 
die  Figuren  63  und  64  andeuten  sollen.  Also  auch  wenn  zwei  halbe 
Pendelungen  während  des  Flugs  ausgeführt  werden,  kann  doch  das 
Gesammtresultat  noch  eine  Rechtsabweichung  sein. 

b)  Dazu  kommt  als  weiterer  und  wichtigerer  Grund,  dass  —  wie 
in  §  29  näher  ausgeführt  wird  —  die  Geschossspitze  kürzere  Zeit 
auf  der  linken  als  auf  der  rechten  Seite  der  Flugbahnvertical- 
ebene verweilt 

Immerhin  lassen  sich  specielle  Fälle  wohl  denken,  dass  nach  der 
ersten  halben  Pendelung  auf  kurze  Zeit  das  Geschoss  nach  der 
linken  Seite  der  normalen  Flugbahn  übertritt;  später  aber 
vielleicht  nicht  mehr* (in  Fig.  64  angedeutet),  und  zwar  desshalb  nicht 
mehr,  weil  mit  Abnahme  des  Luftwiderstands  auch  die  konische  Pen- 
delung langsamer  verläuft. 
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In  der  That  hat  Herr  Paul  Mauser  II.  (Ingenieur  an  der  Ge- 
wehrfabrik in  Oberndorf)  dem  Verfasser  einen  solchen  von  ihm  beob- 
achteten Fall  mitgetheilt,  wo  die  successiven  Durchschlagspunkte  in 
den  einzelnen  hinter  einander  aufgestellten  Scheiben  eine  Rechts-, 
dann  eine  Links-,  dann  wieder  eine  Rechts abweichung  aufwiesen. 

Zahlreiche  Schriftsteller  übergehen  die  eben  besprochene  Frage 
nach  der  Möglichkeit  einer  späteren  Linksabweichung  oder  setzen  sich 
darüber  mit  der  Bemerkung  hinweg,  dass  meist  das  Geschoss  schon 
wieder  am  Boden  angelangt  sei,  wenn  erst  eine  halbe  Pen- 
delung  vorüber  sei  oder  auch,  dass  „später  eine  erhebliche  Aende- 
rung  nicht  mehr  eintreten  könne,  weil  dann  die  Geschwindigkeit  und 
damit  der  Luftwiderstand  nur  noch  gering  sei";  so  z.  B.  auch  Magnus, 
Kummer,  Märker  u.  A.  Allerdings  liegen  über  die  Dauer  T  einer 
konischen  Pendelung  keine  directen  Beobachtungen  vor;  allein  wenig- 
stens die  Rechnung  ergibt  für  diese  Dauer  z.  B.  bei  der  Granate  der 
leichten  Feldkanone  ca.  3  Secunden;  bei  dem  Flug  auf  7000  m,  welcher 
ca.  40  Secunden  dauert,  muss  somit  das  Geschoss  nicht  nur  eine,  son- 
dern mehrere  konische  Pendelungen  ausgeführt  haben,  ehe  es  am  Boden 
ankommt. 

Wie  es  trotzdem  möglich  ist,  dass  das  Gesammtresultat  eine 
Rechtsabweichung  bei  beliebiger  Entfernung  ist,  wurde  oben  erörtert. 

3)  Die  Theorie  von  Magnus,  welche  wir  zur  Erklärung  der  Ge- 
schossabweichung beigezogen  und  der  analytischen  Berechnung  unter- 
worfen haben  und  welche  in  anderer  Weise  (z.  Theü  auch  mit  Ver- 
wendung anderer  Widerstandsgesetze)  z.  B.  von  Magnus  de  Sparre, 
Mayevski,  Haupt,  von  Wuich,  Zabudski  zur  Berechnung  der  Ab- 
weichungen verwendet  worden  ist,  scheint  noch  immer  da  und  dort 
Zweifeln  zu  begegnen.  (Ueber  die  Literatur  dieses  Paragraphen  vgl. 
die  Note  106.)  vgi.Noteio«. 

So  hat  Premierlieutenant  A.  Dähne  eine  „neue  Theorie  der  Flug-  vgi.Noteio7. 
bahnen  von  Langgeschossen  auf  Grund  einer  neuen  Theorie  der  Drehung 
der  Körper"  aufgestellt.  Um  das  Wesentlichste  mit  wenigen  Worten 
herauszuheben,  so  erklärt  er  die  Rechtsabweichung  mit  den  folgenden 
zwei  Annahmen:  1)  der  Angriffspunkt  B  der  Luftwiderstandsresultanten 
liegt  auf  der  Achse  hinter  dem  Schwerpunkt  &;  und  2)  der  „Ein- 
fluss  C"  (s.  o.  pag.  213;  seitliche  Luftverdichtung  resp.  Luftverdünnung) 
ist  der  alle  anderen  überwiegende.  Darnach  würde  also  der  rechtsseitlich 
herrschende  Ueberdruck  der  Luft  den  hinteren  oder  unteren  Theü  des 
Geschosses,  also  denjenigen  zwischen  Schwerpunkt  und  Geschossboden, 
nach  links  drücken,  so  dass  die  Geschoss  spitze  nach  rechts  zu  stehen 
käme;  jetzt  hätten  wir  wieder  dieselben  Umstände,  wie  sie  früher  ge- 
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schildert  wurden:  das  schiefgestellte  Geschoss  würde,  da  der  Luftwider- 
stand mehr  gegen  die  linke  Seite  wirkt,  nach  rechts  hin  abgedrängt 
werden. 

Wie  man  sieht,  hat  diese  Dähne'sche  Theorie  ihren  guten  Sinn. 
Ob  sie  oder  die  Theorie  von  Magnus  die  richtige  ist,  lässt  sich  ledig- 
lich entscheiden,  indem  man  erstens  die  Grösse  jener  Einflüsse  und 
zweitens  die  Lage  des  Angriffspunkts  B  auf  der  Achse  durch  Rech- 
nung bestimmt.  Nun  haben  aber  (cf.  6.  Abschnitt)  sowohl  die  Be- 
rechnungen, als  die  Experimente  Kummer 's  aufs  evidenteste  nach- 
gewiesen, dass  B  vor  dem  Schwerpunkt  liegt;  also  besitzt  in  dieser 
Richtung  die  Theorie  von  Dähne  keinen  Stützpunkt;  andererseits  hat 
unsere  obige  Rechnung  auf  Grund  der  Theorie  von  Magnus  gerade 
diejenigen  Resultate  ergeben,  welche  A.  Dähne  aus  den  empirischen 
Schusstafeln  durch  zahlreiche  Rechnungen  erhalten  hat  und  welche  er 
anfährt,  um  Widersprüche  in  der  Theorie  von  Magnus  nachzuweisen. 
Er  findet  nämlich  aus  den  Schusstafeln,  dass  die  Seitenabweichungen 
1)  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  der  Rotationsgeschwindigkeit  a 
der  Geschosse  wachsen;  2)  dass  mit  zunehmender  Anfangsgeschwin- 
digkeit v0  der  Vorwärtsbewegung  die  Derivation  abnimmt,  und  3)  bei 
stark  gekrümmten  Flugbahnen  die  Abweichung  unter  sonst  ähnlichen 
Umständen  grösser  ist  als  bei  rasanteren  (dass  y  mit  e  zunimmt). 

Diese  drei  Resultate  haben  wir  oben  in  (42)  ebenfalls  erhalten, 
jedoch  durch  analytische  Berechnung  auf  Grund  der  Theorie  von  Magnus. 
Folglich  hat  A.  Dähne  diese  letztere  Theorie  durch  seine  Schusstafel- 
Rechnungen,  also  durch  seine  Vergleichung  von  Theorie  und  Beobach- 
tung, vielmehr  bestätigt,  statt  widerlegt.  In  der  That  müssten  die 
Bedenken  A.  Dähne's  schwinden,  wenn  er  erwägt,  dass  alle  Momente, 
welche  ein  langsameres  konisches  Pendeln  des  Geschosses,  somit  ein 
längeres  Verweilen  der  Geschossspitze  auf  der  rechten  Seite 
der  Flugbahnebene  nach  sich  ziehen,  auch  zugleich  damit  eine  Ver- 
grösserung  der  Seitenabweichung  zur  Folge  haben. 

Im  Ganzen  können  also  die  Dähne'schen  Schusstafelberechnungen 
als  eine  erfreuliche  empirische  Probe  unserer  obigen  Berech- 
nung betrachtet  werden. 

Eine  noch  andere  Erklärung  für  die  Seitenabweichungen  der  Ge- 
schosse geben,  ebenfalls  abweichend  von  der  Theorie  von  Magnus,  die 
Verfasser  einer  neueren  vielbenützten  Schrift  „die  Erziehung  der  Ein- 
jährig-Freiwilligen aller  Waffen  zum  Reserveofficier-Aspiranten"  1894 
vgLNotoioe. (Hauptm.  Hilken  und  Zwenger).  Sie  äussern  sich  pag.  79  folgender- 
maßen: „Ueber  die  Ursachen  der  Rechtsabweichung  giebt  es  verschiedene 
Ansichten.    Man  kann  es  sich  z.  B.  wie  folgt  erklären:  Da  die  Drehung 
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(Rotation)  des  Geschosses  von  unten  über  links  nach  oben  und  dann 
rechts  geht,  so  wirkt  die  Drehung  auf  ihrer  linken  Hälfte  entgegen 
der  Anziehungskraft  der  Erde,  während  sie  auf  der  rechten  Seite 
mit  der  Schwerkraft  wirkt.  Dadurch  wird  der  Schwung  nach  rechts 
starker  und  das  Geschoss  weicht  aus  der  verticalen  Ebene  nach  rechts 
ab,  und  zwar  um  so  mehr,  je  weiter  das  Geschoss  fliegt." 

Dem  Verfasser  ist  nicht  ganz  verständlich,  wesshalb,  falls  diese 
Erklärungsweise  zutrifft,  nicht  sämmtliche  Mühlräder,  Maschinenschwung- 
räder, Rundsägen  u.  s.  w.  von  selbst  mit  Gewalt  aus  ihren  Achsenlagern 
springen,  falls  diese  geöffuet  werden. 

4)  Die  Verwendung  der  Züge  bei  Langgeschossen  beruhte  auf 
einem  Gompromiss:  Einerseits  erhielt  man  durch  die  Züge  Rota- 
tionen des  Geschosses  in  einem  ganz  bestimmten,  im  Voraus  bekannten 
Sinn,  nämlich  Rotationen  um  die  Längsachse,  schloss  also  damit  ander- 
weitige zufällige  Rotationen  aus;  andererseits  musste  man  die  Seiten- 
abweichungen in  Kauf  nehmen,  welche  als  eine  secundäre  Wirkung, 
als  eine  Folge  der  eben  damit  dadurch  bewirkten  konischen  Pendelung, 
auftraten. 

Es  liegt  also  der  Gedanke  nahe,  ob  es  nicht  möglich  ist,  auch 
diese  Seitenabweichungen  zu  vermeiden.  Läge  der  Angriffspunkt  B 
der  Luftwiderstandsresultanten  stets  genau  im  Schwerpunkt  S,  so 
konnten  konische  Pendelungen  nicht  auftreten.  Allein  dieses  Zusammen- 
fallen ist  nicht  zu  bewirken,  da  ja  die  Lage  von  B  von  dem  nothwendig 
variablen  Winkel  a  zwischen  Tangente  und  Geschossachse  abhängt 
Also  ist  dieses  Auskunftsmittel  illusorisch. 

Dagegen  liesse  sich  daran  denken,  Züge  parallel  der  Lauf- 
achse zu  verwenden  und  dem  Geschoss  eine  solche  Form  zu 
geben,  dass  der  Schwerpunkt  8  vor  B  liegt. 

Betrachten  wir  für  diesen  Fall  unsere  Gleichungen.  Nr.  (21)  und 
(22)  werden  in  diesem  Falle,  wo  der  Drallwinkel  4  =  Q}  also  a  =  0 
ist,  zu  folgenden: 

13— t.  %-f-»+*>. 

(**)  \d&  da 

wobei 

*— +  *-*&  + w  -d  f -'■£*■*„«> 

ist.  Dabei  hat  man  för  f  =  0 :  1>  =  0 ;  ft  =  —  e;  #  =  0;  um  # 
und  ty  zu  erhalten,  sind  p  und  q  zu  eliminiren;  es  wird 
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zu  dieser  letzten  beiderseits  -ttj  oder  — 2yxt;02<fJ  addirt,  hat  man 

/^  dt%  TT(T+^"ö»" <*  +  ^  +  Jy  ^  *  ~  ° 

(45)  W  _  pV''»»-*»)     .  _  0 
\dt*         2A(l+v0ot)*  '  w  ~  u 

zu   integriren.     Zunächst   die  letztere,   denn  diese  hat  die  Form  der 
„reducirten"  ersten  Gleichung;  es  sei  zur  Abkürzung 

eine  Lösung  sei  $  —  Ta,  dies  gibt 

«  — T±  KT  +  ~ 23TV^ t±»*» 

somit 

(46)  *  -  ^  (1  +  *6t)*+m+  Bx  (1  +  MO*""" ; 

für  *  =  0  ist  ^  =  0  und  ^  =  0;    also   Äx  =  0,   J^  =  0,   somit 

^  =  0. 

Die  Geschossachse  bleibt  folglich  in  der  ursprünglichen 
Verticalebene. 

Die  erste  Gleichung  (20)  ist  von  der  zweiten  um  das  Glied 
2y*t;0Jd*  verschieden.  Die  zwei  particulären  Integrale  ihrer  reducirten 
Gleichung  sind: 

U  +  mO**"   und  0  +  *o*0*~" ; 

das  allgemeine  Integral  wird  nach  bekannten  Methoden 


(47) 


» + *  =  c, (i  +  «0«o*+"  +  c*(1+  vet)k  " 

+ ~ 9 

CD1  — 


4 

Cx  und  C2  werden  aus  dem  Anfangszustand  bestimmt; 

für   *  =  0   ist    #  =  -e;     ^  =  0; 
damit  wird  i    ■  ■  / «  \  i 


©»- 


4 


<4-+*4te->)+£ 


•  i 
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Darnach  wird  6*  mit  wachsendem  t  stetig  kleiner:  das  Geschoss 
dreht  sich  um  den  Schwerpunkt  immer  mehr  nach  rückwärts, 
bis  es  zuletzt  nach  hinten  umschlägt. 

Wenn  nun  in  der  Wurzel  ©  h  —  hx  negativ  wird,  so  muss  es  einen 
Werth  h  —  \  geben,  für  welchen  ©  =  0  wird,  also  auch  andere,  für 
welche  die  Wurzel  o  imaginär  wird.  In  diesem  Fall  treten  bekannt- 
lich in  dem  Integral  für  d  +  d  Tenne  mit  cos  und  sin  als  Producte 
von  yi  -\-v06t,  also  Glieder  auf,  welche  bezüglich  der  Zeit  t  (unrein) 
periodisch  sind.  Der  Schwerpunkt  des  Geschosses  beschreibt  die 
Flugbahn  und  dabei  führt  die  Geschossachse  eine  pendelartige  Be- 
wegung aus,  bei  grossen  Geschwindigkeiten  in  nächster  Nähe  der 
Flugbahntangente. 

Wenn  also  der  Schwerpunkt  nahe  der  Spitze  des  Ge- 
schosses liegt,  bleibt  die  Geschossachse,  mehr  oder  weniger 
flatternd,  in  der  Nähe  der  Tangente  der  Flugbahn,  und  zu- 
gleich nach  dem  Obigen  das  ganze  Geschoss  in  der  Vertical- 
ebene,  —  ein  Fall,  welcher  bei  den  Pfeil-Schüssen  sich  findet,  da 
der  Schwerpunkt  eines  Pfeils  meist  nahe  der  Spitze  liegt. 

Diese  Idee  pfeilartiger  Geschosse   ist   in   der  Literatur  der 
Ballistik  mehrere  Maie  aufgetaucht.    So  empfiehlt  A.  Dähne,  der  Ver-  vgi.Not«io9. 
fasser  der  oben  genannten  Schrift,  „pfeilartige  Geschosse  ohne  Rota- 
tion,  also   aus   glatten   oder  mit   achsenparallelen  Zügen    versehenen 
Bohren  geschossen". 

Analog  äussert  sich  schon  Rutzky  1861.  Aus  dem  Werk  von 
Mieg  möge  die  diesbezügliche  Stelle  hier  angeführt  werden: 

„Einen  Fingerzeig  über  die  Richtung,  in  welcher  man  vorgehen 
müsste,  um  die  Rotation  zu  vermeiden,  gibt  der  Pfeil,  welcher  ohne 
irgend  welche  Rotation  um  seine  Längsachse  eine  vollkommen  regel- 
mässige Bahn,  mit  der  Spitze  nach  vorn  gewandt,  beschreibt.  Der 
Grund  hierfür  liegt  in  der  vorteilhaften  Construction  des  Pfeils:  Der 
am  hintern  Ende  mit  Federn  besetzte,  aus  Holz  gefertigte  Schaft  be- 
sitzt bei  grosser  Oberfläche  ein  nur  sehr  geringes  Gewicht  gegenüber 
der  eisernen,  eine  äusserst  geringe  Oberfläche  bietenden  Spitze,  so  dass 
der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  die  Nähe  der  letzteren  fallt.  Sobald 
daher  der  Pfeil  die  Armbrust  verlässt,  wird  derselbe,  gerade  wie  beim 
freien  Fall,  durch  die  Schwerkraft  bald  in  die  schräge  Lage,  mit  der 
Spitze  nach  unten  gerichtet,  gebracht;  der  Luftwiderstand  dagegen, 
dessen  Resultante  hier  weit  hinter  dem  Schwerpunkt,  ungefähr  in 
der  Mitte  des  Holzschafts,  ihren  Angriffspunkt  hat,  bringt  durch  seinen 
überwiegenden  Druck  auf  den  hinteren,  wegen  des  Federbarts  eine  weit 
grössere  Oberfläche  bietenden  Theil  des  Schafts  den  Pfeil  in  seine  ur- 
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sprüngliche  Lage  wieder  zurück,  verhindert  also  die  Senkung  der  Ge- 
schossspitze nach  abwärts  und  bewirkt  die  stetige  Verharrung  des 
Pfeils  in  der  Tangente  zur  Flugbahn.  Es  sind  zwar  bisher  alle  Ver- 
suche, die  Rotation  zu  umgehen  und  dem  Princip  des  Pfeils  entsprechende 
brauchbare  Geschosse  zu  construiren,  gescheitert;  indessen  ist  die  prak- 
tische Herstellung  solcher  bei  den  dermaligen  Fortschritten  der  Wissen- 
schaft und  der  Technik  nicht  unmöglich,  so  dass  ein  etwaiges  Zurück- 
kommen auf  derartige  Constructionen  für  das  Infanteriegeschoss  keines- 
wegs ausgeschlossen  erscheint."  Mieg  fügt  hinzu,  er  sei  „in  der  Lage, 
derartige  Geschosse  in  einfacher  Weise  herzustellen". 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass  zwar  die  erwähnte  Idee,  mit 
pfeilartigen  Geschossen  zu  den  einfachen  Anfangen  der  Ballistik 
zurückzukehren,  eine  richtige  ist,  dass  es  aber  in  praktischer  Hinsicht 
auf  die  grossten  Schwierigkeiten  stossen  muss,  ein  brauchbares  Ge- 
schoss  zu  construiren,  für  welches  der  Luftwiderstand  hinter  dem 
Schwerpunkt  angreift.  Denn  die  Rechnungen  (s.  pag.  158)  haben 
bewiesen,  dass  bei  kleinen  Richtungsunterschieden  zwischen  Geschoss- 
achse und  Tangente  der  Angriffspunkt  der  Resultanten  des  normalen 
Luftwiderstands  fast  genau  im  oberen  Ende  des  cylindrischen  Theils 
des  Geschosses  auf  der  Achse  liegt;  dazu  kommt  die  Wirkung  des 
Abfliessens  der  Luft,  über  welche  Magnus  und  Kummer  Versuche  an- 
stellten und  welche   eine  Vorwärtsverlegung   des   Angriffspunkts   zur 

Folge  hat. 

Es  ist  also  schwer  denkbar,  dass  es  der  Technik  gelingen 
könnte,  ein  genügend  starres,  schweres  und  nicht  allzu  langes 
Geschoss  zu  construiren,  bei  welchem  der  Schwerpunkt  stets 
noch  vor  den  Angriffspunkt  der  Luftwiderstandsresultanten 
zu  liegen  kommt.  Uebrigens  muss  in  solchen  Fragen  dem  Experi- 
ment der  Vortritt  vor  der  Theorie  gelassen  werden;  der  Ver- 
such muss  hier  entscheiden. 

5)  Von  den  zahlreichen  und  mit  Recht  z.  Th.  halb  empirischen 

vgi.Notaiii  Näherungsformeln,  welche  zurBerechnung  der  Seitenabweichungen 

aufgestellt  sind,  führen  wir  diejenige  nach  Mayevski  an,  entnommen 

aus  dem  Werk  von  Vallier,   der   einige  Verbesserungen  angebracht 

hat;  Seitenabweichung  ym  in  der  Entfernung  xm: 

Dabei  ist  c=m-  „»>  P  =  Geschossgewicht  (Tonnen);  2R  =  Ka- 
liber inm;JEr=77rr/i2^tg^5   ^  =  Drallwinkel;  p  =  Trägheits- 

400 
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radius  des  Geschosses  um  die  Längsachse  in  Halbkalibern;  ^  =  ein  Factor, 
der  von  der  Geschosslänge  abhängt  und  am  einfachsten  empirisch  be- 
stimmt  wird.  Für  die  Mayevski'schen  Functionen  M  und  B  der  Pseudo- 
geschwindigkeit  u  vergl.  die  Tabelle;  dabei  ist 

*« — f^hy  BM  =  -fMM^m- 

Ueber  m  und  c  vgL  die  Bezeichnung  von  §  44;  D(u)  erhält  man,  aus 

4/E  t  SR 

Tab. XV;  nur  ist  zu  nehmen  D(u)=D(v0)-\ — r  stattD(w)  =  D(t;0)+  -,-• 

c  c 

Beispiel  (nach  Vallier): 

2  JB  =  27  cm ;    P  =  180  kg ;    v0  =  505 ;    ganze  Geschosslänge  L 
=  2,5  Kaliber;  p  =  0,8  •  Halbkaliber;  ^  =  0,41;  ^  =  4°;  es  findet  sich 

fftr  x  =  1000m,  wobei  a  =  l°ll'  ist,   y  =  0,4m, 


„  x  =  7000m, 


n 


a  =  14°  10  „     y  =  49,9  m  (beobachtet  47,7  m). 


Werthe  der  Functionen  M  und  B  von  u 
(Tabelle  von  Langenskiöld). 


u 

10»  .  M (u) 

10«  •  B  (u) 

u 

10*  .  M(u) 

10«  •  B  (u) 

700 

00 

00 

400 

1399 

94560 

690 

14 

34 

390 

1543 

107560 

680 

29 

137 

380 

1706 

122670 

670 

45 

317 

370 

1893 

140370 

660 

62 

580 

360 

2118 

162230 

650 

80 

935 

350 

2391 

189670 

640 

99 

1392 

340 

2724 

224600 

680 

119 

1953 

330 

3133 

269600 

620 

140 

2635 

320 

3640 

328400 

610 

163 

3448 

310 

4270 

406000 

600 

188 

4404 

300 

5060 

510300 

590 

214 

5516 

290 

6050 

651000 

580 

242 

6801 

280 

7234 

832500 

570 

272 

8274 

270 

8651 

1065800 

560 

305 

9953 

260 

10356 

1366400 

550 

340 

11863 

250 

12422 

1755300 

540 

377 

14027 

240 

14950 

2262000 

530 

417 

16467 

230 

17990 

2910000 

520 

460 

19216 

220 

21610 

3725000 

510 

607 

22305 

210 

25950 

4746000 

500 

557 

25774 

200 

31200 

6035000 

490 

612 

29659 

190 

37820 

7667000 

480   ■ 

672 

34020 

180 

45550 

9744000 

470 

737 

38897 

170 

55450 

12409000 

460 

807 

44357 

160 

68990 

15862000 

450 

884 

50470 

150 

84090 

20390000 

440 

968 

57320 

140 

105120 

26420000 

430 

1060 

64990 

130 

133140 

34550000 

420 

1161 

73590 

120 

171800 

45780000 

410 

1273 

83380 

110 

224600 

61640000 

400 

1399 

94560 

100 

301300 

84690000 
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§  29.   Einzelheiten  betreffs  der  konischen  Pendelang 
rotirender   Langgeschosse;    Bahn    der   Geschossspitze    bezüglich   des 
Schwerpunkts;  geometrische  Construction;  Zeitdauer  einer  konischen 

Pendelung. 

Die  Stellung  der  Geschossachse  ist  in  jedem  Augenblick   durch 
die  Ausdrücke  (35)  von  §  28  gegeben.    Diese  waren 

f  —  &  =  e+2Qlyl(l+v06t)98inxi—  ^[(1  +  t;0<y*)a— 1](1— cos*,) 
*=yi[(l  +  tV*0*—  l]sm«2  +  2<>1y1(l+t>0<y<)8(l  —  cosäj), 


(1) 
wobei 


**  = 


2.C-a0.(l  +  t>0öt) 

aA.  C 
Qi  = 


v0  •  m  •  (ä  —  hj 


_  P 
2 


R 


P      —   2 


12»» 


m 


ri 


2  •  ff  •  f>. 


Um  den  Weg  kennen  zu  lernen,  welchen  die  Geschossspitze  be- 
schreibt, hat  man  zwischen  %•  und  4>  die  Zeit  t  zu  eliminiren. 

Die  Protection  At  der  Geschossspitze  A  auf  die  Ebene  eSy  (vgl. 
Fig.  60),  welche  senkrecht  zur  Sx- Achse  steht,  wird  eine  gewisse  Curve 
beschreiben.  Es  läset  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  Curve  ein  ver- 
änderlicher Kreis  ist.  Betrachtet  man  nämlich  die  Winkel  in  dem 
Dreikant  SA,  8AXJ  Sz7  so  erhält  man  leicht,  dass  für  die  Projection  Ai 
(mit  den  Coordinaten  y  und  z)  ist: 

—  0  =  Hdt    und     — y  =  H-if, 

wobei  H  die  Strecke  SA  zwischen  Geschossschwerpunkt  und  Geschoss- 
spitze vorstellt. 

Wir  denken  uns  nun  die  positive  Richtung  der  y-  Achse  mit  der 
negativen  vertauscht  und  —  fr  durch  -+-  &  ersetzt,  so  haben  wir 

^  =  e  +  2Q1y1  (1  +  v06t)s-  sin*ra  —  yt  [(1  +  v06t)*—  1]  •  (1  —  cos ä2) 

#  =  Yi  [(1  +  t>o*02  —  !]  ain **  +  2*iyi  C1  +  vo<*08 (!  —  <*>*  *s) 

oder  mit  den  Abkürzungen 

lfi  =  e  +  yl-yl(l  +  v06t)* 

0=2^^(1  +  v*o8 

\b  =  y^[(l+v06ty-ll 
einfacher 
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/    * 


woraus 
(2) 


Yr-  =  <J  +  a-simr2  +  &-  cos jr2 
■gr  =a  +  6-sin3r2  —  a-  cossr* , 

(z  —  H  d)*  +  (y  —  H-  a)*  =  H*  -  (a2  +  62) 


i 
\ 


*y 


Fig.  65. 


Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  den  Coordinaten  y0  =  H-a 

und  z0  =  Hd  des  Mittelpunkts  und  dem  Radius  JBT-]/a2+62. 
In  Fig.  65  ist  dieser  Kreis  angedeutet;  die  Bildebene  yz  ist  durch  den 
Schwerpunkt  S  gelegt  und  steht 
vertical  und  senkrecht  zu  der  Flug- 
bahnebene, d.  h.  zu  der  durch  die 
Flugbahntangente  gelegten  Vertical- 
ebene;  wenn  man  sich  denkt,  man 
folge  dem  Geschoss  und  be- 
trachte dasselbe  von  hinten, 
so  ist  die  y- Achse  nach  rechts,  die  g^ 
z- Achse  nach  oben  positiv  gerichtet;  -pwitfl7 
mit  dem  Schwerpunkt  S  ist  die 
Bildebene  yz  dauernd  verbunden  zu 
denken,  S  ist  Coordinatenanfang. 

Der  Kreis  geht  durch  den  festen  Punkt  (y  =  0 ,  z  =  JET-  e),  denn  mit 
y  =  0  wird  (je?  —  H-  6)%  =  3}  •  62  oder  je?  =  J5T-c;  dieser  feste  Punkt 
stellt  also  die  Projection  der  Anfangslage  der  Geschossspitze  dar;  folg- 
lich legt  sich  immer  wieder,  so  oft  7t2  um  2%  gewachsen  ist,  so  oft 
also  die  Projection  der  Geschosspitze  den  variablen  Kreis  ganz  durch- 
laufen hat,  die  Geschossachse  in  die  Anfangsrichtung. 

Ferner  erkennen  wir,  dass  der  Mittelpunkt  M  oder  (H-  a,  H-d) 
nach  rechts  und  abwärts  rückt,  denn  mit  wachsender  Zeit  t  wird 
d  kleiner  und  a  grösser;  durch  Elimination  von  t  zwischen  a  und  8 
sieht  man,  dass  die  Bahn  des  Mittelpunkts  eine  Neil'sche  Parabel 
ist  (also  dieselbe  Bahn,  längs  deren  that sachlich,  mit  Rücksicht  auf 
die  Erddrehung,  ein  schwerer  Massenpunkt  im  leeren  Raum  bezüglich 
der  Erdoberfläche  frei  herabfallt). 

Der  Radius  des  Kreises  vergrossert  sich  hierbei  stetig; 
denn  mit  wachsendem  t  wird  tP(a*-\-  &2)  grösser,  da  a%  und  62  wachsen. 

Das  Bild  für  die  Bahn  der  Projection  At  der  Geschossspitze  A  auf 
die  Zeichenebene  yz  wird  sich  also  darstellen  als  eine  spiralförmig 
gewundene  Linie,  welche  in  immer  weiteren  Windungen  ver- 
laufend jedesmal  nach  einem  Umlauf  wieder  durch  denselben 
festen  Punkt  geht. 

Cran«,  Ballistik.  17 
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Zugleich  ist  damit  klar,  dass,  eben  weil  der  Ereismittelpunkt  M 
immer  weiter  nach  rechts  rückt,  die  Curve  nicht  symmetrisch 
bezüglich  der  2- Achse,  also  bezüglich  der  Flngbahnverticalebene  ver- 
läuft, dass  also  die  Geschossspitze  längere  Zeit  auf  der  rechten, 
als  auf  der  linken  Seite  der  Flugbahnebene  verweilt  —  voraus- 
gesetzt, dass  die  Züge  rechts  gewunden  sind  und  der  Angriffspunkt 
der  Luftwiderstandsresultanten  vor  dem  Schwerpunkt  liegt. 

Damit  ist  jetzt  die  Einseitigkeit  der  Seitenabweichung  klar- 
gelegt. 

Der  physikalische  Grund  für  diese  Unsymmetrie,  für  die 
Erscheinung,  dass  die  spiralförmige  Bahn  der  Geschossspitze  zum 
grosseren  Theil  auf  der  rechten,  und  nur  zum  kleineren  Theil  auf  der 
linken  Seite  der  Flugbahnverticalebene  verläuft,  ist  natürlich  darin  zu 
suchen,  dass  die  Flugbahn  sich  krümmt,  die  Bahntangente  sich 
während  des  Flugs  nach  abwärts  neigt:  Während  die  Geschossachse 
die  erste  halbe  Pendelung  ausführt,  also  die  Spitze  sich  etwas  hebt 
und  rechts  wendet,  dann  bis  zur  Flugbahnebene  senkt,  ist  die  Stellung 
der  Tangente  nicht  dieselbe  geblieben;  sondern  diese  hat  sich  geneigt 
(ö  ist  kleiner  als  e  geworden),  folglich  hat  sie  sich  der  Geschossachse 
wieder  genähert;  die  Umstände  sind  nicht  mehr  dieselben  am  Anfang 
der  2.  halben  Pendelung,  wie  am  Anfang  der  ersten.  Dasselbe  zeigt 
auch  die  Rechnung:  S  ist  die  Horizontalneigung  der  Bahntangente; 
nimmt  man  an,  dass  die  Aenderung  dieser  Neigung  mit  der  Zeit,  also 

-jt  oder  — yt  •  2v06(l  -f-  t>o<*0    verschwindend  klein  sei,  so  ist  damit 

auch  a  verschwindend  klein;  d.  h.  je  weniger  die  Flugbahn  gekrümmt 
ist,  um  so  symmetrischer  ist  die  Bahn  der  Flugbahnspitze  hinsichtlich 
der  verticalen  Flugbahnebene. 

[Bemerkt  möge  werden,  dass  hinsichtlich  der  Bahn  der  Geschoss- 
vgi.Notein.  spitze  während  einer  konischen  Pendelung  die  verschiedenen  Ballistiker 
zu  sehr  verschiedenen  Resultaten  gelangt  sind. 

Haupt  erhält  folgendes  Resultat:  die  Geschossspitze  geht  nach 
der  rechten  Seite  der  Flugbahnebene  und  beschreibt,  immer  rechts 
bleibend,  einen  oder  mehrere  halbe  Gykloidenbogen;  am  Ende  jeder 
Cykloide  treffen  Geschossspitze  und  Bahntangente  wieder  zusammen; 
ausserdem  vibrirt  die  Geschossspitze  in  fast  unendlich  kleinen  Cykloiden 
auf  und  nieder. 

Nach  Mayevski  und  Oekinghaus  hat  die  Bahn  der  Spitze  die 
Form  einer  epicykloidischen  Rosette;  die  Achse  nähert  sich  abwech- 
selnd der  Tangente  und  entfernt  sich  wieder  von  ihr. 

v.  Wuich  findet,  dass  die  Geschossspitze  in  kleinen  Nutationen 
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sich  senkt,  stets  rechts  von  der  Plugbahnebene  bleibend.  Aehnliche 
Resultate  erhält  auf  anderem  Wege  Engelhard t. 

Für  Haupt,  v.  Wuich  und  Engelhardt  fallt  natürlich  die  Frage, 
wesshalb  im  weiteren  Verlauf  des  Flugs  die  Rechtsabweichung  sich 
nicht  in  eine  Linksabweichung  verwandle,  von  selbst  weg. 

Manche,  allerdings  schwerlich  sichere  Beobachtungen  scheinen  für 
volle  spiralförmige  Pendelungen  zu  sprechen.  So  führt  z.  B.  Rutzky 
(1.  c.  pag.  10)  an:  „. . .  bei  den  Schiessversuchen  hat  es  sich  ferner 
noch  gezeigt,  dass  die  als  Brandgeschosse  hergerichteten  und  der  Form 
nach  den  andern  ganz  gleichen  Spitzgeschosse  mit  der  Spitze  während 
des  Flugs  eine  desto  grossere  Spirale  beschrieben,  je  näher  sie  dem 
Ende  der  Flugbahn  kamen,  was  durch  den  Feuerstrahl,  welcher  aus 
den  gegen  die  Spitze  befindlichen  Oelfhungen  hervorbrach,  und  durch 
den  dadurch  verursachten  Rauch  besonders  deutlich  zu  sehen  war." 
Aehnlich  Fr.  Hentsch  (1.  c.  pag.  25). 

Eine  definitive  Bestätigung  der  einen  oder  andern  Theorie  durch 
das  Experiment  steht  bis  jetzt  noch  aus.  Es  wäre  gewiss  zu  wünschen, 
dass  Professor  Neesen  Veranlassung  finden  möchte,  seine  oben  er- 
wähnten photographischen  Versuche,  die  sich  auf  diese  Fragen  beziehen, 
fortzusetzen  und  zu  Ende  zu  führen«  Es  ist  vorläufig  kein  anderer,  als 
der  von  ihm  eingeschlagene  Weg  abzusehen,  um  zur  genaueren  Kennt- 
niss  der  thatsächlichen  Bewegungen  der  Geschossspitze  zu  gelangen.] 

Die  Zeit  T,  in  welcher  eine  konische  Pendelung  vollendet  wird, 
nach  welcher  also  die  Geschossachse  wieder  in  die  Anfangslage  zurück- 
kehrt, ergibt  sich  aus  dem  Werth  von  7%. 

Die  Geschossachse  ist  in  die  Anfangslage  zurückgekehrt,  wenn  fr 
und  ip  zugleich  wieder  dieselben  Werthe  wie  anfangs,  also  die  Werthe 
fr  =  e  und  ^  =  0  angenommen  haben,  also  wenn  sin  ar2  und  cos  % 
wieder  dieselben  Werthe  erhalten.  Dies  ist  dann  der  Fall,  wenn 
ä2  =  2*   geworden  ist. 

Nun  war  (vgl.  (27)  (pag.  233  und  244): 


hl)dt       ft.«0*.JR'*-(fc  — AJ.t 


Zur  Bestimmung  der  Zeitdauer  T  hat  man  alao 

2- Ca,    (l+vteT)  '  2-i»  > 

erhält  man,  durch  Auflösen  nach  T,  als  Durchschnitts  werth: 
(3)  T  = L<Lä Wl-  • 

17* 
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Ein  einfacher  variabler  Werth  ergibt  sich  folgendennassen.    Es 
ist  yut — i  ^e  fr^Ä^^lickliche  Bahngeschwindigkeit  v   in  der  Nahe- 

rungslösujig  des  ballistischen  Problems.  Nimmt  man  einen  Mittel- 
werth  von  v  zwischen  denjenigen  Werthen,  welche  sich  anf  den  An- 
fang und  das  Ende  einer  vollen  konischen  Pendelung  beziehen,  vor  das 
Integral,  so  hat  man 

**  =  t7  jl C^ =  Y CTV0 

In  diesem  Fall  bestimmt  sich  T  ans  der  Gleichung 


also  wird 

2  •  C  •  a0 


(4)  T=  — 

Hier  ist  C  =  Trägheitsmoment  um  die  Langsachse;  %  =  Winkel- 
gesch windigkeit  der  Rotation  um  dieselbe  =  — g-* ,   wo  D  =  Drall- 
länge; y  =  0,039  ■  ß  -    ^206 C    »  t>ezw-  für  kleine  Geschwindigkeiten 
{■  =  0,014    „  „        . 

Da  v  abnimmt  und  dann  wieder  zunimmt,  so  würde  nach  (4)  die 
Dauer  der  konischen  Pendelungen  bei  beträchtlichen  Abgangswinkeln 
anfangs  zunehmen,  dann  wieder  abnehmen  (oq,  sowie  h  —  hx  bleiben 
annähernd  genug  constant). 

Beispiele. 

1.    Für  die  Granate  der  leichten  Feldkanone  ist 

Anfangsgeschwindigkeit  v0  =  465  m;  Kaliber  2R  =  0,0785  m;  ganze  Ge- 
schosslänge =  0,2  m;  Länge  des  cylindrischen  Theils  h  =  0,16  m;  Ent- 
fernung \  von  Geschossboden  und  Schwerpunkt  berechnet  =  0,0932  m ; 
also  h  —  \=  0,0668  m;    Gewicht  des  Geschosses  P=  5,1  kg;   Gescboss- 

masse  m  =  —  =  ^ ;   Dralllänge  D  =  50  Kaliber;  Drallwinkel  A  =  3%°. 
q-i^-  °'°395  '  °'T  \  f-1416  '  9'81  -  0,0000931 ; 

2        fit  4  •  5,1  '  ' 

Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  a0  =  — yj-2  =        *  00785     =  744,3 ; 

Trägheitsmoment  C  =  0,8    —  •  R2  =  0,0006. 
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Damit  wird  nach  (3): 
die  Zeitdauer  einer  konischen  Pendelang  durchschnittlich  T  =  3,04  sec. 
Wir  berechnen  ferner  die  Lage  der  Geschossspitze,   also  die  Werthe 
von  %  und  1//  für  mehrere  auf  einander  folgende  Zeiten;  für  f  =  0,  J=^-T, 

t  =  ~T,    t  =  ^T,    t=T,    t  =  ^T   etc. 

Z.  B.  für  die  Wurfweite  3000  m  ist  der  Abgangswinkel 

e  =  7°15'  +  Abgangsfehlerwinkel  20'17'=  7°35'17"  im  Gradmass 
=  0,13243  im  Bogenmass. 

Nun  wird  der  Reihe  nach: 


nach  der  Zeit 

v0at 

(l+v0ct)* 

*Mi(l  +  **  *ty 

riKi+^rf)"-!] 

l)t  =  0  sec 

0 

1 

0,0360 

0 

T 
2)*  =  —     =0,76  sec 

4 

0,0329 

1,0669 

0,0397 

0,0163 

3)«a=~rÄ  i?ö2  „ 

0,0668 

1,1369 

0,0436 

0,0331 

4)*  =  4-Tä2>28    „ 
4 

0,0987 

1,2071 

0,0477 

0,0606 

6)t  =  i-r=  3,04  „ 

0,1316 

1,2803 

0,0621 

0,0683 

4 

0,1646 

1,3660 

0,0668 

0,0867 

7)t  =  -^Ta=s4»66    „ 
4 

0,1974 

1,4338 

0,0618 

0,1067 

S)t=*-A ^T=6,32    „ 

4 

0,2303 

1,6136 

0,0666 

0,1261 

4 

0,2632 

1,6967 

0,0726 

0,1461 

10)*«  —  ^  =  M*    »» 

4 

0,2961 

1,6799 

0,0783 

0,1667 

ll)t  =  ^T  =  7,60   „ 

0,3290 

1,7662 

0,0846 

0,1867 

12)4  =  ^^=8,36   „ 
4 

0,3619 

1,8647 

0,0909 

0,2083 

13)*  =  —  T  =  9,12    „ 
4 

0,3948 

1,9464 

0,0977 

0,2304 

Damit  lassen  sich  die  Werthe  &  und  t/;   für  die  drei  ersten  konischen 
Pendelungen  berechnen.     Es  wird 
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für    *  =  0,     0  =  e;     H>  =  0, 

T 
für    J  =  -j- ,     wird    sin  *r2  =  1 ;    cos  1%  =  0 ,     also 

#  =  0,13243  +  0,03966  —  0,0163  =  +  0,15579 ;     1//  =  +  0,0559  ; 

2  T 

für    J  =  -j-  T  =  — ,     wird    sin  äj  =  0 ;     cos  3^  =  —  1,     also 

d  =  0,13243  —  0,06622  =  +  0,06621 ;     1//  =  +  0,08712. 


Rechnet  man  in  dieser  Weise  fort,  so  erhält  man  folgende  Zusammen- 
stellung: 


Neigung 

für 

Lage 

der 

Flugbahn- 

tangente 

HoriconUl- 

neigung 

der 

GeechoMachte 

der 

Geschoeiachse 

gegen  die 

Flugbahn- 

Tertioalebene 

Resultate  bezüglich  der  Lage 
der  Geschossspitze 

*  = 

#  = 

*- 

1)  *  =  0 

=(•=+0,13243 

4-  0,13248 

0 

Anfangslage,  Geschossspitze 

in  der  anfangl.  Tangente 

der  Flugbahn. 

T 

2)t=T 

+  0,11613 

4-  0,15679 

4-  0,0559 

sie  hat  sich  gehoben  und 
ging  rechte. 

2   m 
3)t  =  TT 

+  0,09982 

4-  0,06621 

4-  0,08712 

unter  der  Tangente  und 
nach  rechts. 

4)«— j-r 

+  0,08197 

4-  0,03422 

—  0,00271 

unter  der  Tangente  und 
(sehr  wenig)  nach  links. 

6)t=i-r 

+  0,06414 

4-  0,13243 

0 

wie  anfangs. 

6    _ 

6)*=Tr 

+  0,04569 

4-  0,10251 

4-  0,14856 

über  der  Tangente 
und  rechts. 

6   m 

7)*-Tr 

+  0,02678 

—  0,07897 

4-  0,12856 

unter  die  Tangente  gesunken ; 
rechts. 

8)*-- It 

+  0,00783 

—  0,05923 

+  0,05854 

unter  die  Tangente  gesunken ; 
etwas  links. 

•M—ir 

(Soheitel  über- 
schritten) 
—  0,01267 

4-  0,13248 

0 

wie  anfangs. 

10)  t=*^T 

—  0,08827 

+  0,04508 

4-  0,24406 

über  der  Tangente  und 
starker  rechts. 

«).-»r 

—  0,05427 

—  0,24097 

4-  0,16896 

unter  der  Tangente  und  noch 
weiter  rechts. 

12)  *  =  ^T 

4 

—  0,07587 

—  0,09797 

—  0,16678 

—  0,11739 

unter  der  Tangente 
und  links. 

13)t  =  ~T 
4 

+  0,18243 

0 

wie  anfangs. 

Die  constanten  Geschossabweichungen;  ihre  Ursachen  und  ihre  Berechnung.    263 

Damit  lässt  sich  in  der  oben  erwähnten  Bildebene  der  y  und  z  die 
Bahn  der  Protection  der  Geschossspitze  punktweise  construiren;  durch  Ver- 
kleinerung der  auf  Millimeterpapier  gezeichneten  Figur  ist  Fig.  66  entstanden. 


4t  **tUärt&nff^&6i<few*  Jutc&A  Ämw^ 


(**pw$*ffl» 


unÄ  SpUtu  AfSeocKoaooco. 
netto*,  &u*6*(»M*e*€  *«£uc0u  &&W$.  JLw«6  A  $<***$■ 

*  Pig.  66. 

Nach  dem  Früheren  kann  man  diese  Bahn  auch  erhalten,  indem  man  sie 
aus  einer  grösseren  Zahl  von  Kreisbögen  zusammensetzt;  dabei  hat 
man  fortwährend  den  Cirkel  zu  erweitern  und  den  Mittelpunkt  stetig  tiefer 
und  mehr  rechts  anzunehmen,  wie  oben  angegeben. 


2.  Beispiel. 

In  welcher  Zeit  vollendet   das   Geschoss   des    deutschen   In 
fanteriegewehrs  die  erste  ganze  konische  Pendclung? 

Es  ist 

_  P^  _  0,0147 
g  9,81 

B  =  0,004  m 

D  =  240  mm  =  0,24  m 

v0  =  610  m/sec; 
also 
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2*  •  610 


a, 


°  0,24 

h  —  ht  =  0,013 

0,0147  ■  0,004» 
C=0'8 9^1 

Mit  dem  Mittelwertb  v  =  500  m  wird 

_  2     C  •  a0  4  •  0,8  •  0,0147  •  8,14     610  .  0 

0,039  •  ü*    JR*    (Ä  —  Äj)         9,81  •  0,039  •  0,24  •  600*  •  0,013  ' 

Antwort:    In  ca.  %  Secunde. 

Einen  genaueren  Werth  von  T  erhielte  man  jetzt,  indem  man  diese 
Zeit  T  =  0,3  sec  benützt,  um  die  Endgeschwindigkeit  zu  ermitteln  und 
daraus  einen  genaueren  Näherungswerth  von  v  zu  erhalten,  und  so  kann 
man  fortfahren  (durch  ein  einmaliges  solches  Verfahren  ist  von  v  =  v0 
aus  der  Mittelwerth  v  =  500  m  als  erste  Näherung  geschätzt  worden). 

Zusammenstellung  der  Resultate. 

Die  Masseinheiten  seien  m;  kg,  sec;  und  es  bedeute: 
P  =  Geschossgewicht; 
m  =  Geschossmasse  = 


9,81' 

2JB=  Kaliber; 
v0  =  Anfangsgeschwindigkeit    der    Vorwärtsbewegung    des 

Geschosses; 
a0  =  Anfangsgeschwindigkeit    der    Rotation    desselben    um 
die  Längsachse;  wobei 

2«  •  v0         v0-  tgd        2it 


°  —      D      ~       R       —  t    ' 


D  =  Dralllänge  (in  m); 

d  =  Drallwinkel;   tg^  =  — ~\ 

t0  =  Zeit  für  eine  Umdrehung  des  Geschosses  um  seine  Achse; 
e  =  Abgangswinkel  im  Bogenmass  (also  =  Zahl  der  Grade 


mal  I8ö)  5 


f* 


=  Luftwiderstandscoefficient; 

Oma      a    Gewicht  von  1  cbm  Luft    ,     .    ,  ,    .  ^        ,      •     -i  • 

;Ü14  •  p  • -— bei    kleinen    Geschwindig- 
keiten bis  ca.  250  m/sec  aufwärts; 

n  Aon     a    Gewicht  von  1  cbm  Luft    ,     .  ~        .      .     , . 

=  0,059  •  p j^g bei  grossen  Geschwindig- 
keiten (ß  s.  in  Tab.  XIII;  für  Abgangswinkel  <  10°  ist  ß  =  1 
zu  nehmen); 
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C  =  Trägheitsmoment  des  Langgeschosses  um  seine  Längs- 
achse (durch  Schwingungsversuche  experimentell  zu 
bestimmen  oder  aus  dem  cylindrischen  Theil  und  dem 
spitzen  Theil  zu  berechnen;  zur  Annäherung  kurz 

C=0,8-^.i?); 

h  —  ht  =  Abstand  des  Schwerpunkts  von  dem  vorderen  Ende 
des  cylindrischen  Theils; 

ü=  Abstand  des  Schwerpunkts  und  der  Spitze 
Ferner  sei  zur  Abkürzung 

fl        B*7t 


6  = 


2        m 
an  •  C 


Qi=  ° 


tnfh  —  hj 


y  = l 


*  =  «  +  Yi  —  ?i  (!  +  v06t)* 

*  — 2ftyx(l  +v06t)* 

Die  Geschossachse  SA  führt  bezüglich  des  Schwerpunkts 
Kegelpendelungen  aus.  Denkt  man  sich,  man  folge  dem  flie- 
genden Geschoss  und  betrachte  die  Bewegung  der  Geschoss- 
spitze, so  ist  die  Bahn  der  Spitze  A  ein  Kreis,  dessen  Radius 
sich  stetig  vergrössert  und  dessen  Mittelpunkt  bezüglich  des 
fest  gedachten  Schwerpunkts  und  der  durch  die  Flugbahn- 
tangente ST  gelegten  Flugbahnverticalebene  stetig  rechts 
schief  abwärts  rückt  (in  derselben  Weise,  wie  bezüglich  der 
Erdoberfläche  eine  schwere  Masse  im  leeren  Baum  frei 
herabfällt,  nämlich  längs  einer  Neil'schen  Parabel).  Die  Pro- 
jection  A1  der  Geschossspitze  A  auf  eine  parallel  sich  ver- 
schiebende Coordinatenebene  der  y  und  z,  mit  Coordinateü- 
anfang  im  Schwerpunkt  S}  die  y-Achse  nach  rechts,  die  3-Achse 
nach  oben  positiv,  beschreibt  also  einen  veränderlichen 
Kreis,  dessen  Gleichung  ist: 

(#  —  H  a)2  +  (*  —  H  dy  =  W  •  (a*  +  62). 

Die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  sind 

y0  =  Ha  =  H.  2qi7i  (1  +  v06t)* 

zQ  =  H  •  S  =  H  •  [e  +  Vl  -  Vl  (1  +  v*6ty\ . 
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Der  Radius  ist   =H-Ya*  +  b*. 

Die  Zeit  T,  in  welcher  der  Kreis  einmal  beschrieben 
wird,  also  die  Dauer  einer  konischen  Pendelung,  ist  nähe- 
rungsweise 

T==  2    C    a0 


iL.«,«.Ä*(*-V' 


wobei  v  ein  Mittelwerth  der  Geschossgeschwindigkeit  wäh- 
rend der  konischen  Pendelung  ist;  oder  auch 


T  = 


2*  •  (Trägheitsmom.  um  d.  Längsachse)  -  (Winkelgeschw.  d.  Geschossrotation) 

(Mittelwerth  des  Luftwiderstands)  -  (Abstand  des  Schwerpunkts  vom  Angriffs- 
punkt der  LuftwiderBtandsresultanten) 


8.  Abschnitt. 

Mitberttcksichtigung  der  konischen  Geschosspendelung  in  der 
Näherungslösung  des  ballistischen  Problems. 

§30. 

Wenn  wir  uns  von  dem  Bestreben,  das  ballistische  Problem  immer 
genauer  zu  lösen,  also  immer  mehr  von  den  Abstractionen  nach  und 
nach  fallen  zu  lassen,  die  im  2.  Abschnitt  eingeführt  wurden,  weiter- 
hin leiten  lassen,  so  drängt  sich  uns  der  Gedanke  auf,  auch  in  der 
Lösung  des  Hauptproblems  der  Ballistik,  das  sich  auf  die  Projection 
der  Bewegung  des  Geschosses  in  der  Schussebene  bezieht,  die  koni- 
sche Pendelung  zu  berücksichtigen. 

In  analytische  Form  gekleidet  findet  sich  diese  allgemeinere  Auf- 
gabe bereits  in  der  1.  und  3.  Gleichung  (37)  des  §  28  vor;  nämlich 
in  den  Differentialgleichungen  für  die  Verticalprojection  der  Ge- 
schossbe  wegung : 

dt        l  +  v0at"TZ 
dt        l+v0at    '    & 

wobei  |  und  g  zu  ermitteln  sind  aus: 

(dj  V«        .    fr/       V  .      2v0j  \R>*    .fi/4,  ,  n     ,  nR*\ 

dt        (l  +  v0ct)'  -T  m\(l  +  v0ffO>'l"l  +  v0^/     2     rj»\8WiVBr    2/ 

Diese  Gleichungen  zeigen  einerseits,  dass  die  Verticalprojection 
der  Geschossbewegung  (also  die  Wurfweite  x  und  die  Flughöhe  z  in 
Function  der  Zeit  f)  von  der  konischen  Pendelung  abhängt,  —  was 
auch  von  vornherein  rein  physikalisch  einleuchtet;  denn  je  grösser  der 
variable  Winkel  a  ist,  welchen  die  Geschossachse  gegenüber  der  Flug- 
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bahntangente  in  jedem  Augenblick  bildet,  um  so  grösser  ist  der  Luft- 
widerstand — ;  andererseits  ersieht  man  aus  der  Betrachtung  dieser 
Gleichungen ,  welche  sowohl  von  einander  als  von  der  Bewegung  des 
Geschosses  senkrecht  zur  Flugbahnverticalebene  abhängen,  dass  sie  die 
Integration  nicht  zulassen. 

Folglich  bleibt  nichts  Anderes  übrig,  als  in  dem  Ausdruck  für 
den  Luftwiderstand  W  einen  Factor  hinzuzufügen,  welcher  den  Winkel 
a  enthalt: 

hier  hängt  %  von  der  Form  der  Ge- 
schossspitze ab;  f(v)  ist  eine  gewisse 
f%t&v«fo»k  Function  der  Geschwindigkeit!;.  Aber 
'  yj  s  a  selbst  hangt  nach  §  28  von  der  Bahn- 
geschwindigkeit v,  der  Rotations- 
geschwindigkeit a,  der  Geschosslange 
H}  den  Trägheitsmomenten  A  und  C} 
als  von  der  Masse  und  dem  Kaliber 
2R  ab,  so  dass  wir  haben 

Im  Einzelnen  hatten  wir  mit  unseren  früheren  Bezeichnungen  Folgendes: 

W=ii-f(v)-VQ*  +  Z* 


Fig.  67. 


WO 


Q  =  _  R  .  h  .  sin*  cc  -j — —  •  sin  a  •  (1  +  cos  a) 
Z  =  [—  sin2 «  +  y  cos*  a  + 


16 


cos  a  •  sin*  a  — 


(1  —  cos  a)  cos*  a 
2 


—  j^(l  —  3cos*a)  (2  —  cosa  —  cos8«)]  •  R2x, 


a  selbst  aber  hängt  von  #  und  ö  und  diese  von  der  Zeit  t  ab,  näm- 
lich es  ist  (vgl.  pag.  246)  cos  a  =  ; 

'*  =  — c+yi[(l  + ^tf^^-iJC1  —  cos^)  —  2(^,^(1  +i;0tfj)88injr( 

zur  Abkürzung  ist  dabei  gesetzt: 

pä'*. vöat        m     _  g 


2 


9i  = 


Ca 
t>0ro(A  —  Äj)' 


0  = 


2ro    ' 


3T2  = 


<?l(l  +  *„**)' 


n 


2*V 


Ein    solcher    Correctionsfactor    YQ*  +  Z*    des    Luftwiderstands- 
coefficienten,   hinzugefügt    zum   Zweck    der   Mitberücksichtigung    der 
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konischen  Pendelung,  darf  jedoch  keinesfalls  mit  der  Zeit  t 
variabel  angenommen  werden-,  denn  schon  ohne  Einrechnung  der 
Pendelung  war,  wie  wir  im  4.  und  5.  Abschnitt  sahen,  das  ballistische 
Problem  nicht  in  aller  Strenge  lösbar;  also  würden  die  Schwierig- 
keiten nur  vergrössert  werden. 

Folglich. muss  ein  mittlerer  Werth  von  a  zu  Grunde  gelegt  werden, 
wenn  überhaupt  auf  die  konische  Pendelung  Rücksicht  genommen 
werden  solL 

Es  liesse  sich  nun  daran  denken,  einen  mittleren  Werth  t  der 
Flugzeit,  also  denjenigen,  welcher  der  in  der  Praxis  am  meisten  ge- 
brauchten Schassweite  entspricht,  zu  Grunde  zu  legen;  mit  Hilfe 
dessen  einen  mittleren  Werth  von  8  und  o*  und  damit  von  «  aus  den 
obigen  Formeln  zu  ermitteln. 

Um  jedoch  die  Betrachtungen  dieses  Abschnitts  unabhängig  von 
§  28  zu  halten,  wollen  wir  die  Aufgabe  für  sich,  ausgehend  von  der 
Bewegung  des  Kreisels,  durchführen;  also  einen  Correctionafactor 
dadurch  in  der  Näherungslösung  des  Hauptproblems  einführen,  dass 
wir  die  Rotationsbewegung  des  Geschosses  als  unabhängig  von  der 
Translationsbewegung  betrachten.  Darin  liegt  allerdings  eine  erheb- 
lichere Vernachlässigung,  als  wir  sie  in  §  28  eintreten  liessen;  aber 
wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  einfacheren  praktischen  Ausdrücken. 

Wenn  ein  rotirender  Kreisel  (Fig.  08)  mit  der  Spitze  in  einem  festen 


Punkt  A  aufgesetzt  oder  in  der  Spitze  A  aufgehängt  wird,  so  fällt  er 
nicht  um,  sondern  führt  Pendelungen  aus,  falls  eine  gewisse  Bedingung 


270  Achter  Abschnitt. 

zwischen  Rotationsgeschwindigkeit,  Trägheitsmoment  um  die  Figuren- 
achse und  Entfernung  \  zwischen  Schwerpunkt  und  Spitze  erfüllt  ist. 
Diese  Betrachtung  lasst  sich  auf  den  vorliegenden  Fall  übertragen, 
wenn  der  Gegendruck  K,  welchen  das  Lager  auf  den  Kreisel  im  Punkt 
A  ausübt;  durch  den  Widerstand  ersetzt  wird;  den  das  um  seinen 
vgi.Koteii2.  festgedachten  Schwerpunkt  8  pendelnde  Geschoss  durch  die  Luft  erfahrt. 

Es  seien  (Fig.  69)  x}  y,  z  die  Coordinaten  eines  im  Baum  festen, 
durch  den  Schwerpunkt  S  gelegten  Coordinatensystems ;  die  z- Achse 
vertical.  1 17  £  seien  die  mit  dem  Geschoss  beweglichen  Coordinaten 
eines  Systems,  das  mit  dem  Geschoss  selbst  fest  verbunden  zu  denken 
ist;  dabei  die  £- Achse  positiv  von  8  nach  der  Geschossspitze  zu  ge- 
rechnet; die  beiden  anderen  senkrecht  darauf. 

Ferner  seien  die  Abkürzungen  eingeführt 

/\  /\  /\ 

«!  =  cos  (x  £);     «j  =  cos  (x  17);     o,  =  cos  (x  £), 

/\  /^  /^ 

ßx  =  cos(yg);     ßs  =  cos(yi?);     &  =  cos  (y  £),     analog  ylf  y2,  y8; 

wobei  man  hat 

af  -f-  ßi*  +  Y*  =  1         und  analog  die  andern  Gleichungen 
ßiYi  +  ß*Y%  +  ß*Y*  =  Q      »        »         »        »  v 

al  =  ß%Yz         ß*Y%  7;  n  v  »  » 

Wieder  mögen  pqr  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  3  be- 
weglichen Achsen  vorstellen,  und  die  3  Winkel  #,  9  und  $  seien 
folgendermassen  definirt: 

&  =  -$iz  Achse  5  Achse 

9  =  ^C  zwischen  der  Ebene  £#  und  a?-  Achse  (Bewegung  positiv  von 
der  -f-  X- Achse  nach  der  -f-  y- Achse) 

^  =  <£:  zwischen  der  Ebene  £*  und  der  £ -Achse. 

Dann   bestehen   die  Eul  er 'sehen   Beziehungen   Zwischen  den   Cosinus 
«1,8,3  0i,»t3  yi,*,»  nnd  den  Winkeln  fr,  9,  1>: 

cq  =  —  cos  9  •  cosq[>  •  cos  &  —  sin  9  •  sin  V 
«2  =  —  cos  9  •  sin  4>  •  cos  &  +  sin  9  •  cos  ^ 
Og  =       cos  9  •  sin  & 

ßi  =  —  sin  9  •  cos  4>  •  cos  #  +  cos  9  •  sin  # 
&  =  —  sin  9  •  sin  ty  •  cos  #  —  cos  9  •  cos  ^ 
/J8  =       sin  9  •  sin  & 
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yl  =  cos#  •  sin-fr 
y2  =  sin  1>  -  sin  # 
y8  =  cos  #. 

Sind  wieder  Ay  B}  C  die  Hauptträgheitsmomente  des  Geschosses 
resp.  um  die  £  y  £-  Achse ,  also  C  das  Trägheitsmoment  um  die  Längs- 
achse des  Geschosses,  A  =  B  dasjenige  um  eine  Senkrechte  dazu  durch 
S,  so  ist 


(i) 

(2) 
(3) 

(4) 
(5) 


A%  +  (C-B)q-r  =  W\-ys 


*■%  +  (* 
dr 


C)  -rp    =  —  W  •  ht  •  yt 


Cjt+(B-Ä).pq    =0. 

Daraus  folgt 

Äp2  +  Bq*  +  Cr2  =  —  2 TT  •  htys  +  c,     (Gleichung  der  leben- 
digen Kraft) 

4Pft  +  BQVs  +  ^Ts  =  ^>    (Flächensatz  für  die  #y-Ebene). 

Nun  ist  das  Geschoss  symmetrisch  um  die  Längsachse;   also  ist 


A  =  2?;  folglich  nach  (3)     C  •  -tt  =  0;    r  =  const;   und  (4)  und  (5) 
werden: 

(6)  Atf  +  f)  +  C*  ■■ 2-W-hlYi  +  c 

(7)  A(7tP  +  m)  +  0  •  yar  =  Clt 

oder  mit  Einführung  der  Winkel  &f  9,  ^,  also  mit 


d* 


y%p  —  YiZ  =  *™&hj 


dt 


YiV  +  Yrt  =  s^b'Tt7 


hat  man  statt  (6)  und  (7) 

(8)  ^.{Qi+8in*e-(g)2)+C.r»=-2.Tr.Al-coS*  +  C 

(9)  Asw*»-^  +  Cr  -cos  »  =  Ct. 

Jetzt  lassen  wir  die  gemachte  Annahme   von  der  Const  an  z  des 
Mittelwerths  von  &,  des  Winkels  zwischen  der  Geschossachse  und  der 

Ja 

Flugbahn tangente,  in  Kraft  treten;  nehmen  also  &  =  const;   -jr  =  0; 

so  wird  nach  (9)  -^  ebenfalls   eine  Constante,  d.  h.  die  Geschosspen- 
delung  erfolgt  mit  gleichmässiger  Winkelgeschwindigkeit. 
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dm 

Zur  Berechnung  dieser  Winkelgeschwindigkeit  -=j  der  Geschoss  - 

pendelung  lässt  sich  unschwer  eine  Gleichung  aufstellen: 
Man  hat 

y*P  —  ft?  — nn*  -^  =  0; 

dazu  (s.  o.)  yxp  +  y2q  =  sin*#  -£ ; 

aus  beiden  Beziehungen  folgt 

dq>  j  dop 

P  =  n-£   und   «=y,-^; 

diese  Werthe  in  (1)  oder  auch  in  (2)  eingesetzt,  gibt,  da 

g  =  const    und    *|  =  ^-.lf  ist; 

oder,  da  allgemein 

^  +  ry2  —  gy3     ist  und  jetzt    =  ry%  -  y5ys  •  ^? 
wird,  so  folgt 

es  heben  sich  2  Glieder  und  sodann  y2;  also  hat  man: 

(10)  ^.oo.*.(g)-Cf.r.5f--TF.»l 

als  Gleichung  zur  Berechnung  der  Winkelgeschwindigkeit  -^  der  koni- 
schen Pendelung.    Diese  liefert  zwei  Werthe 


^..x  d<p Cr  ±  YC*  r%  —  LA    W  \  cos fr 

Das  Imaginärwerden  dieser  Quadratwurzel  deutet  an,  dass  die 
Stabilität  des  Geschosses  nicht  bestehen  kann;  in  der  That, 
denken  wir  uns  Alles  unverändert,  nur  z.  B.  die  Rotationsgeschwindig- 
keit r  des  Geschosses  um  seine  Längsachse  kleiner  und  kleiner  wer- 
dend, so  wird  ein  Moment  eintreten,  wo  das  Geschoss  nach  hinten 
umschlägt. 

Die  Bedingung  der  Stabilität  ist  daher  die,  dass  C  V  gleich  oder 
grösser  als  4AWht  cos#  sein  muss. 

Wir  setzen  nun  ein  solches  Gewehr-  oder  Geschützsystem  voraus, 
bei  welchem  das  Geschoss  stabil  in  der  Luft  geführt  wird  und  bei 
welchem  die  flatternde,  pendelnde  Bewegung  der  Geschossachse  nicht 
sehr  beträchtlich  ist.    Für  den  Grenzfall  ist  C%ri=\AWhi  cos#  oder 
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Erinnert  man  sich  an  das  Analogon  des  Kreisels,  so  erkennt  man, 
dass  hier  #  nichts  Anderes  ist,  als  unser  obiges  a,  nämlich  der 
Winkel  zwischen  Geschossachse  und  Bahntangente.  Halten  wir  also 
die  obigen  Annahmen  bezüglich  der  Geschossstabilität  fest,  so  können 
wir  diesen  Ausdruck  für  &  (jetzt  wieder  mit  a  bezeichnet)  in  dem 
früheren  Ausdruck  für  den  Luftwiderstand  W=YQ*-{-Z*  verwen- 
den. Durch  Reihenentwicklung  und  Weglassung  der  Glieder  von  der 
3.  und  von  höherer  Ordnung  wird 

also 

(13)  W=  -£-•/(»)  •  JP*  •  "Kl  +  2a». 

Cr* 
Hierin  den  Werth  cosa  =  .  A    „r  ,  .  wo  W  einen  constanten  Mittel- 

4-4.  •  W  -Äj7 


a» 


werth  vorstelle,  eingesetzt,  erhält  man,  da  cosa  =1  —  —  +       ist, 


Hier  enthält  (i  die  Luftdichte  und  einen  Coefficienten,  der  von 
der  Form  der  Geschossspitze  abhängt,  den  sog.  Formcoefficienten. 

Wenn  wir  also  jetzt  wieder  die  Vallier'sche  Bezeichnung  ver- 
wenden: 

Luftwiderstand  W        B*     S      ~,  N 

Geschossmasse  P      l     ' v  n 

so  erkennen  wir  Folgendes: 

Es  ist  hier  *  =  Gewicht  von  1  cbm  Luft:  1,206;  2R  =  Kaliber 
in  m;  P  =  Geschossgewicht  in  Tonnen;  f(v)  die  Widerstandsfunotion, 
welche  die  Abhängigkeit  von  der  Geschwindigkeit  angibt;   und  nach 

Vallier  ist  A  oder    .-  abhängig  von  der  Form  der  Geschossspitze. 

Jetzt  haben  wir  also  y  zu  betrachten  als  Product  eines  Form- 
coefficienten j-    oder   i0  und    eines   Stabilitätsfactors,    angegeben 


X 


o 


durch  die  obige  Quadratwurzel,  folglich 


±_*L  Vi --- 


Nun  ist  hier  Wm  ein  Mittelwerth  des  Luftwiderstands,  z.  B.  bei  An- 
nahme des  quadratischen  Gesetzes  gleich  0,0394  •  ä  •  JPsr  •  t^;  ferner 
ist  r  (früher  mit  a  bezeichnet),  die  Rotationsgeschwindigkeit  des 
Geschosses   um   die   Längsachse;   r   bleibt    nahezu    constant    und    ist 

Gram,  BaLlittlk.  18 
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=  v°  '£    ,  wobei  2/  =  Drallwinkel  ist;  vm  ist  gleich  v0  •  /*(*m),  wo  f(tm) 

ein  Mittelwerth  der  Fingzeit  ist,   also   hebt  sich   t>02  und  wir  haben, 

l 


wenn  wir  die  Constante 


6  •  0,039  •  f(tj 


durch   einen  Factor  x  bezeich- 


nen,  auch  mit  anderer  Bedeutung  von  A0  statt  -r-  einfach  Xq  schreiben: 


(13) 


* 


Für  hx  haben  wir  dem  Früheren  zufolge  den  Abstand  zwischen 
Schwerpunkt  und  vorderem  Ende  des  cylindrischen  Theils  zu  nehmen; 
C  ist  das  Trägheitsmoment  um  die  Längsachse;  A  dasselbe  um  eine 
Achse  durch  den  Schwerpunkt  senkrecht  zur  Längsachse.  Letztere 
Grossen  C  und  A  berechnen  wir  für  die  Form  des  Infanteriegeschosses. 

Im  Folgenden  sei  die  Länge  des  cylindrischen 
Theils  mit  h7  die  Gesammtlänge  mit  H,  das  Ka- 
liber mit  d,   das  halbe  Kaliber  wie  bisher  mit  B 
^    bezeichnet  (Fig.  70).    Zunächst  handelt  es  sich  um 
die  Lage  des  Schwerpunkts. 

Der  Schwerpunkt  des  cylindrischen  Theils  mit 
4$   dem  Volumen  R*ith  liegt  in  der  Mitte  von  A;  der- 
jenige des   ovalen  und  als  Halbkugel   berechneten 

sis  desselben;  für  die  Entfernung  x  des  Gesammt- 
schwerpunkts  von  der  Mitte  des  cylindrischen  Theils 
hat  man  sonach 

=  JR.4*+8*. 


If 


2& 

Fig.  70. 


IPx  •  h   x  =  |  R'x  •  (-*  +  |  B  -  x) ; 
also  ist 


x 


12Ä  +  8Ä> 


,  h         4JBÄ  +  8JB" 

*i  =  y  — 


6A'  — SÄ* 


12Ä  +  8E  12Ä+8.B 

Ferner  ist  das  Trägheitsmoment  C,  berechnet  als  Summe  der 
Trägheitsmomente  des  cylindrischen  und  des  ovalen  Theils  (die  mittlere 
Dichte  mit  s  bezeichnet): 

C  =  (R'xh  •  ^  +  y  B8*  .  ^)  .  s. 

Ebenso  das  Trägheitsmoment  ii  um  eine  Rotationsachse  durch 
den  Gesammtschwerpunkt  senkrecht  zur  Längsachse, 

6Ä»  —  SUV 


^-[*-»s+?)+:-*-{t*+(; 


12Ä  +  812 


))]■«■ 
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Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  wird 

± i_ 

i  ~  *0  ' 

tg*J  •  B'n*  •  *«[*'  y  +  ±  JB»]f 

*äHHi2+t)+Tä{T*  +(i2Ä  +  o)  )>— TÄ+8B- 

Reducirt  man,  dividirt  sodann  im  Nenner  und  Zahler  mit  JR6  und  be- 

h. 
zeichnet  -^  mit  m9  so  folgt 


(")     T-f'    /l  — 


w~<s+s) 


A0      1/  r     /m1  .    1\    .    2    f  2    .    /  6«»-  3\«n  6m1— 8 


[-(S+t)+*G+(£3))J 


12m +  8 


Die  Ooefficienten  A0  und  x  wird  man  am  besten  beide  aus  der 
Erfahrung  ermitteln,  wozu  also  eine  erste  und  eine  zweite  Reihe  von 
Angaben  über  X}  d,  tn,  s  nothwendig  ist 

Hierzu  wurden  die  Angaben  der  Gewehrfabrik  von  Mauser  in 
Oberndorf  benutzt,  welcher  für  mehrere  der  kleinkalibrigen  Gewehre 
die  Trefipunktslagen  bei  möglichst  ruhiger  Luft  bis  auf  2000  m  Ent- 
fernung hat  erschiessen  lassen: 

Z.  B.  1)  für  das  deutsche  Infanteriegewehr  M/88  mit  2JR  =  7,9  mm; 

v0==  625,7  m/sec;  P=  14,8  g;  -^  =  0,925,  fand  sich  als  Abgangs- 
winkel a  für  die  Schüsse  mit  X  =  600  m,  a  =  0°  38£';  dabei  Baro- 
meterstand 719  mm;  Thermometer  -f~  12°;  relative  Feuchtigkeit  82%; 
also  *  =  0,9656;  somit  gilt  die  Gleichung  (vgl.  §  15  und  §  44) 

ein 2a  _         sin (1°  17')  _,,  ,     „ne,   v         ,  ,         aaqh 

~X~  =  * '  6oo      "  *  (a  5  625^)5    aho    a  =  448>75 

hier  ist 

, X         . 3    cos  a  •  P 

a  —  ~J^     c  —  a-    *.jB«   i 

somit 

i_  *X 0,96*  •  600  i       _iqqß. 

A  —  P  ~  0,986  •  cos  (0°  38'  80")  •  448,7  '     **<*>  >°  "' 

analog  findet  sich    ^^  =  1,210;    A1800  =  1,123. 

Hierbei   war    H  ==  30,8  mm;    Dralllänge   D  =  240  mm;    daraus 

tg  <d  =     *    '   ;  s  fand  sich  als  Mittel  von  3  Messungen  mit  Hilfe  des 

Pyknometers  =  10,30. 

2)  für  das  spanische  Gewehr  System  Mauser,  mit  Kaliber  7,0  mm; 
Vq  =  705,6  m;  D  =  220mm;  P=  11,2  g;  H=  30,8  mm;  Vibrations- 
winkel =  +  0,0021;  fand  sich  z.  B.  A1800  =  1,059. 

18* 
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3)  ftr  das  türkische  Gewehr  M/90  mit  2.8=  7,65  mm;  v0  =  657,2  m; 
D  =  250  mm;  P  =  13,7  g;  H  =  30,8  mm;  Vibrationswinkel 
=  +  0,0013;  fand  sich  A^  =  1,102  u.  s.  f. 

In  dieser  Weise  wurde  für  eine  Reihe  von  Gewehrsystemen 
neuerer  Construction,  welchen  aber  durchweg  dieselbe  Form  der 
Geschossspitze  zukommt  und  aus  welchen  ohne  Ausnahme  Bleigeschosse 
mit  vernickeltem  Stahlmantel  geschossen  werden,  der  Werth  von  A 
fiir  die  Schussweiten  600,  1200,  1800  m  berechnet.  Nicht  immer, 
aber  meistens,  nahm  bei  demselben  Gewehr-  und  Geschosssystem  der 
Werth  von  A  mit  der  Entfernung  ein  wenig  ab,  von  600  bis  1800  m 
Schussweite. 

Für  die  Berechnung  der  Coefficienten  A0  und  x  aus  der  Erfahrung 
würden  nun  die  Angaben  f&r  A,  J,  s,  w  bei  zwei  verschiedenen 
Gewehrsy steinen  genügen;  indess  wurden  die  sämmtlichen  Angaben 
benutzt  und  dann  wurde  graphisch  ausgeglichen.  So  fand  sich  —  die 
näheren  Zahlenrechnungen  mögen  ihres  elementaren  Charakters  wegen 
unterdrückt  werden  — ,^  =  0,9205;  x=  33,665.  (Dabei  soll  hinzugefügt 
werden,  dass  es  keineswegs  ausgeschlossen  ist,  durch  weitere  Beobach- 
tungen die  Coefficienten  A0  und  %  noch  genauer  festzulegen.) 

Resultat. 

In  dem  Gleichungensystem  für  die  Lösung  des  speciellen 
ballistischen  Problems  (5.  Abschnitt  §  15  und  13.  Abschnitt 
§  44)  kann  man  die  konische  Pendelung  des  Geschosses,  also 
vor  allem  den  Einfluss  von  Drall  und  Geschosslänge  da- 
durch   näherungsweise    mitberücksichtigen,    dass    man    den 

Factor    A    oder     — ,   welcher   früher   als    allein   von   der   Ge- 

schossspitze  abhängig  angesehen  wurde,  bei  einem  Wechsel 
von  Drall  oder  Geschosslänge  oder  von  beiden  aus  der  Glei- 
chung berechnet: 


±_±/|/l_,.VfL». 

I  X0     V  L        *         M 

Hierbei  ist 

d  -  Drall  Winkel;      tg^f  =  ^*£  j,  <J**L»L»> , 

'         °  (Dralllänge  in  m) 

s  =  durchschnittliches     specifisches    Gewicht    des    Ge- 
schosses, 

2H—d 

W  =  ; f 
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H=  Gesammtlänge  des  Geschosses  (m) 
d  =  Kaliber  „  „  (m). 

Obige  Gleichung  ist  für  die  gegenwärtig  üblichen  klein- 

kalibrigen  Infanteriegeschosse  und   für  die  grössten  in  der 

Praxis   vorkommenden  Schussweiten   (ca.  1200  m)  abgeleitet; 

hierfür  ist: 

A0=    0,9205 

x  =  33,665. 
(Für  Geschosse  mit  anderer  Form  der  Spitze  sind  die  Werthe 
von  A0  und  x  wie  oben  aus  der  Erfahrung  besonders  zu  be- 
stimmen; für  Artilleriegeschosse  hat  man  auf  die  ursprüng- 
liche Gleichung  (12)  dieses  Abschnitts  zurückzugehen  und 
A,  C}  \  für  den  betreffenden  Fall  zu  berechnen.  Falls  das 
Geschoss  sich  während  des  Flugs  überschlägt,  gilt  die  Glei- 
chung nicht  mehr). 

Hilfstabelle  zur  Berechnung  von  M. 


m 

M(m) 

1,174 
2,727 
2,777 
3,219 
4,249 
6,167 
6,111 
8,038 
9,638 

Diff. 

m 

M(m) 

Diff. 

3,00 

4,00 

4,036 

4,60 

6,00 

6,60 

6,00 

6,91 

7,60 

1,663 

0,06 

0,442 

1,030 

0,918 

0,944 

1,927 

1,496 

0,778 

7,80 
8,183 
8,609 
8,80 
9,00 
9,60 
9,666 
9,80 
10,0 

10,806 
11,967 
12,668 
18,160 
18,712 
16,272 
16,810 
'     16,248 
16,916 

1,661 
0,601 
0,692 
0,662 
1,660 
0,688 
0,438 
0,668 

1.  Beispiel. 

Für    Kaliber    d  =  6,6  mm    sei    J5r=30,6mm;    D  =  222  mm, 

=  10,31  gegeben.     Gesucht  X. 

,-.         .   i                  2J? — d         _  ..        __         ..  _rt_        .       .        8.1416-6,6 
Es  wird     m= — ^ =8,41;     -Bf  =  11,989;     \%A=    '   2g2    ' 

=  0,09198.  

X  =  0^206  '   V  1  _  33'665 11,989 > 

X  =  1,082. 

2.  Beispiel. 

Gegeben   d  =  6  mm;    H  =  27,4  mm;     D  =  165  mm;     s  =  10,23. 

Es  wird  w==  8,133;     Jlf=ll,957;     tg^=0,11424; 

1               *          lA          ^flfiS      0,H424»  •  10,23 
T  =  Ö^2"Ö6  "   V  1  _  33>665 ^^ ' 


11,967 


X  =  1,165. 


9.  Abschnitt. 

Fortsetzung.  Ueber  wahre  und  reducirte  Querschnittsbelastung. 
Bedingung  fttr  die  Stabilität  des  Geschosses  während  seines  Flugs 

durch  die  Luft.     Grad  der  Stabilität. 

§31. 

1)  Die  Untersuchung  des  vorhergehenden  Abschnitts  steht  im 
engsten  Zusammenhang  mit  der  Frage  nach  der  genaueren  analyti- 
schen Formulirung  eines  Begriffs,  der  in  der  praktischen  und  theore- 
tischen Ballistik  eine  hervorragende  Bolle  spielt,  des  Begriffs  der 
Querschnittshelastung. 

Die  Querschnittsbelastung  eines  Geschosses,  meist  definirt  als  das 

P 

Verhältniss  =-  von  Geschossgewicht  P  und  Geschossquerschnitt  i?« 

senkrecht  zur  Geschosslängsachse,  bietet  in  der  That  (neben  andern 
Grossen,  wie  Rasanz  der  Flugbahn,  bestrichener  Raum,  Treffsicher- 
heit etc.)  ein  bequemes  Mittel  dar,  um  ein  Urtheil  über  die  Güte  eines 
Gewehr-  oder  Geschützsystems  zu  erhalten.     Denn  da  die  Verzögerung 

—  T*  des  Geschosses  in  seiner  Bahn,  abgesehen  von  der  Schwerkraft, 

gleich  dem  auf  das  Geschoss  in  seiner  augenblicklichen  Bewegungs- 
richtung ausgeübten  Widerstand  dividirt  durch  die  Geschossmasse  ist, 
und  der  Widerstand  proportional  der  Luftdichte  d,  dem  Geschossquer- 
schnitt R*7t  und  einer  Function  f(v)  der  Geschwindigkeit,  so  hat  man 


dv  d  •  g  •  R*n 


dt 


x 


/"("); 


also  ist  bei  gleicher  Geschwindigkeit  und  gleichen   meteorologischen 

Verhältnissen  die  Verzögerung  des  Geschosses  um  so  kleiner, 

P 
je  grosser  -™-  ist.    Man  wird  also  auf  eine  möglichst  grosse  Quer- 
schnittsbelastung ausgehen. 

Dazu  muss  jedoch  noch  hinzugefügt  werden,  dass  diese  Betrach- 
tung im  Grunde  genommen  nur  dann  zutrifft,  wenn  die  Luftwiderstand»- 
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resultante  in  der  Längsachse  des  Geschosses  gerichtet  ist  (s.  erste 
Figur  71).  Thatsächlicli  aber  muss  bei  jedem  um  seine  Längsachse 
rotirenden  Langgescboss  konische  Pendelung  eintreten;  also  wird,  ausser 
unmittelbar  vor  der  Mündung,  niemals  die 
Resultante  des  Luftwiderstands  genau  ent-  t 

lang   der  Längsachse  gerichtet   sein,   son-  « ^ — 

dem  sie  wird   stets  einen  kleineren  oder  ^'lt 

grösseren  Winkel  a  damit  bilden.  Denken 
wir  uns  nun  die  Umhüllungsfläche, 
welche  entsteht,  wenn  parallel  zu  dieser 
Resultanten,  also  zur  Flugbahntangente, 
Berührungsebenen  an  das  Geschoss  gelegt 
werden,  und  nehmen  wir  den  Querschnitt 
dieser  Fläche  senkrecht  zur  Tangenten-  üA.it{(&), 

richtung,  statt  wie  vorhin  den  Querschnitt  n*  n. 

des  Geschosses  senkrecht  zu  dessen  Achse, 

so   erhalten   wir    offenbar    die   wirkliche   Belastung  des    Querschnitts. 
Wenn  dieser  Querschnitt  der  Umhüllungsfläche,  welcher  von  dem 
Winkel  a   zwischen  GeBchossachse   und  Tangente   abhängig  ist,  mit 
B*n  ■  f(a)  bezeichnet  wird,  so  wollen  wir 

■fil — 7—;  die  wahre  Querschnittsbelastung, 
dagegen 

=—         „     reducirte  „ 

nennen,  nämlich  reducirt  auf  den  Fall,  dass  ideale  Stabilität  ohne  jede 
konische  Pendelung  vorhanden  wäre,  also  die  Längsachse  durchweg  in 
der  Richtung  der  Flugbahntangente  läge. 

J7-:  möge  das  Stabilitätsverhältniss  heissen;  dies  ist  ein 
echter  Bruch,  der  im  Idealfall  «  =  0  seinen  Maximalwerth  1  annimmt) 
und  dessen  kleinstmögUcher  Werth  für  a  =  90°  von  den  Dimensionen 
des  Geschosses  abhängt;  der  ungünstigste  Fall  von  Stabilität  wird 
dann  vorhanden  sein,  wenn  das  Lauggeschoss,  im  Begriff,  nach  hinten 
überzuschlagen,  in  Querstellung  durch  die  Luft  fliegt,  mit  der  Längs- 
achse senkrecht  zur  Bewegungsrichtung;  ist  die  Länge  des  cylindri- 
schen  Theils  A,  das  Kaliber  d  =  2.B,  so  ist  in  diesem  Fall  das  Sta- 
bilitätsverhältniss annähernd,  (die  genauere  Berechnung  s.  pag.  280) 


2Rh+  %B»m 
Z.  B.  für  ein  Geschoss  von  6  mm  Kaliber  und  32  mm  Geschoss- 
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länge  ist  in  diesem  Fall  das  Stabilitätsverhältniss  rund  =  y;  also  die 

wahre  Quer  schnitt  sbelastung  nur  der  7.  Theil  der  reducirten. 

Für  dieses  Stabilitätsverhältniss  T,^  lässt  sich  leicht  ein  mathe- 

/w 
matischer  Ausdruck  aufstellen: 

Nach  dem  im  8.  Abschnitt  Ausgeführten  müsste  die  Geschoss- 
achse dann  genau  in  der  Richtung  der  Bahntangente  liegen,  wenn 
a  =  0  d.  h. 


V*-V*-r£S: 


m    *l 


=  1 


würde;  dieser  ideale  Fall  würde  dann  vorhanden  sein,  wenn  der  aus  der  Be- 
obachtung von  Abgangswinkel  und  Schussweite  ca.  1200  m  erhaltene  Werth 

von  A  —  Y&  •  0,9205  =  2  würde.  Folglich  ist  das  Stabilitätsverhält- 
niss  =  ^  ;  dabei  bestimmt  man  X  entweder  aus  Abgangswinkel  und 
Schussweite  oder  berechnet  man  l  direct  nach  pag.  276  und  277. 

Resultat. 

Um  die  wahre  Querschnittsbelastung  eines  Langgeschosses 
während  seines  Flugs  durch  die  Luft  zuerhalten,  multiplicirt 

t  j      •    i     s\  t_    'j.x   v    i      .  /    Geschossgewicht    \ 

man  die  reducirte  Querschnittsbelastung  IflT-rrrr c— "ttI 

^  °   vGescnossquerschmtt/ 

mit  dem  Stabilitätsfactor  -j.     Letzteren    Factor   erhält   man 

entweder 

a)  empirisch  folgendermassen:  Man  beobachtet  den  durch- 
schnittlichen Winkel  a  zwischen  Geschossachse  und  Tangente 
durch  Betrachtung  des  Durchschlags  auf  der  Fapierscheibe 
und  nimmt  sodann  den  Stabilitätsfactor 
J_=  . l 

1/  -—8in,a  +  C08,a+— cosa  sin4« — (1  —  C08a)c0B'a  — — (1— 8cos,a)(2 — cosa — cos'a) 


+  LirSn  si»' «  +  y  8i^a (1  +  cos a)J 


%> 


wobei  212  das  Kaliber,  h  die  Länge  des  cylindrischen  Theils  ist; 

die  folgende  Tabelle,  welche  von  Herrn  Major  Freiherrn  von  Zed- 

litz  nach  den  Kummer'schen  Formeln  pag.  162  berechnet  und  dem 

Verfasser  zur  Veröffentlichung  übergeben  wurde,  gibt  die  Werthe 

des  Nennerausdrucks ,   also   die  Werthe   von  f  für  verschiedene 

Werthe  von  a  und  verschiedene  Werthe  von 

h  h    Länge  des  cylindrischen  Theils 

~d~2B  Kaliber 
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Tabelle  für  f(a). 


T- 


4-M 


*-' 


»-M 


4=< 


a«0° 

6° 

6° 

7° 

8° 

9° 
10° 

10°  80' 
11° 

11°  30' 
12° 

12°  30' 
18° 

13°  30' 
14° 

14°  30' 
16° 

16°  20' 
15°  40' 
16° 

16° 20' 
16°  40' 
17° 

17°  20' 
17°  40' 
18° 

18°  20' 
18°  40' 
19° 

19°  20' 
19°  40' 
20° 

20°  20' 
20°  40' 
21° 

21°  10' 
21°  20' 
21°  80' 
21°  40' 
21°  60' 
22° 

22°  10' 
22°  20' 
22°  30' 
22°  40' 
22°  60' 
28° 

28°  10' 
23° 20' 
28° 80' 
28°  40' 
28°  60' 
24° 


,000 
,000 
,004 
,008 
,014 
,020 
,028 
,082 
,038 
,044 
,060 
,068 
,064 
,072 
,080 
,090 
,100 
,106 
,114 
,122 
,180 
,188 
,146 
,164 
,164 
,174 
,184 
,194 
,204 
,216 
,226 
,238 
,260 
,262 
,274 
,280 
,286 
,292 
,298 
,806 
,312 
,318 
,826 
,332 
,340 
,346 
,364 
,860 
,368 
,376 
,382 
,890 
,898 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


,000 
,000 
,006 
,010 
,016 
,024 
,034 
,040 
,046 
,064 
,062 
,070 
,078 
,088 
,100 
,112 
,124 
,132 
,142 
,160 
,160 
,170 
,180 
,192 
,202 
,214 
,226 
,238 
,262 
,264 
,278 
,292 
,306 
,320 
,336 
,344 
,360 
,868 
,866 
,874 
,382 
,390 
,898 
,406 
,416 
,424 
,432 
,442 
,460 
,468 
,468 
,476 
,486 


1,000 
1,002 
1,006 
1,012 
1,020 
1,028 
1,040 
1,046 
1,064 
1,064 
1,074 
1,084 
1,094 
1,106 
1,120 
1,134 
1,148 
1,168 
1,168 
1,180 
1,190 
1,202 
1,214 
1,228 
1,240 
1,264 
1,268 
1,284 
1,300 
1,814 
1,382 
1,348 
1,366 
1,882 
1,400 
1,410 
1,418 
1,428 
1,488 
1,446 
1,466 
1,466 
1,476 
1,484 
1,496 
1,606 
1,614 
1,626 
1,636 
1,646 
1,666 
1,666 
1,676 


1,000 

1,007 

1,008 

1,014 

1,022 

1,034 

1,048 

1,066 

1,064 

1,076 

1,086 

1,098 

1,112 

1,124 

1,140 

1,166 

1,172 

1,184 

1,196 

1,208 

1,222 

1,236 

1,260 

1,266 

1,282 

1,298 

1,314 

1,332 

1,348 

1,366 

1,386 

1,404 

1,424 

1,442 

1,464 

1,474 

1,484 

1,494 

1,604 

1,616 

1,626 

1,638 

1,648 

1,660 

1,670 

1,682 

1,694 

1,604 

1,616 

1,628 

1,640 

1,662 

1,664 

1 

1,000 
1,004 
1,010 
1,016 
1,026 
1,038 
1,064 
1,062 
1,072 
1,084 
1,096 
1,110 
1,126 
1,142 
1,160 
1,178 
1,198 
1,212 
1,226 
1,242 
1,266 
1,272 
1,290 
1,306 
1,824 
1,842 
1,362 
1,380 
1,400 
1,420 
1,440 
1,462 
1,484 
1,606 
1,628 
1,638 
1,660 
1,662 
1,672 
1,684 
1,696 
1,608 
1,622 
1,634 
1,646 
1,660 
1,672 
1,686 
1,700 
1,712 
1,726 
1,740 
lt766 
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*    . 

h        _  _ 

h 

h 

h 

d 

T  =  3,6 

T-4 

T  =  4,6 

7  =  5 

a  =  24°  10' 

1,406 

1,494 

1,586 

1,676 

1,770 

24°  20' 

1,414 

1,504 

1,598 

1,688 

1,784 

24°  30' 

1,422 

1,512 

1,608 

1,702 

1,798 

24°  40' 

1,430 

1,522 

1,618 

1,716 

1,814 

24°  50' 

1,438 

1,532 

1,630 

1,728 

1,830 

26° 

1,446 

1,542 

1,640 

1,742 

1,846 

Z.  B.  f&r  a  =  21°  und  -r  ==  4  ist  f=  1,400;  oder  anders  aus- 
gedrückt, wenn  die  Geschossachse  mit  der  Tangente  einen  Winkel 
von  21°  bildet,  so  ist  der  Luftwiderstand,  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen, 1,4  mal  grosser,  als  wenn  die  Geschossachse  mit  der  Tan- 
gente zusammenfiele. 

b)  Falls  die  vorhergehende  empirische  (und  als  solche 
auch  sicherste)  Methode  unmöglich  ist,  berechnet  man  nach 
§  15  oder  auch  §  44  den  Factor  A  aus  Abgangswinkel,  Schuss- 
weite 1200  m  und  Anfangsgeschwindigkeit  t?0,  man  hat: 

sin  (doppelt.  Abgangswinkel) 


Schussweite  X 
die  Tabelle  Nr.  XX  gibt  a';  wobei 

,       X 
a  = 

also 


<&>';  v0)] 


f 


c  = 


IP 


9  B 


1> 


-         X   S   JB» 

A   =   7— in » 

wo  X=  Schussweite  (m);  d=  Gewicht  von  1  cbm  Luft  (kg): 
1,206,  2B  =  Kaliber  (m),  P  =  Geschossgewicht  (tonn.);  so  hat 
man  X  und  setzt  sodann  den  Stabilitätsfactor  (für  1200  m) 

_L_  A 

f   ~   2  ' 

Direct  erhält  man  A  mittelst  der  Formel  von   Abschnitt  8 


T  -  öjfes  •  V' -*>•«*  ^ 


aus  Drallwinkel  ^/,  specifischem  Gewicht  s  und  m  —  — -? — ; 

J7=  Gesammtlänge   und  d  =  Kaliber  des    Geschosses  (beide 
in  derseben  Masseinheit  gegeben). 

Dieses  letztere  Rechnungsverfahren  ist  jedoch  nur  für 
Infanteriegeschosse  der  gegenwärtig  üblichen  Spitzenform 
giltig. 
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Beispiel. 

Was  ist  die  wahre  Querschnitsbelastung  des  deutschen  In- 
fanteriegeschosses M/88  für  die  Schussweiten  600,  1200,  1800m? 
Geschossgewicht  =  14,8  g;  Kaliber  8  mm. 

Nach  pag.  275  fand  sich  aus  Abgangswinkel  und  Schussweite  A1200  =  1,21 5 
(die  Berechnung  nach  obiger  Formel  gibt  mit  m  =  6,91  und  tg  d  =  0,1033, 

X^n  =  1,239;)   also  ist  für  1200  m  y-  =  -^  =  0,605  5    für   die    Mün- 
dung ist  naturgemäss  -7-  =  1 ;  rechnet  man  proportional,  so  ist  für  600  m 

resp.  1800  m  -j  =  0,605+ ~ — 1   a^80  0»®  ^P-   0>*S    a^so    ^t   ^e 

wahre  Querschnittsbelastung 

14-  8 

för     600  m  Schussweite     =    t    '      •  0,8  =  0,2355  g  pro  qmm 


„    1200  „  =  p^  •  0,6  =  0,1767 

»    180°  »  =  l¥£ü  "  °'4  =  °'1178 


n 


v 


14  8 

während    die   reducirte    =  A ,    '  -2  =  0.2944    ist.      (Im   Abstand    600  m 

würde  darnach  vermöge  obiger  Tabelle  der  Winkel  zwischen  GeschoBsachse 
und  Tangente  =  ca.  18^-  Grad  betragen;  doch  ist  diese  umgekehrte  Schluss- 
folgerung aus  der  Theorie  wenig  zuverlässig.) 

2)  Wie  es  eine  obere  Idealgrenze  für  die  Stabilität  des  Geschosses 
gibt,  so  gibt  es  für  dasselbe  eine  untere  Grenze,  mit  deren  Ueber- 
schreitung  das  Geschoss  nach  hinten  umschlägt  und  mit  dem  Boden- 
theil  voran  fliegt;  ähnlich  wie  ein  Kreisel  unter  gewissen  Umständen 
umfallt.  Wir  suchen  die  Bedingung  zwischen  Kaliber  222,  Ge- 
schosslänge JET,  Dralllänge  D  und  specifischem  Gewicht  s  des 
Geschosses  dafür  auf,  dass  das  Geschoss  bei  seinem  Flug 
durch  die  Luft  seine  Stabilität  behält. 

Diese  Bedingung  fand  sich  im  8.  Abschnitt  zunächst  in  der  fol- 
genden Form:                         _             C*-r* 
°  cosd  = 


dabei  war  d  der  Winkel  zwischen  Geschossachse  und  Flugbahn- 
tangente; r  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation   des  Geschosses 

um  die  Längsachse  (wobei  r  =   °  j?    ,   J  =  Drallwinkel);  C  und  A 

die  Trägheitsmomente  um  die  Längsachse  resp.  um  eine  Senkrechte 
dazu  durch  den  Schwerpunkt;  Wm  ein  Mittelwerth  des  Luftwiderstands; 
%!  der  mittlere  Abstand  zwischen  Schwerpunkt  und  Angriffspunkt 
der  Luftwiderstandsresultanten. 

Dies   gibt  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Drallwinkels  J. 
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Zugleich  sieht  man  aber  Folgendes:  Wollte  man  diesen  Winkel  so 
festlegen,  dass  für  irgend  eine  bestimmte  Schussweite  gerade  die  durch 
obige  Gleichung  angegebene  untere  Grenze  der  Stabilität  des  Ge- 
schosses erreicht  wäre,  so  hatte  man  für  jede  Schussweite  eine 
andere  Dralllänge  nothwendig.  Die  Stabilität  des  Geschosses  nimmt 
während  des  Flugs  fortwährend  ab;  der  Winkel  &  zwischen  Geschoss- 
achse und  Tangente  nimmt  in  periodischen  Schwankungen  zu,  die 
Rotationsgeschwindigkeit  des  Geschosses  um  seine  Längsachse  nimmt 
etwas  ab,  bis  jene  Grenze  erreicht  ist,  wo  das  Geschoss  auf  dem 
Punkt  steht,  nach  hinten  überzuschlagen.  Soll  Letzteres  gerade  dann 
der  Fall  sein,  wenn  das  Geschoss  am  Ziel  angelangt  ist,  so  hätte  man 
für  jede  Schussweite  und  jede  Luftdichte  wieder  eine  andere  Bedingung 
zwischen  H,  B,  s,  d.  Dies  ist  nun  aus  praktischen  Gründen  natür- 
lich ausgeschlossen.  Vielmehr  ist  diese  Bedingung  so  festzulegen,  dass 
noch  für  die  grösste  in  der  Praxis  verwendete  Schussweite 
das  Geschoss  stabil  ist. 

Folglich  verfährt  man  am  besten,  wenn  man  die  in  der  obigen 
Gleichung  vorkommenden  Mittelwerthconstanten  in  einem  einzigen  Factor 
\i  vereinigt  und  diesen  Factor  aus  der  Erfahrung  bestimmt,  also 
nach  dem  Früheren  schreibt: 

tg*^  =  ftT; 

p  bestimmen  wir  aus  Verhältnissen,  welche  sich  durch  längere  Erfah- 
rung gut  bewährt  haben;  nämlich  aus  denen  des  Infanteriegewehrs 
M/71,  mit  Kaliber  222  =11  mm;  ganze  Geschosslänge  H=  27,7  mm; 
tg  4  =  0,06283;  m  =  4,036 ;  also  M  =  2,7768 ;  5  —  11,4.  Damit 
erhält  man  zur  Berechnung  von  p  die  Gleichung 

0,06283'  =  p  •  ^5 

daraus  p  =  0,016207. 

Es  mag  zunächst  auffallen,  dass  die  so  abgeleitete  Stabili- 
tätsbedingung die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses 
nicht  enthält.  Dies  folgte  daraus,  dass  einestheils  die  Rotations- 
geschwindigkeit r  proportional  v0  ist;  dass  anderntheils  für  Wm  ein 
Mittel werth  angenommen  wurde,  welcher,  bei  Annahme  des  quadra- 
tischen Gesetzes,  proportional  v0*  ist.  Also  hebt  sich  der  Factor  #0S 
aus  der  Formel  weg.  Rein  physikalisch  versteht  man  somit  die  er- 
wähnte Thatsache  durch  die  folgende  Ueberlegung:  Denkt  man  sich 
unter  sonst  gleichen  Umständen  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Vor- 
wärtsbewegung des  Geschosses  wachsend,  so  wächst  damit  auch  der  Luft- 
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widerstand,  folglich  wird  das  Drehmoment,  welches  ein  Ueberschlagen 
des  Geschosses  nach  hinten  bewirken  könnte,  vergrössert,  oder  die 
Stabilität  wird  allein  durch  diesen  Umstand  kleiner.  Andererseits 
aber  wird  auch  (bei  gleichem  Drallwinkel)  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Geschosses  bei  seiner  Rotation  um  die  Längsachse  grösser  und 
dadurch  allein  wird  die  Stabilität  vergrössert.  Wenigstens  annähernd 
heben  sich  nun  diese  beiden  Einflüsse,  die  in  entgegengesetztem  Sinn 
wirken,  bezüglich  des  Resultats  auf. 

Zusammenfassung. 

Die  Stabilitätsbedingung  (speciell  für  Infanteriegeschosse 
der  gegenwärtig  üblichen  Form)  ist 

tg*^/  —  0,0162  •  ^  • 

Dabei  ist 

.        ™      ii     •    i     i       i      ^         3,1416  •  Kaliber  in  mm 

A  =  Drallwinkel:     vsla  =       r^m* = * 

'      "»  Dralllänge  m  mm       > 

s  =  durchschnittliches    specifisches    Gewicht    des     Ge- 
schosses, 

m-(t  +  W  'i2sr+8'Lwii2  +  4-)+3 -U+liisr+vJ}' 

2H-  d 

H—  ganze  Geschosslänge  (mm), 
d  =  2R  —  Kaljiber  (mm), 
für  Jf  s.  die  kleine  Tabelle  pag.  277. 

Beispiel. 

1)  Welche  Dralllftnge  müsste  ein  zu  Versuchszwecken  con- 
struirtes  Gewehr  mit  Kaliber  d  =  6mm,  Geschosslänge  ^=27,4mm 
beim  specifischen  Gewicht  des  Geschosses  $  =  10,2  richtiger 
Weise  haben? 

Es  wird  M=  11,957;  also  ist 

tg*J  =  0,016207  •  ^£ ;     log  tg  J  =  9  •  13872  —  10; 

Dralllänge  =  6  *'*J16  =  137,0. 

Antwort:  richtige  Dralllänge  »=137  mm. 

2)  Welches  specifische  Gewicht  des  Geschosses  müsste  ein 
Gewehrs ystem:  Kaliber  d  =  5,5mm;  Geschosslänge  21=  31,94  mm, 
Dralllänge  130  mm  haben,  damit  das  Geschoss  in  der  Luft  stabil 
geführt  wird? 
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Es  ist 


und  wird 


0,0162  •  M 

m  =  8,8, 
M  =  13,150, 

tgJ  =  0,1329; 

0,016207  •  18,160 
also  s=         013298- 12,06.      , 

Antwort:  Durchschnittliches  specifisches  Gewicht  des  Geschosses  =  1 2,06 ; 
(was  bei  den  für  Massenfabrication  zur  Verfügung  stehenden  Metallen  und 
Metallverbindungen  nur  schwer  zu  erreichen  wäre). 

3)  Welche  richtige  Dralllänge  D  müsste  dasselbe  Gewehr- 
system: Kaliber  rf  =  5,5mm;  Geschosslänge  -ff  =31,94  bei  dem 
specifischen  Gewicht  10,23  (Bleikern  mit  Stahlmantel)  haben, 
wenn  das  Geschoss  bei  seinem  Flug  durch  die  Luft  sich  nicht 
quer  legen  soll? 

w  ^=  8,8, 
M  =  18,150, 
s=  10,23, 
also  ^^^0,016207^8,160.      ^^  _  ,  .  ^  _  ^ 

D  =  M_»^  =  119)8. 

Antwort:  Dralllänge  =120  mm;  (damit  soll  nichts  darüber  ausgesagt 
sein,  ob  und  unter  welchen  Umständen  das  Geschoss  in  dem  Lauf  bei 
diesen  Draüverhältnissen  noch  den  Zügen  zu  folgen  vermag). 

4)  Angenommen,  es  sei  ein  5,5  Millimeter-Versuchsgewehr  mit 
Dralllänge  130  mm  angefertigt  worden.  Das  Geschoss  soll  ein 
Stahlmantel-Bleigeschoss  (specifisches  Gewicht  10,23)  sein.  Wel- 
ches müsste  die  Geschosslänge  H  sein,  damit  das  Geschoss  wäh- 
rend seines  Flugs  sich  nicht  überschlägt? 

Es  ist 

stg*J 


M  = 


dabei  ist 


0,016207 ' 


hieraus  folgt 


s  =  10,23, 
tgj  =  0,1329; 

M  =  11,148. 


Somit  hat  man  zur  Bestimmung  von  m  und  damit  von  H  folgende  Glei- 
chung, mit  m  als  Unbekannter: 
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12m  +  8 


■  r-(s + t) + t  {} + (£3)'}]  - ».'« •  iri + sf. 


Die  Auflösung  könnte  mit  einer  der  bekannten  N&herungsmethoden  zur 
Lösung  numerischer  Gleichungen  höheren  Grades  geschehen;  am  einfachsten 
wird  dies  durch  eine  Tabelle  von  M  erreicht,  welche  für  die  Werthe  von 
m  innerhalb  der  hier  in  Betracht  kommenden  Grenzen  angelegt  wird 
(s.  pag.  277);  es  ist 

Jf=  11,957     fftr     m  =  8,133 

M  =  10,306      „      m  =  7,800, 

also  findet  sich  durch  Interpolation  zu  M  =  11,148  der  Werth  w=7,97. 
Somit 

m  =  *g:T6'6  =  7,97 ;     H  —  24,667. 

Antwort:   Geschosshöhe  24,67  mm. 

(In  diesem  Fall  wäre  somit  die  weitere  in  Betracht  kommende  Frage 
die,  ob  das  hieraus  folgende  absolute  Geschossgewicht  nicht  zu  klein,  die 
Querschnittsbelastung  nicht  zu  ungünstig  würde!) 

Anmerkung. 

Von   den    anderweitig    aufgestellten    Stabilitätsbedingungen    oder 
Drallgesetzen   führen  wir  die  wichtigsten  hier,   möglichst  in  histori-vgLNoteiis. 
scher  Reihenfolge,  ohne  Ableitung  an;  hiervon  beziehen  sich  die  meisten 
^tatsächlich  in  erster  Linie  auf  die  Artilleriegeschosse;   nur  das- 
jenige von  Hebler  gilt  speciell  für  Infanteriegeschosse. 

a)  General  Timmerhans  stellt  das  Gesetz  auf,  dass  die  Drall- 
länge D  proportional  dem  Geschosskaliber  222  sein  müsse;  er 
leitet  dieses  aus  der  (willkürlichen)  Annahme  ab,  es  sei  nothwendig, 
dass  für  alle  Geschosse  das  Verhältniss  der   anfanglichen   lebendigen 

Kraft  der  Rotationsbewegung  y  •  \—rr)  zu  der  anfänglichen  leben- 
digen  Kraft  der  Vorwärtsbewegung  £  V  constant  sei  (da  J  =  ^ 

folgt  |iP.(g)8:|:V  =  4^.g;   g^const). 

b)  Gillion  und  E.  Terssen  ziehen  es  vor,  die  Dralllänge 
proportional  dem  Quadrat  des  Kalibers  anzunehmen. 

c)  Hebler  gibt  zur  Bestimmung  des  richtigen  Dralls  die  empi- 
rische Formel  an: 

Tourenzahl  n  des  Geschosses  pro  Secunde 

Anfangsgeschwindigkeit  v0  (m/sec)  Geschosslänge  (mm) 

sss  —  ■  ■■!■■—■      . .. . ~ .  —  —     .     . ,    , .  -,  se^s   /y   •    -  ■■■  —    i   ■  ■  ■   -—  ■■  '  ■■■  ■  • 

Dralllänge  (m)  Geschossquerschnitt  (qmm)' 
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hier  ist 

für  Weich-  und  Hartbleigeschosse  mit  Papierumhüllung   a  =  263000, 
„    Stahlmantel-Compoundgeschosse a  =  332  000. 

d)  y.  Wuich  berechnet  den   Drall  n  (in  Kalibern   ausgedrückt) 
durch  die  Gleichung: 

„■  _  & L+Jt „+  ± a! =  o, 

D  =  Kaliber  (cm) ;  v0  =  Anfangsgeschwindigkeit  der  Translations- 
bewegung (m/sec);  TT  =  Endgeschwindigkeit  für  eine  mittlere  Schuss- 
weite; hr  =  reducirte  Geschosslänge  in  Kalibern,  d.  h.  =  Höhe  eines 
geraden  Cylinders  von  gleichem  Querschnitt,  Gewicht  und  specifischem 
Gewicht;  cx  und  Cj  empirisch  zu  bestimmende  Constanten. 

Noch  ein  anderes  Gesetz  gibt  v.  Wuich  in  seinem  Lehrbuch  der 
Ballistik. 

e)  Vallier  stellte  für  die  Zwecke  der  Praxis  die  Formel  auf 


tg  des  DraUwinkels  -  12  •  l/  (^csltoge  i^ajjbenOV 
°  f    (Anfangsgeschwind.  in  m/sec)1 

und   hat   neuerdings   ein  anderes  Drallgesetz  gegeben,   worüber   man 
Note  113  vergleiche. 

f)  Greenhill  wird  durch  seine  Berechnungen  der  Trägheits- 
momente auf  das  folgende,  ebenfalls  vorzugsweise  für  Artillerie- 
zwecke dienende  Gesetz  geführt: 

a L*/l  M         1  *        Geschoeagewicht 

6  \  mV  "  1  -|-  x*    a  —  y  '      Luftgewicht      * 

hierbei  ist 

n  =  Dralllänge  in  Kalibern 

x  =  Geschosslänge  in  Kalibern, 

die  Fläche  der  Höhlung  des  Hohlgeschosses  ist  von  einer  der  äusseren 
Geschossoberfläche    ähnlichen   Form   angenommen    und    zwar   sei   die 

Höhlung  =  -tel  von  dem  äussern  Geschossvolumen.    Dann  ist 


x 
a  —  y  = 


!.(*!_  1)1 


xYx*—  1  —  lognat  (x  +  Yx*~^i) 
(«  +  — W*"  —  l  —  Slogn&t(x  +  yx*—  l) 
(x  —  ~ J  Yx*—  1  +  log  nat  (x  +  }/**  —  l) 
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Tabelle  von  Cundill  nach  Greenhills  Formel: 


Zur  Stabilität  des  Geschosses  i 

in  der  Luft  ist  folgende  Dralllänge  n, 

in  ] 

Kalibern  gemessen,  mindestens  erforderlich: 

1)  bei  Hohlgeichos- 

8)  Hohlgeichou; 

■en,  Höhlung  =  %r 
dei  inneren  Volu- 
mens, ipeo.  Gew. 
dei  Eisens  7,207 

Höhlung  =  V,  dei 

Gesohossvolumens, 

■pee.  Gew.  8,000 

S)  massives 

Langgeschoss, 

ipec.  Gew.  8,000 

4)  massives  Langgeschoss, 
spec.  Gew.  10.9 

x=2fl 

n  =  63,87 

n  =  71,08 

t»=*  72,21 

w=  84,29  od.  (J  =  2°   6' 

2,1 

59,84 

66,69 

67,66 

78,98                   2°  14' 

2,2 

66,31 

62,67 

63,67 

74,32                  2°  22' 

2,3 

53,19 

59,19 

60,14 

70,20                  2°  30' 

2,4 

60,41 

66,10 

67,00 

66,53                  2°  39' 

2,5 

47,91 

53,32 

54,17 

68,24                  2°  47' 

2,6 

46,65 

50,81 

51,62 

60,26                  2°  56' 

2,7 

43,61 

48,63 

49,30 

57,65                  3°    3' 

2,8 

41,74 

46,46 

47,19 

66,09                  3°  12' 

2,9 

40,02 

44,64 

45,25 

62,72                  3°  20' 

3,0 

38,45 

42,79 

43,47 

60,74                  3°  28' 

3,1 

36,99 

41,16 

41,82 

48,82                  3°  36' 

3,2 

35,64 

39,66 

40,30 

47,04                  3°  46' 

3,3 

34,39 

38,27 

38,84 

45,38                  3°  63' 

3,4 

33,22 

36,97 

37,56 

43,84                  4°    1' 

3,6 

32,13 

36,75 

36,33 

42,40                  4°    9' 

3,6 

31,11 

34,62 

36,17 

41,05                  4°  17' 

3,7 

30,16 

33,66 

34,09 

89,79                  4°  26' 

3,8 

29,26 

32,66 

33,07 

38,61                  4°  SS' 

3,9 

28,40 

31,61 

32,11 

37,48                  4°  41' 

4,0 

27,60 

30,72 

31,21 

36,43                  4°  50' 

Crani,  Ballistik. 
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10.  Abschnitt. 

Die  zufälligen  Geschossabweichungen  und  deren  Gesetz  (Anwendung 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die  äussere  Ballistik). 

§  32.  Mittlerer  Treffpunkt.   Mittlere  und  wahrscheinliche  Abweichung. 

Die  constanten  Geschossabweichungen,  die  mehr  oder  weniger  ver- 
meidbar sind,  da  sie  berechnet  oder  durch  die  Art  der  Versuchsanord- 
nung eliminirt  werden  können,  haben  wir  im  7.  Abschnitt  besprochen 
(woran  sich,  gelegentlich  einer  besonders  wichtigen  Ursache  solcher 
Abweichungen,  nämlich  der  konischen  Pendelung,  die  Untersuchungen 
über  die  Geschoss-Stabilität  im  8.  und  9.  Abschnitt  naturgemäss  an- 
schlössen). 

Wir  gehen  nun  über  zur  Besprechung  der  zweiten  Gattung  von 
Abweichungen:  Nehmen  wir  an,  alle  constanten,  einseitigen  Abweichungen 
seien  vermieden  oder  corrigirt,  so  weist  dennoch  eine  grossere  Schuss- 
reihe bei  Verwendung  desselben  Visirs  und  derselben  Munition  Ab- 
weichungen auf.  Diese  unter  keinen  Umstanden  vermeidbaren,  zu- 
fälligen Abweichungen  können  durch  folgende,  nicht  näher  zu 
controlirende  Ursachen  bedingt  sein:  Kleine  Verschiedenheiten  in  dem 
Gewicht  und  der  Beschaffenheit  des  Pulvers  der  einzelnen  Pulverladungen; 
Verschiedenheiten  hinsichtlich  Glätte,  Pressung,  Feuchtigkeit  der  Pulver- 
theile;  Abweichungen  im  Gewicht,  der  Länge,  dem  Durchmesser,  der 
Form  der  bei  den  einzelnen  Schüssen  verwendeten  Geschosse;  kleine 
und  nicht  mehr  zu  berechnende  Aenderungen  in  der  Luftdichte  und 
in  der  Luftströmung;  Aenderungen  des  Abgangswinkels  durch  ver- 
schiedene Vibration  des  Laufs;  und  Verschiedenheiten  im  Abkommen, 
wie  sie  auch  beim  geübtesten  Schützen  stets  eintreten. 

Diese  zufalligen  Abweichungen  folgen  einander,  was  ihre  Reihen- 
folge anlangt,  völlig  regellos;  sie  sind  bald  positiv,  bald  negativ.  Da- 
gegen wenn  man  ihre  Grösse  in  Betracht  zieht,  so  weisen  sie  ein 
bemerkenswertstes  Gesetz  auf.  Die  gesammte  Flugbahnengarbe  nämlich, 
also  das  ganze  Bündel  von  Wurfbahnen,  die  man  sich  von  der  Mün- 
dung  nach   derselben    zur    Schussebene    senkrechten    und    verticalen 
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Zielflache  gehend  denkt,  ist  nach  der  Mitte  zu  am  dichtesten.  Auf  der 
Scheibe  werden  also  die  einzelnen  Durchschlagslöcher  sich  um  einen 
bestimmten  Punkt,  den  sogen,  mittleren  Treffpunkt  gruppiren,  in 
der  Weise,   dass   auf  die   Flächeneinheit,  ^ 

deren  Mitte  dieser  Punkt  ist,  am  meisten 
solcher  Löcher  kommen  und  dass  in  grosserer 
Entfernung  von  dem  mittleren  Treffpunkt 
immer  weniger  Löcher  auf  der  Flächenein- 
heit sich  vorfinden  (Fig.  72). 

Man  findet  bekanntlich  diesen  ausge- 
zeichneten Punkt  (X,  Y),  indem  man  das 
arithmetische  Mittel  aus  allen  Abscissen 
einerseits  und  aus  allen  Ordinaten  andrer- 
seits nimmt;  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  yy^^yy'^^y/////^^ 
Coordinatensystem,  dessen  Anfang  wir  in  " 

der  linken  unteren  Scheibenecke  und  dessen 
Coordinatenachsen  der  x  resp.  y  wir  horizontal  nach  rechts  resp.  verti- 
cal  nach  oben  positiv  annehmen  wollen. 

Sind    also    die    Goordinaten    der    einzelnen    Treffpunkte    (#!&), 

(X%y%)  •  •  •  fai/n),    SO   ist 

^l  +  ^iH Vxn 


\\\- 


e 

Fig.  78. 


x  = 


Y  = 


n 


yi  +  yiH hy. 


n 


2x 
n 

Zy 
n 


Darnach  kann  der  mittlere  Treffpunkt  auch  als  Schwerpunkt 
aller  einzelnen  Treffpunkte  betrachtet  und  construirt  werden,  wobei 
man  sich  in  den  einzelnen  Durchschlagspunkten  gleiche  Gewichte,  etwa 
je  die  Gewichtseinheit,  angebracht  denkt. 

Dieser  mittlere  Treffpunkt  hat  die  Eigenschaft,  dass  für  ihn  und 
nur  für  ihn  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  also  die  Summe  der 
Quadrate  der  in  horizontaler  Richtung  genommenen  Abweichungen  und 
ebenso  die  Summe  der  Quadrate  der  in  verticaler  Richtung  genommenen 
Abweichungen  der  einzelnen  Treffpunktslagen  ein  Minimum  wird. 
[In  der  That,  suchen  wir  denjenigen  Punkt  (aß),  welcher  die  letzt- 
erwähnte Eigenschaft  hat:  In  horizontaler  Richtung  ist  die  Summe 
der  Quadrate  der  Abweichungen  von  dem  Punkt  (aß) 

£(ey  =  (a  —  Xiy  +  (a  —  xty-\ f-(«  —  *»)*  =  wa2  +  2;a;2—  2a -27* 

oder,  da   Ex  =  nX  ist, 


na*  +  £x*—2an-X. 
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Um  diesen  Ausdruck  zu  einem  Minimum  zu  machen,  setzen  wir 
die  Ableitung  nach  a  der  Null  gleich;  dies  gibt 

0  =  2»a  —  2wX;     a  =  X. 
Ebenso  ist  die  Summe  der  Fehlerquadrate  in  verticaler  Richtung 

^fo2) = (ß  -  Vif +(ß-yi)i  +  ~-  +  (ß-  *)■  -  «£* + zy*  -2ßnY; 

was  analog  liefert   ß  =  Y.) 

Man  kann  ferner  nach  dem  Mittel  aus  den  Abweichungen  e  und  et 
der  einzelnen  Treffpunktslagen  vom  mittleren  Treffpunkt  (XY)  fragen 
oder  nach  der  sogen,  mittleren  Abweichung,  dem  mittleren  Fehler, 
m  in  horizontaler,  mL  in  verticaler  Richtung. 

Das  arithmetische  Mittel  auch  in  diesem  Fall  zu  benützen,  ver- 
bietet sich  von  selbst,  da  die  positiven  und  negativen  Abweichungen 
sich  zusammen  aufheben,  d.  h.  ihre  algebraische  Summe  Null  ist;  man 
wählt  daher  zu  diesem  Zweck  statt  des  Mittels  aus  den  Abweichungen 
selbst  vielmehr  die  Quadratwurzel  aus  dem  Mittel  der  Quadrate  der 

einzelnen  Abweichungen  !/->—'   resp.  1/— -— •    Besser  noch  ersetzt 

man  n  im  Nenner  durch  n —  1;  nämlich  för  eine  grosse  Anzahl  von 
Beobachtungen  kommen  die  beiden  Verfahren  genau  genug  auf  das- 
selbe hinaus;  bei  einer  kleinen  Anzahl  ist    y     _      vorzuziehen,  schon 

aus  dem  einen  Grunde,  weil  bei  einer  einzigen  Beobachtung,  also  in 
dem  Fall  eines  einzelnen  Schusses  (n  =  1) ,  wobei  dieser  Schuss  zu- 
gleich den  mittleren  Treffpunkt  repräsentirt  und  die  Abweichung  e  und 

i  /ZCe*)  0 

e1  =  0   ist,   die  Formel   y  — —  den  Werth  y,    dagegen   die   Formel 

n__t  den  Werth  —  ergibt;  in  der  That  kann  in  diesem  beson- 
deren Fall  nur  behauptet  werden,  dass  über  den  mittleren  Fehler  einer 
einzelnen  Beobachtung  nichts  Bestimmtes  ausgesagt  werden  kann;  nicht 
aber,  dass  er  unbedingt  Null  sei. 

Wir  definiren  also  die  mittlere  Abweichung  oder  den  mittleren 
Fehler  m  resp.  mL  (moyen  ecart)  durch 


v, 


<»-VBv  «--VS- 


Endlich  der  für  das  Resultat  (XY)  selbst  zu  fürchtende  Fehler 
ist  (z.  B.  in  horizontaler  Richtung)  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler,  also 

±V(")'+(T)"+-(«-)-±y^,-^1 


Die  zufälligen  Geschossabweichungeii  und  deren  Gesetz. 


293 


folglich  ist  der  mittlere  Fehler  des  Resultats  selbst  in  horizon- 
taler resp.  verticaler  Richtung 


m 


resp. 


Yn 


Als  Beispiel  wählen  wir  ein  solches  der  Praxis  und  wir  wollen 
daran  zugleich  die  weiteren  Betrachtungen  anknüpfen,  die  sich  auf  das 
Gesetz  beziehen,  welchem  die  Grossen  der  einzelnen  Abweichungen 
folgen. 

Am  5.  September  1893  wurde  in  Oberndorf  mit  dem  türkischen 
7,65  mm  -Gewehr  ein  Beschuss  von  100  Schüssen  auf  eine  im  Abstand 
250  m  von  der  Mündung  aufgestellte  verticale  Scheibe  ausgeführt;  der 
Zielpunkt,  der,  wie  man  sehen  wird,  mit  dem  mittleren  Treffpunkt 
fast  genau  zusammenfiel,  war  von  der  linken  unteren  Scheibenecke  nach 
rechts  um  500  cm,  nach  der  Höhe  um  200  cm  entfernt.  In  der 
folgenden  Liste  sind  in  analoger  Weise  die  Coordinaten  sämmtlicher 
100  Treffpunkte  ausgeführt;  der  mittlere  Treffpunkt  ist  X  =  499,03 ; 
Y  =  201,65 ;  die  Abweichungen  der  einzelnen  Treffpunktslagen  gegen- 
über diesem  mittleren  Treffpunkt  sind  in  der  2.  Columne  angegeben 
und  die  Quadrate  dieser  Abweichungen  berechnet.  (Um  Missverständ- 
nissen zu  begegnen,  ist  zu  bemerken,  dass  hierbei  die  Schüsse  nicht 
in  der  wahren  zeitlichen  Reihenfolge  aufgeführt  werden  konnten,  da 
die  Scheibe  mit  den  Durchschlagspunkten  erst  nach  dem  technischen 
Bureau  getragen  und  dort  die  Coordinaten  der  Treffpunkte  abgemessen 
zu  werden  pflegen.) 

Lage   der   einzelnen  Treffpunkte   auf  der   Scheibe, 
gemessen  von  der  linken  unteren  Scheibenecke  aus. 


Abweichung  e 

Quadrat 

nach 

Abweichung  et 

Quadrat 

nach  rechts 

vom 

der 

oben 

vom 

der 

X  ™ 

Mittelwerth 

Abweichung 

y  = 

Mittelwerth 

Abweichung 

om 

om 

cm 

cm 

1)      499 

—    0,03 

0,0009 

159 

—  42,66 

1819,02 

2)      501 

+    1,97 

3,8809 

179 

—  22,65 

518,02 

S)      489 

— 10,03 

100,60 

180 

—  21,65 

468,72 

4)     496 

—    3,03 

9,18 

186 

— 15,65 

244,92 

5)      505 

+    5,97 

85,64 

185 

—  16,65 

277,22 

6)      509 

+    9,97 

99,40 

185 

— 16,66 

277,22 

7)      514 

+  14,97 

224,10 

181 

—  20,66 

426,42 

8)      504 

+    4,97 

24,70 

191 

—  10,65 

113,42 

9)     501 

+    1,97 

3,88 

193 

—    8,65 

74,82 

10)     492 

—    7,03 

49,42 

196 

—    6,65 

31,92 

11)     495 

—    4,03 

16,24 

193 

—    8,66 

74,82 

12)     499 

—    0,03 

0,00 

194 

—    7,66 

58,52 

18)     488 

—  11,03 

121,66 

195 

—   6,65 

44,22 
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Abweichung  e 

Quadrat 

nach 

Abweichung  ^ 

Quadrat 

nach  rechte 

vom 

der 

oben 

vom 

der 

X 

i  ^^^ 

Mittelwerth 

Abweichung 

y— 

Mittelwerth 

Abweichung 

OB 

om 

cm 

om 

14) 

474 

—  26,08 

626,60 

196 

—  6,66 

44,22 

16) 

498 

—  1,03 

1,06 

200 

—  1,66 

2,72 

16) 

606 

+  6,97 

48,68 

201 

—  0,66 

0,42 

17) 

608 

+  8,97 

80,46 

201 

—  0,66 

0,42 

18) 

609 

+  9,97 

99,40 

201 

—  0,66 

0,42 

19) 

610 

+  10,97 

120,84 

206 

+  4,35 

18,92 

20) 

601 

+  1,97 

8,88 

222 

+  20,86 

414,12 

21) 

613 

+ 13,97 

196,16 

167 

—  84,66 

1200,62 

22) 

602 

+  2,97 

8,82 

178 

—  23,66 

669,32 

28) 

604 

+  4,97 

24,70 

179 

—  22,66 

618,02 

24) 

613 

+  18,97 

196,16 

179 

—  22,66 

618,02 

26) 

611 

+  11,97 

143,28 

.182 

— 19,66 

386,12 

26) 

611 

+  H,97 

148,28 

183 

— 18,66 

847,82 

27) 

606 

+  6,97 

86,64 

189 

—  12,66 

160,02 

28) 

498 

—  1,03 

1,06 

189 

— 12,66 

160,02 

29) 

618 

+  18,97 

369,86 

200 

—  1,66 

2,72 

80) 

496 

—  4,08 

16,24 

211 

+  9,36 

87,42 

31) 

489 

— 10,03 

100,60 

168 

—  83,66 

1132,32 

32) 

489 

—  1,03 

1,06 

181 

—  20,66 

426,42 

33) 

600 

+  0,97 

0,94 

•       * 

183 

— 18,66 

347,82 

34) 

492 

—  7,08 

49,42 

192 

—  9,66 

93,12 

36) 

612 

+  12,97 

168,22 

199 

—  2,66 

7,02 

36) 

498 

—  1,08 

1,06 

200 

—  1,66 

2,72 

37) 

494 

—  6,08 

26,30 

201 

—  0,66 

0,42 

38) 

499 

—  0,03 

0,00 

204 

+  2,86 

6,62 

39) 

488 

— 11,08 

121,66 

206 

+  4,36 

18,92 

40) 

486 

—  13,03 

169,78 

209 

+  7,36 

64,02 

41) 

479 

—  20,03 

401,20 

184 

— 17,66 

311,62 

42) 

492 

—  7,03 

49,42 

186 

—  16,66 

244,92 

43) 

486 

—  14,03 

196,84 

197 

—  4,66 

21,62 

44) 

486 

— 14,03 

196,84 

202 

+  0,36 

0,12 

46) 

489 

— 10,08 

100,60 

206 

+  4,86 

18,92 

46) 

491 

—  8,08 

64,48 

206 

+  4,86 

18,92 

47) 

493 

—  6,03 

36,36 

206 

+  4,36 

18,92 

48) 

494 

—  6,08 

26,30 

218 

+ 16,36 

267,32 

49) 

488 

— 11,03 

121,66 

219 

+  17,36 

301,02 

60) 

489 

—  10,08 

100,60 

220 

+ 18,86 

336,72 

61) 

616 

+  15,97 

266,04 

199 

—  2,66 

7,02 

62) 

497 

—  2,03 

4,12 

207 

+  5,35 

28,62 

63) 

490 

—  9,03 

81,64 

212 

+  10,86 

107,12 

64) 

493 

—  6,03 

86,36 

216 

+ 14,36 

206,92 

66) 

498 

—  1,03 

1,06 

216 

+ 14,36 

206,92 

66) 

601 

+  1,97 

8,88 

216 

+  14,36 

206,92 

67) 

606 

+  6,97 

48,68 

212 

+ 10,86 

107,12 

68) 

610 

+  10,97 

120,34 

216 

+  13,36 

178,22 

69) 

496 

—  3,03 

9,18 

224 

+  22,36 

499,62 

60) 

484 

—  16,03 

226,90 

232 

+  80,36 

921,12 

61) 

608 

+  8,97 

80,46 

192 

—  9,66 

93,12 

62) 

498 

—  1,03 

1,06 

207 

+  5,36 

28,62 

63) 

491 

—  8,08 

64,48 

209 

+  7,86 

64,02 

64) 

493 

—  6,08 

36,36 

201 

—  0,66 

0,42 

66) 

602 

+  2,97 

8,82 

201 

—  0,65 

0,42 

66) 
67) 

490 

—  9,03 

81,64 

214 

+  12,36 

152,62 

613 

+  13,97 

196,16 

213 

+  11,35 

128,82 
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Abweichung  e 

Quadrat 

nach 

Abweichung  ex 

Quadrat 

nach  rechts 

vom 

der 

oben 

vom 

der 

X    SB 

Mittelwerth 

Abweichung 

y== 

Mittelwerth 

Abweichung 

cm 

cm 

cm 

cm 

68) 

i      506 

+    6,97 

48,58 

222 

+  20,35 

414,12 

69] 

)     501 

+    1,97 

3,88 

224 

+  22,85 

499,52 

70) 

499 

—    0,03 

0,00 

236 

+  34,35 

1179,92 

71) 

1     489 

— 10,03 

100,60 

206 

+    4,35 

18,92 

72) 

1     489 

— 10,03 

100,60 

208 

+    6,35 

40,32 

73] 

I     494 

—    6,03 

25,30 

208 

+    6,85 

40,32 

74) 

1      506 

+    5,97 

35,64 

208 

+    6,35 

40,32 

76) 

1     485 

—  14,03 

196,84 

216 

+  13,35 

178,22 

76) 

1     498 

—    1,03 

1,06 

220 

+  18,35 

336,72 

77) 

)     497 

—    2,03 

4,12 

220 

+ 18,36 

336,72 

78] 

)     504 

+    4,97 

24,70 

221 

+  19,36 

374,42 

79) 

i      501 

+    1,97 

3,88 

224 

+  22,35 

499,52 

80) 

1      503 

+    3,97 

16,76 

281 

+  29,36 

861,42 

81) 

I      607 

+    7,97 

63,62 

183 

—  18,66 

847,82 

82) 

484 

—  16,03 

225,90 

186 

—  16,65 

244,92 

83) 

486 

— 13,08 

169,78 

189 

— 12,65 

160,02 

84) 

510 

+  10,97 

120,34 

189 

—  12,66 

160,02 

85) 

512 

+  12,97 

168,22 

195 

—    6,66 

44,22 

86) 

517 

+  17,97 

322,92 

196 

—    6,65 

44,22 

87) 

606 

+    6,97 

48,58 

199 

—    2,66 

7,02 

88) 

1     504 

+    4,97 

24,70 

201 

—    0,66 

0,42 

89) 

607 

+    7,97 

63,52 

208 

+    6,36 

40,32 

90) 

508 

+    8,97 

80,46 

208 

+    6,85 

40,32 

91) 

492 

—    7,03 

49,42 

186 

—  15,66 

244,92 

92) 

502 

+    2,97 

8,82 

199 

—    2,65 

7,02 

93) 

I      509 

+    9,97 

99,40 

198 

—    3,65 

18,32 

94) 

I     600 

+    0,97 

0,94 

201 

—    0,65 

0,42 

95) 

500 

+    0,97 

0,94 

204 

+    2,36 

6,52 

96) 

1      494 

—    5,03 

26,30 

211 

+    9,35 

87,42 

97) 

I      603 

+    8,97 

16,76 

217 

-j-  16,35 

285,62 

98) 

)     499 

—    0,03 

0,00 

221 

+  19,35 

374,42 

99; 

)     503 

+    3,97 

15,76 

223 

+  21,35 

455,82 

ioo; 

)     495 

—    4,03 

16,24 

236 

+  34,35 

1179,92 

Mi 

ktelwerth 

algebr.  Summe 

Ze* 

Mittelw. 

algebr.  Summe 

2V 

X 

=  499,03 

=  0 

=  8058,910 

F=201,65 

=  0 

=  23902,750 

Die  mittlere  Abweichung  von  dem  mittleren  Treffpunkt  (X= 499,0; 
Y  =  201,6)  ist  in  horizontaler  Richtung 

yZe*~       "i  /8058,9l       OA 

(Hierbei  ist  die  Summe  aller  positiven  Abweichungen  +  366,56;   die 
Summe  aller  negativen  —  366,56.) 

In  verticaler  Richtung  ist  die  mittlere  Abweichung 

l/2V  t/239Ö2/76         1K. 

™i=  V^±l-  ^—9^-  =  15,5  cm. 

(Die  positiven  Abweichungen  selbst  haben  zur  Summe  +  621,45;  die 
negativen  —  621,45.)    Man   sieht,  dass  die   mittlere  Abweichung  in 
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verticaler  Richtung  etwas  grosser  ist,  als  diejenige  in  horizontaler 
Richtung,  —  yermuthlich  in  Folge  davon,  dass  der  Lauf,  welcher  rechts 
und  links  mehr  durch  den  Schaft  gehemmt  ist,  als  oben  und  unten, 
in  horizontaler  Richtung  seine  Vibrationen  weniger  frei  ausführen 
kann,  als  in  verticaler  Richtung. 

Theilen  wir  nun  die  Abweichungen  der  Grösse  nach  irgendwie 
passend  ein,  etwa  dadurch,  dass  wir  alle  Abweichungen  zusammen- 
nehmen, die  der  Grösse  nach  zwischen  0  und  4  cm  inclus.  liegen,  dann 
diejenigen,  welche  zwischen  4  cm  ezclus.  und  8  cm  inclus.  liegen,  zwi- 
schen 8  und  12,  12  und  16  u.  s.  w.  So  verfahren  wir  mit  den  horizon- 
talen und  den  verticalen  Abweichungen  und  hier  je  wieder  mit  den 
positiven  (nach  rechts  oder  oben  gehenden)  und  den  negativen  (nach 
links  oder  nach  unten  vom  mittleren  Treffpunkt  ab  gehenden).  Auf 
diese  Weise  ergibt  sich  die  folgende  Zusammenstellung:  Es  liegen 

von  den  horizontalen,  also  nach  rechts  resp.  links  gemessenen 
Abweichungen: 

zwischen  0  und  4  cm  inclus.  15  pos.  und  16  neg.  Abweichungen 

»        *    »     °   n        77       xu     »      »     A?r    »  » 

79  "      »    "    w  w         11       »        »      1"      97  n 

n        *^     »    -*■"    n  7)      ■      ■       i;        »         ■      w  v 

„      16    „  20  „        „        2     „      „      0    „  „ 

„      20    „  24  „        „        0     „      „      1    „  „ 

7)      ^4    „  Jo   „        „        U     „      „       1     „  „  , 

von  den  verticalen,  also  nach  oben  resp.  unten  gemessenen  Abweichungen: 
zwischen  0  und  4  cm  inclus.  3  pos.  und  16  neg.  Abweichungen 

»  ^        ?;         *      77  »  1**  77  »  '         77  » 

„  8      „   U    „         „         O       „        „        O     „  „ 

»        "     ?;   ■*■"    ;;         »  ■        »        w        "     »  >j 

„        lo      „  äU    „         „  i        „        „         i      „  „ 

,,        d\)     „  J4    „         „  D       „        „         i      „  „ 

„      24  „  28   „  „  0  „  „  0  „  „ 

„      28  „  32   „  „  2  „  „  0  „  „ 

„      32  „  36  „  „  2  „  „  2  „  „ 

„      36  „  40  „  „  0  „  „  0  „  „ 

40  44  0  1 

v        ^v     ;;  **    if        »         ^       ff       ff        x     ff  » 

Diese  Liste  zeigt  deutlich,  dass  die  Dichte  der  Treffpunkte  um 
so  mehr  abnimmt,  je  weiter  man  sich  vom  mittleren  Treffpunkt  ent- 
fernt Tragen  wir  also  diese  Dichte  graphisch  auf,  so  erhalten  wir 
in  geometrischer  Darstellung  das  Gesetz  für  diese  Abnahme;  dies  kann 
in  der  folgenden  Weise  geschehen:  Auf  der  horizontalen  Abscissenachse 
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eines  Coordinatensystems  (Fig.  73  o.  74)  tragen  wir  vom  Coordinaten- 
anfang  aus  nach  beiden  Seiten  die  Strecke  von  4  cm  wiederholt  ab 
and  construiren  (um  z,  B.  nur  das  Gesetz  der  Horizontalabweichungen 
zu  erhalten)  Ober  diesen 
Strecken  als  Grundlinien 
Rechtecke  mit  den  Höhen 
15,13,11,7,  2  cm;  resp. 
mit  den  Hohen  16, 14, 13, 
7,  0,  1,  1  cm. 

Verbindet  man  so- 
dann ans  freier  Hand  die 
Mitten  der  oberen  Seiten 
der  Rechtecke  durch  einen 
zusammenhängenden  Li- 
nienzug,  so   erhält  man 

die  sogen.  Fehlercurve  als  graphische  Darstellung  des  Fehlergesetzes 
(eine  GurTe,  die  man,  beiläufig  gesagt,  in  bemerkenswerther  Weise  auch vgiNoiei 
mechanisch  erzeugen  kann). 

Eine  Gleichung  für  diese  Curve  hat  zuerst  Laplace,  vom  bino-  vBi  h0m 
mischen  Satz  ausgehend,  aufgestellt;  es  ist  die  Gleichung 


_m 


Diese  Curve,  welche  die  x-Achse  zur  Asymptote  hat  und  welche 
zur  y- Achse   symmetrisch   liegt,  resp.  diese  Function  y    kann  in   der 
folgenden  Weise  hier  ihre  Verwendung  finden:  Betrachten  wir  wieder 
das  obige  Beispiel  und  fra- 
gen  wir:    welches   ist   die  * 

Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  bei  einem  dieser  100 
Schüsse,  den  wir  unter  den 
gleichen  Umständen  eben 
abzufeuern  im  Begriff  stehen, 
die  Treffpunkts  läge  eine  Ab- 
weichung zwischen  0  und 
4  cm  Tom  mittleren  Treff- 
punkt (oder  in  unserem  Fall  fast  genau  auch  vom  Zielpunkt)  etwa  nach 
rechts  hin  habe.  Offenbar  ist  die  Antwort:  —  ■  Denn  die  „Wahr- 
scheinlichkeit" ist  das  Verhältniss  der  Anzahl  15  der  für  das  Eintreten 
dieses  Ereignisses  gunstigen  Fälle  zu  der  Anzahl  100  der  Oberhaupt 
in  Betracht  kommenden  Fälle.  Allgemeiner,  nehmen  wir  jetzt  statt 
endlich  kleiner  Grössen  (4  cm)  unendlich  kleine  (dx)t  so  ist  die  Wahr- 


/. 
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scheinlichkeit  dafür,  dass  die  nächste  Abweichung  gerade  zwischen  x 
und  x  +  dx  fallt;  noth wendiger  Weise  unendlich  klein,  nämlich  sie 
ist  das  Verhältniss  der  über  der  betreffenden  Grundlinie  dx  stehenden 
unendlich  kleinen  Rechtecksfläche  zu  der  Summe  der  sämmtlichen 
Recktecksflächen  oder  zu  der  ganzen  Curvenfläche,  also 

x-\-dx 

Jydx 

w=*+-m — , 

Jydx 

OB 

wobei    y  =  a  •  er A*  **   ist.    Nun  ist 

OD 

also  ist  allgemein  die  Wahrscheinlichkeit  dW  dafür,  dass  die  Abwei- 
chung zwischen  x  und  x  +  dx  zu  liegen  kommt,  gleich 

x-\-dx 

Vi  J  v^ 

x 

ferner  ist  ebenso  die  (endlich  grosse)  Wahrscheinlichkeit  TT  dafür, 
dass  die  Abweichung  eines  einzelnen  Treffpunkts  vom  mitt- 
leren Treffpunkt  zwischen  —  l  und  -f-  l  liegt 

—  4=-  fe-"*-dx  —  ^z-  Ce-*+-Ax—  %■  Ctr'-dt. 

V"  J  V*  J  v^  J 

Die  Constanten  a  und  h  sind  in  jedem  besonderen  Fall  zu  be- 
stimmen. [Dabei  hat  h  eine  besondere  Bedeutung,  die  hier  nur  kurz 
angedeutet  werden  soll:  Man  denke  sich  eine  zweite  Reihe  von  Schüssen 
ausgeführt;  so  lässt  sich  zeigen,  dass  in  dieser  zweiten  Reihe  dann  und 
nur  dann  ebensoviele  Abweichungen  zwischen  0  und  lx  liegen,  wenn 
man  hat  ZA  =  2^;  die  Uligenauigkeiten  der  beiden  Beobachtungsreihen 
verhalten  sich  wie  Z  zu  Zx;  folglich  auch  wie  hx  zu  A;  also  wird  der 
Genauigkeitsgrad  einer  Beobachtungsreihe  durch  diesen  Parameter  ä, 
den  sogen.  Coefficient  oder  Modul  der  Präcision  gemessen.] 

Man  kann  mit  Hilfe  der  Reihe  e9  =  1  +   •   +  9t  +  ftf  H den 

Ausdruck  e-*1**  unter  obigem  Integral  in  eine  Reihe  entwickeln  und 
dann  die  Integration  ausführen;  man  findet  dann 

h     P  2      r  T^'      T^1      TW         -x 
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damit  läset  sich  nicht  nur  W  für  jeden  Werth  von  hx  berechnen  und 
eine  Tabelle  anlegen,  sondern  damit  umgekehrt  bei  gegebenem  W  der 
zugehörige  Werth  von  x  angeben;  z.  B.  lässt  sich  fragen:  wie  gross 
ist  diejenige  Abweichung  x  vom  mittleren  Treffpunkt,  für  welche  die 

Wahrscheinlichkeit  gleich  y  ist,  oder  auf  welche  Abweichung  hat  man 

bei  der  Hälfte  der  abgegebenen  Schüsse  zu  rechnen.   Man  findet,  dass 

für  W  =  4-  der  Werth  hx  =  0,4769  . . .  wird.    Dieser  Werth  von  x 

—  er  möge  mit  w  bezeichnet  werden  —  heisst  die  wahrscheinliche 
Abweichung,  der  wahrscheinliche  Fehler;  er  ist  also  definirt  als  die- 
jenige Abweichung,  über  welche  man  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit 
behaupten  kann,  sie  werde  der  absoluten  Grösse  nach  grosser,  wie 
auch,  sie  werde  kleiner  sein  als  w. 

Es  existirt  eine  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Abwei- 
chung m  und  der  wahrscheinlichen  Abweichung  i/o.  Hierüber 
nur  eine  kurze  Andeutung.  Wir  hatten  gefunden,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  eine  Abweichung  zwischen  x  und  x  +  dx  liegt, 
oder  der  Bruch 

Zahl  der  Abweichungen  zwischen  x  und  x-\-dx h  Ä,^     , 

Zahl  aller  Abweichungen  yn 

ist;  man  multiplicirt  beiderseits  mit  a?,  so  hat  man: 

2e*  zwischen  x  und  dx 
Zahl  aller  Abweichungen 

Dies  integrirt  von  —  oo  bis  +  oo  gibt  das  Verhältniss  der  Summe 

der  Quadrate  aller  Abweichungen  zur  Gesammtzahl  aller  Abweichungen 

d.  h.  m8;  man  findet  so 

9  1  0,7071 . . . 


2Ä"     "v  h       ' 

0  4769 

andererseits  hatten  wir  oben    w  =  - — j-^1 ;   also  erhält  man 

w  =  0,674  . . .  m  =  ca.  -j  m. 


Wenn  man  also   m=  1/  berechnet,   hat   man   damit    ohne 

Weiteres  h  und  w.    Folglich  hat  man  jetzt  das  Resultat: 

Die  Wahrscheinlichkeit   dafür,   dass   eine   einzelne  Abweichung 
zwischen  —  l  und  -f-  l  liegt,  ist 


i 


-£■/ 
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die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das  Resultat  selbst  zwischen  —  l 
und  +  J  liegt,  ist  - 

*  =  0 

wobei  m  die  mittlere  Abweichung  y  __  in  der  betreffenden  Rich- 
tung für  einen  einzelnen  Schuss  ist;  eine  Tabelle  für  diese  Integrale 
oder  für  <p  (t)  s.  Anhang  XXII. 

Meistens   benützt   man  jedoch   statt   der  Tabelle  XXII   für  <p(t) 

eine  andere  Tabelle:  Wie  erwähnt,  ist  <p(~ j/5)  die  Wahrscheinlichkeit 

dafür,  dass  eine  einzelne  Abweichung  zwischen  —  l  und  +  l  liegt; 
nun  ist  cf.  oben 

y\myV        *\  W-V2  /       *\        »       / 

und  dies  sei  bezeichnet  =  i\>  ( — )  • 
Die  Function 


9®  -h'f**'" 


0 

kann,  —  und  dies  ist  in  der  erwähnten  Tabelle  ausgeführt,  —  mit 
Hilfe  der  Reihe 

^^^rri!+  5  •ii-t-8!  +  -'-J 

leicht  berechnet  werden;  folglich  lässt  sich  auch  ohne  Schwierigkeit 
aus  dieser  Tabelle  <p(t)  oder  aus  dieser  Reihe  eine  andere  Tabelle 
errechnen,   welche  die  Werthe  von  ty   für  alle  möglichen  Argunient- 

werthe  von  —  gibt  (s.  Tabelle  XXIII). 

Anmerkung. 

Ohne    Ableitung    sei    zu    dem   Vorhergehenden    noch    Folgendes 
hinzugefügt: 

a)   Man  kann  die  wahrscheinliche  Abweichung  w  (oder  die  halbe 

sogen.  50-procentige  Streuung)  ausser  mit  w  =  -—  m  in  sehr  einfacher 

Weise  direct  dadurch  berechnen,  dass  man  zuerst  das  Mittel  aus  den 
ohne  Vorzeichen  genommenen  Abweichungen  oder  die  sogen,  durch- 
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schnittliche  Abweichung  E  berechnet  und  diese  mit  0,845  multi- 
plicirt;  es  ist  nämlich,  wie  sich  zeigen  lässt, 

2^  =  ä;    m  =  -B.]/y,    also    w=\y^E. 

b)  Sind  ferner  die  Beobachtungen  ihrer  wirklichen  zeitlichen 
Reihenfolge  nach  notirt,  so  kann  man  die  mittlere  Abweichung  m  und 
die  wahrscheinliche  w  direct  aus  der  Beobachtung  mit  meist  genügen- 
der Annäherung  dadurch  finden,  dass  man  die  successiven  Diffe- 
renzen zwischen  den  einzelnen  Beobachtungen  berechnet  und  aus 
diesen  (ohne  Vorzeichen  genommenen)  Differenzen  das  Mittel  D  zieht; 
0;6  •  D  ist  dann  ebenfalls  gleich  der  wahrscheinlichen  Abweichung  w. 

c)  Bravais,   Siacci   und   Putz   haben   darauf  aufmerksam   ge-vgi.Not«ii6. 
macht,  dass  man  die  auf  einander  senkrechten  Coordinatenachsen  der 

x  und  y  keineswegs  beliebig  legen  darf,  wenn  die  zu  den  Bezugsachsen 
parallel  gerechneten  Abweichungen  als  unabhängig  von  einander  an- 
genommen werden  sollen.  Diese  Unabhängigkeit  ist  nur  vorhanden 
für  bestimmte  Achsen,  die  von  Siacci  sogenannten  Gruppirungsachsen, 
die  Trägheitsachsen  des  Systems.  Für  kugelförmige,  nicht  rotirende 
Geschosse  ist  die  eine  Achse  vertical,  die  andere  horizontal.  Für  die 
gezogenen  Geschosse  sind  die  Richtungen  experimentell  zu  bestimmen; 
Siacci  nimmt  an,  dass  die  eine  Gruppirungsachse  in  der  Schmiegungs- 
ebene  des  Flugbahn-Endpunkts  liegt.  Nun  ist  die  Schmiegungsebene 
so  wenig  von  einer  verticalen  Ebene  verschieden,  dass  man  in  den 
meisten  Fällen  der  Praxis  unbedenklich  die  eine  Achse  vertical,  die 
andere  horizontal  annehmen  darf. 

d)  Endlich  ist  einleuchtend,  dass  die  Betrachtungen  und  Resultate 
dieses  Paragraphen  nicht  ausschliesslich  auf  die  Vertheilung  der  Treff- 
punkte innerhalb  einer  verticalen  Scheibe  (bezw.  der  horizontalen  Boden- 
fläche), sondern  auf  alle  zufälligen  Abweichungen  von  balli- 
stischen Grössen,  Anfangsgeschwindigkeiten,  Wurfweiten  etc. 
angewendet  werden  können.  Wir  haben  oben  nur  desshalb  die 
Treffpunktslagen  auf  der  Scheibe  als  Beispiel  gewählt,  weil  dieses  eine 
besondere  Anschaulichkeit  zulässt. 

§  33.   Wahrscheinlichen;,  eine  bestimmte  Fläche  zu  treffen.  Streuung. 

In  dieser  Hinsicht  existirt  eine  ziemlich  grosse  Verschiedenheit 
hinsichtlich  der  aufgestellten  Formeln;  die  Methode  der  Lösung  der- 
artiger Aufgaben  hat  Poisson  gezeigt;  wir  folgen  hier  Didion, 
welcher  die  Poisson'schen  Formeln  mit  den  Ergebnissen  zahlreicher 
Versuche  verglich  und,  da  er  mangelnde  Uebereinstimmung  fand,  etwas 
verschiedene  Voraussetzungen  der  Berechnung  zu  Grunde  legte. 
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a)   Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  einen  gegebenen  (zur  Schussebene 
senkrechten  verticalen)  Kreis  vom  Badius  B  zu  treffen. 

Wir  nehmen  an,  die  Zahl  der  Beobachtungen  sei  gross  genug, 
dass  die  Wahrscheinlichkeitstheorie  angewendet  werden  darf,  dass  also 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  die  Abweichung  eines  Treffpunkts  von 
dem  mittleren  Treffpunkt  sei  zwischen  p  und  p  -f-  dp  gelegen,  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Laplace'schen  Form  dargestellt  werden  kann. 
Weiter  setzen  wir  voraus,  dass  das  Wahrscheinlichkeitsgesetz  in  hori- 
zontalem und  verticalem  Sinn  dasselbe  sei  (m  =  mj.  Wir  denken 
uns  nun  einen  unendlich  schmalen  Kreisring  um  den  mittleren  Treff- 
punkt und  Zielpunkt  als  Mittelpunkt;  die  beiden  Radien  seien  p  und 
p  +  dp;  n  sei  die  ganze  Zahl  der  Beobachtungen;  A  und  B  Constanten, 
die  nachher  bestimmt  werden. 

Bezeichnet  man  nun  mit  dz  die  (theoretisch  unendlich  kleine)  Zahl 
der  auf  dem  erwähnten,  den  mittleren  Treffpunkt  und  Coordinaten- 
anfang  umgebenden  Bing  vertheilten  Treffpunkte,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, diesen  Ring  zu  treffen 

_  Zahl  der  Ring-Treffer  =  dz  =  ^,  rf  y 


Zahl  der  überhaupt  abgegebenen  Schüsse        n 

Folglich  erhalt  man  die  Wahrscheinlichkeit  W9  den  gegebenen 
Kreis  vom  Badius  R  zu  treffen,  durch  Integration  über  p  von 
p  =s  0   bis   p  =  R]  also 

W  =  2*  -A* .  Ce-*-f  -  p  •  dp  —  ^  .  (1  —  *-«") . 

Wie  oben  erwähnt,  hat  man  die  Constanten  A  und  B  in  jedem 
einzelnen  Fall  besonders  zu  ermitteln,  (die  Bedeutung  von  B  kennen 
wir  zwar,  doch  soll  B  ebenfalls  unabhängig  vom  Vorhergehenden  be- 
rechnet werden).  Zwei  Bedingungen,  welche  dazu  dienen,  lassen  sich 
leicht  finden:  Erstens  muss  für  R  =  oo}  W—l  sein,  da  die  Wahr- 
scheinlichkeit, eine  unendlich  grosse  Kreisscheibe  zu  treffen,  gleich  der 
Gewissheit  ist,  (Versager  und  Schüsse  in  anderer  Richtung  als  nach 
der  Scheibe  zu  sind  ausgeschlossen).     Somit  ist 

-        *-A*       Ä  1       -d 

Bezeichnen  wir  zweitens  die  mittlere  Abweichung  mit  M,  wobei 
nach  dem  Früheren  M  =y— —  oder  bei  sehr  grosser  Anzahl  n  yon 
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Beobachtungen  auch  gleich  1/ —  ist,  so  muss  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Abweichungen  .=  n  •  M%  sein.  Nun  war  die  Zahl  dz  der 
Treffer  auf  dem  Kreisring  von  der  Dicke  dp 

dz  =  n-  A*  •  er* ?  •  2x  •  p  •  dp  ; 

Das  Quadrat  der  Abweichung  eines  einzelnen  Trefferpunktes  ist  p2; 
die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  für  die  dz  Treffer  des 
Ringes  ist 

p2    dz    oder    2«  •  %  •  A*  •  er*  ^  •  ps  •  dp; 

und  endlich  die  Summe  für  alle  möglichen  Ringelemente  oder  die 
ganze  Ebene  ist 


OD 


2nnA% .  (**-»•*  •  p8  -  dp  =  n  •  Jf2; 


daraus  folgt 

OD 

J(f2  —  ig£  •  /V<*V>  •  (.By)  •  rf(BV); 

0 

oder  mit  B%  p2  =  w 


—     B<         1   r          • 

»•»»" -ß«-  *  * • 

0 

Folglich  hat  man  jetzt  zusammen 

A  =  -7=    und 

Jtf8  -  ^'; 

hieraus 

Jetzt  sind  die  Constanten  A  und  £  in  der  leicht  zu  berechnenden 
mittleren  Abweichung  M  ausgedrückt  und  man  hat  für  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  W,  den  gegebenen  Kreis  vom  Radius  12  zu  treffen: 


TT=  1—  i 
Hierbei  ist  M  die  mittlere  Abweichung  (vgl.  Fig.  72);  also 


«-Vs-V^?3. 

darnach  ist,  wenn  m  und  mx  die  mittleren  Abweichungen  in  horizon- 
taler resp.  verticaler  Richtung  wie  früher  vorstellen,  M  =  ]/i»2  -f-  m* 
und  mit  w  =  w1?    Jf=m}/2. 
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TP 

Ä* 

Für  die  Function  W  =  1  —  e   M*  oder  =1  —  e 

2  m*  gibt  Didion 

die  folgende  Tabelle: 

R 

/p 

B 

/p 

m 

• 

1 -«*•"* 

m 

1  —  e*  ■"* 

0,0 

0,0000 

2,0 

0,865 

0,1 

0,0050 

2,1 

0,890 

0,2 

0,0196 

2,2 

0,911 

0,3 

0,0440 

2,3 

0,929 

0,4 

0,0769 

2,4 

0,944 

0,5 

0,1182 

2,5 

0,956 

0,6 

0,1647 

2,6 

0,966 

0,7 

0,2173 

2,7 

0,974 

0,8 

0,2741 

2,8 

0,980 

0,9 

0,3330 

2,9 

0,985 

1,0 

0,3936 
0,4542 

3,0 

0,989 

M 

0,456 

0,1 

1,2 

0,5135 

0,667 

0,2 

M 

0,571 

0,844 

0,3 

1,4 

0,625 

1,010 

0,4 

1,5 

0,676 

1,176 

0,5 

1,6 

0,722 

1,354 

0,6 

1,7 

0,764 

1,552 

0,7 

1,8 

0,802 

1,795 

0,8 

1,9 

0,886 

2,146 

0,9 

Setzt  man  in  obigem  Ausdruck  für  W  speciell  R  =  M,   so  ist 

W  =  1  —  —  =  0,63127  . . . ,  d.  h.  man  kann  ca.  63  gegen  36  oder  7 

gegen  4  wetten,  dass  man,  unter  ganz  ähnlichen  Verhältnissen  schiessend, 
den  Kreis  treffen  wird,  der  um  den  mittleren  Treffpunkt  als  Mittel- 
punkt mit  einem  Halbmesser  R  gleich  dem  mittleren  Fehler  M  oder 


v, 


Zd* 


n  —  1 


beschrieben  ist. 


Umgekehrt  kann  W  vorgeschrieben  sein;  dann  ergibt  sich  R  aus 
obigem  Ausdruck;  in  diesem  unserem  Fall  ist  die  Curve  gleicher 
gegebener  Wahrscheinlichkeit  W  ein  Kreis  mit  Radius 


R 


=  Jf]/kg 


nat 


l  — TT' 


(falls  nicht  m  =  mt  ist,  wird  die  Curve  gleicher  Wahrscheinlichkeit 
eine  Ellipse,  deren  Achsen  proportional  m  resp.  m1  sind;)   speciell 

möge   TT=~  gegeben  sein;  dann  ist 


R  =  M  J/log  nat  2  =  M  •  0,83255. 

Dieser  Kreis  mit  Radius  0,83  •  M  wird  also  die  Hälfte   aller 
Kugeln  enthalten.    Er  wird  vielfach  benutzt,  um  die  Treffsicher- 
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heit  verschiedener  Waffen  bei  derselben  Scheibenentfernung  oder 
diejenige  derselben  Waffe  bei  verschiedenen  Entfernungen  oder  die 
Trefffähigkeit  verschiedener  Schützen  kurz  mathematisch  zu  fixiren. 

So   gibt  z.  B.  Didion   an,   dass   für   das   französische  Infanterie- 
gewehr M/1842  dieser  Radius  B,  war: 

auf  die  Entfernungen:     100     200     300     400  m 


R ,  —  0,3 


1,40      4,3 


Mm. 


Unter  Genauigkeit  des  Schiessens  (justesse  du  tir)  versteht  Poisson 

und  Didion  den  Grenzwerth,  welchen  der  Bruch : 

Wahrscheinlichkeit,  eine  Flache  zu  treffen 

Ausdehnung  der  Fläche 

annimmt,  wenn  die  Fläche  unendlich  klein  wird;  wählt  man  als  diese 

Fläche  den  Kreis,  so  erhält  man  dafür 

s* 

,.     l-e    *"         0  l 

um  —=.-,—-  =  -  =  — -™  ■ 


b)  Die  Wahrscheinlichkeit,  ein  Beohteck  von  gegebener  Höhe  und 
Breite  zu  treffen. 
Wir  hatten  als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  eine  einzelne  Ab- 
weichung in  horizontaler  Richtung  zwischen   —  I  und   ■  f-  l,   also  der 
absoluten  Grosse  nach  zwischen  0  und  l  zu  liegen  kommt,  den  Ausdruck 


»fcvi)   "**'  *(•)' 


offenbar  ist  dies  zugleich  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  mit  einem  ein- 
zelnen Schuss  einen  unendlich  ausgedehnten  verticalen  Flächenstreifen 


von  der  Breite  2/  zu  treffen,  vorausgesetzt,  dass  m  und  w  die  mittlere  resp. 
wahrscheinliche  Abweichung  in  horizontaler  Richtung  sind  (Fig.  75). 
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Dagegen  ist  <p  ( — 1~\  oder  i\>  ( — )  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 

einen  in  horizontaler  Richtung  unendlich  ausgedehnten  Streifen  von  der 
Breite  2lt  (Fig.  76)  zu  treffen,  falls  m±  resp.  wx  die  mittlere  resp.  wahr- 
scheinliche Abweichung  nach  oben  oder  unten  vom  mittleren  Treff- 
punkt vorstellen. 

Nun  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  zwei  Ereignisse  zu 
gleicher  Zeit  oder  in  bestimmter  Folge  eintreten,  das  Product  der  ent- 
sprechenden einfachen  Wahrscheinlichkeiten;  folglich  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  zugleich  den  verticalen  und  den  horizontalen 
Streifen,  d.  h.  ein  Rechteck  von  der  Horizontalseite  21  und  der 
Yerticalseite  2ll}  in  dessen  Mitte  der  mittlere  Treffpunkt 
liegt,  zu  treffen,  das  Product 

K^)-*fevt)  oderauch  *(^)  "*(£)' 

ein  Resultat,  das  wir  natürlich  auch  in  ahnlicher  Weise  wie  beim 
Kreis  durch  Betrachtung  unendlich  schmaler  Streifen  und  Integration 
hätten  erhalten  können.  Bequeme  Tabellen  geben  Didion,  v.  Wuich 
und  Vallier. 

In  der  praktischen  Schiesslehre  heisst  die  Breite  21  eines  nach 
oben  und  unten  unendlich  ausgedehnten  Verticalstreifens,  in  dessen 
mittlerer  Verticalen  der  mittlere  Treffpunkt  (und  genügend  genau  auch 
der  Zielpunkt)  liegt,  und  welchen  zu  treffen  man  die  Wahrscheinlich- 
keit y  hat;  die  50-procentige  horizontale  Streuung;  denn  eben 
dieser  Streifen  enthalt  muthmasslich  die  Hälfte  aller  Schüsse;  ist  diese 
Wahrscheinlichkeit  nur  — ,  so  heisst  21  die  40-procentige  hori- 
zontale Streuung  etc.;  analoges  gilt  für  die  horizontalen  Streifen, 
also  die  verticale  Streuung.  Die  Berechnung  der  Streuung  ergibt  sich 
somit  ohne  weiteres  aus  der  Tabelle  Xxm  für  4>. 

Anmerkung. 

Im  Vorhergehenden  war  angenommen,  der  mittlere  Treffpunkt 
liegt  im  Mittelpunkt  des  Rechtecks.  Falls  dies  nicht  der  Fall  ist,  ver- 
fahrt man  folgendermassen: 

Es  handle  sich  z.  B.  (Fig.  77)  um  die  Frage,  wie  viele  Treffer  in 
dem  Verticalstreifen  liegen  werden,  dessen  Seiten  von  dem  mittleren 
Treffpunkt  um  i2  und  Lx  (L%  >  Lx)  abstehen,  der  also  die  Breite 
L2  —  Zx  besitzt,  während  die  Höhe  unbegrenzt  ist 
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Die  mittlere  Abweichung  m  sei  berechnet;  y  davon  ist  die  wahr- 
scheinliche Abweichung  w;  diese  möge  12  m  sein.  Dann  sind  die 
entsprechenden  Argumentwerthe    in    der 


Function  4>: 


und   - 


nämlich  z.  B. 


-31'S. 


■*fr 


aas  der  Tafel  t/>  ergeben  sieb  hierfür  die  ' 
Werthe  rf  =  0,176  nnd  0,264;  dies  heisat: 
von  1000  Abweichungen  liegen  176  Ab- 
weichungen in  dem  nach  oben  und  unten 
unbegrenzten  Streifen  zwischen  0  und  4  m 
▼on  der  Verticalen  durch  den  mittleren 
■  Treffpunkt  ab  gerechnet;  und  ebenso  lie- 
gen von  1000  Abweichungen  264  Ab- 
weichungen zwischen  0  und  6  m;  also, 
schliessen  wir,  liegen  in  dem  Streifen  (Fig.  77)  von  1000  Abweichungen 
264  —  176  —  88  Abweichungen;  oder  unter  1000  Schüssen  fallen  88 
in  den  Streifen,  oder  8,8  Procent. 

Allgemein  ist  also  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  einen  solchen 
Streifen  von  der  Breite  Xs  —  Lx  zu  treffen,  in  dessen  Mitte  der  mittlere 
Treffpunkt  nicht  liegt 


—  * 


(h\ 


-♦(* 


%  34.  Vorfahren  bei  mehreren  Gruppen  von  Schnes-Beobachtungen. 
Unter  Umständen  hat  man  zur  Berechnung  des  mittleren  Fehlers 
mehrere  Mittel  aus  ebenso  vielen  Beobachtungsreihen  beizuziehen; 
z.  B.  kann  es  sich  um  eine  Gesammtzahl  von  200  Schüssen  handeln, 
wovon  60  am  ersten,  40  am  zweiten  und  je  50  am  dritten  und  vierten 
Tag  abgegeben  wurden.     So  mögen 

die  n  ersten  Beobachtungen  als  Abseisse  des  mittleren  Treffpunkts  X, 
„    n  nächsten         „  „         „  „  „  „  X', 

r    •"         .  »  .  .  .  .  .  *" 

geben  etc. 

Es  möge   sich  femer  um  dieselbe  Waffe,  dieselbe  Treffsicherheit 
des  Schützen  handeln.     Wenn  nun  alle  übrigen  Umstände  annähernd 
genug  für  siimmtliuhe  Gruppen  dieselben  sind,  so  erhalt  man  als  Mittel 
zur  Berechnung  der  Abscisse  £  des  mittleren  Treffpunkts 
n-X  +  n-   X-  +  n"-X"  +  ... 


s-= 


«+«•+*" 
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Anders  ist  es  jedoch,  wenn  die  Bedingungen  in  den  einzelnen 
Gruppen  verschiedene  waren ,  wenn  z.  B.  an  den  einzelnen  Beschuss- 
tagen  die  meteorologischen  Verhältnisse  nicht  genügend  übereinstimmten, 
verschiedene  Schützen  die  Schüsse  abgaben  oder  dergl.  In  diesem  Fall 
muss  man  die  einzelnen  Gruppenzahlen  erst  vergleichbar  machen 
mit  derjenigen  etwa  der  ersten  (ähnlich  wie  man  alle  Beobachtungen 
des  Barometerstands  auf  dieselbe  Lufttemperatur  0°  Cels.  bezieht);  man 
hat  also  die  Zahl  der  Beobachtungen  in  jeder  Gruppe  auf  diejenige 
Zahl  zurückzuführen,  die  man  haben  würde,  wenn  dieselbe  Abweichung 
auch  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hätte;  nach  dem  Früheren 

AM 

ist  dies  der  Fall,  wenn  für  jede  Gruppe  der  Bruch  — -  denselben  Werth 

y  n 

besitzt. 

Man  denke  sich  also  die  mittlere  Abweichung  in  horizontaler 
Richtung  für  jede  einzelne  Gruppe  ermittelt;  man  habe  so  erhalten 
m,  m'y  m"  etc.  Die  Bedingung  der  Vergleichbarkeit  ist  erfüllt,  wenn 
wir  die  Anzahlen  n',  n",  n'"  etc.  durch  andere  Zahlen  N*,  N"7  N'" 
ersetzen,  welche  den  Bedingungen  genügen 


m  m 


Yn  1/2V" 


m  m 


Yn77        Y~N' 
etc. 

Dann  ist 


t»*  -%rrri  it        W*  •vrftt  nr        W1 


"AT'  — '  "*  "AT"  "         ln  IT"' 

N  =  n  •  — 7i;     N  =  n  •  —^i    K  =n 

etc.  und  es  wird 

v  _  nX  +  N'  ■  X'  +  N"  ■  X"  H 

6  n  +  N'  +  N"  H 

oder,  mit  m*  dividirt: 

—tX  +  KtX'+  -*',',  •  X"  +  •  ■  • 

*  n         n7         n75 

— -  4-  _  J_ I 

W  Wl  Wl 

Man  sieht  daraus,  dass,  wenn  die  Bedingungen  in  den  einzelnen 
Gruppen  verschieden  sind,  die  Anzahlen  w,  n,  n"  . . .  zu  ersetzen  sind 

durch  — -.,  -  ,=,   — TT*  etc.,  oder  auch,  dass  n,  n'   w" . . .  zu  verwenden 

sind  multiplicirt  mit  den  sogen.  Gewichten  — i7  — ^  . .  •  der  einzelnen 

Beobachtungsgruppen.    (Für  deren  Berechnung  kann  man  vorteilhaft 
Reciproken-Tafeln  benützen.) 
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In  ganz  analoger  Weise  berechnet  man  die  Ordinate  r\  des  mitt- 
leren Treffpunkts.  Von  diesem  ans  verfahrt  man  sodann  in  der  oben 
angegebenen  Art  auch  in  diesem  Fall  weiter. 

§  35.  Aufdeckung  einer  störenden  Ursache  (z.  B.  Windströmung),  die 
sich  während  der  Schiessversuche  vergrößert  oder  verkleinert. 

Auch  bei  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Beobachtungen  ist  es 
möglich,  dass  die  Gesetze  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  nicht  zutreffen; 
dies  ist  dann  der  Fall,  wenn  eine  störende  Ursache  veränderlich  ein- 
wirkt; wenn  also  z.  B.  das  Pulver  von  einem  Schuss  zum  andern  (bei 
älteren  Waffensystemen)  mehr  und  mehr  feucht  wird;  wenn  der  Lauf 
sich  erhitzt,  oder  von  der  Seite  her  Wind  weht,  dessen  Stärke  zunimmt. 
In  solchen  Fällen  werden  sich  die  Treffpunkte  auf  der  Scheibe  nicht 
in  der  früher  angegebenen  Weise  nach  dem  Dichte-Gesetz  um  den 
mittleren  Treffpunkt  lagern. 

Will  man  also  constatiren,  ob  eine  veränderliche  Ur- 
sache störend  eingewirkt  hat  oder  nicht,  so  wird  man  entweder 
die  Abweichungen  der  Grosse  nach  so  in  Gruppen  ordnen,  wie  mit 
Fig.  73  und  74  gezeigt  wurde,  und  zusehen,  ob  die  normale  Form  der 
Fehlercurve  zum  Vorschein  kommt;  oder  aber  inan  wird  eine  der 
obigen  Beziehungen  benützen,  die  aus  der  Voraussetzung  abgeleitet 
wurden,  dass  die  Regeln  der  Wahrscheinlichkeitslehre  anwendbar  seien: 

1)  m  — ]/f.JE;    also    «;  =  4)/y    -#=  0,845  •  J£ 

oder  2)         «1  =  0,6-2);    woraus    E  =  -^   D  =  0,7  .  D. 

\m  =  mittlere  Abweichung  y  __  ;  w  =  wahrscheinliche  Abwei- 
chung; E  =  Mittel  der  ohne  Vorzeichen  genommenen  Abweichungen; 
D  =  Mittel  aus  den  successiven  Differenzen  xx  —  x% ,  x%  —  xB , . . .  der 
in  der  wahren  Reihenfolge  notirten  Beobachtungen,  also  deren  Summe 
dividirt  durch  n  —  1.] 

Vallier  empfiehlt  besonders  die  letztere  Beziehung  E  =  0,7  •  D vgi.Not«ii7. 
zum  Zweck  der  Controle  einer  Störung: 

Nehmen  wir  an,  die  Stärke  des  Winds,  der  in  der  Schussrichtung 
wehe,  wachse  stetig  während  des  Beschüsses;  also  anfangs  herrsche 
Windstille  und  allmählich  erhebe  sich  der  Wind  zu  beträchtlicher 
Stärke,  übrigens  ohne  plötzliche  Aenderungen.  Bei  dieser  Annahme 
ist  das  Mittel  D  aus  den  successiven  Differenzen  nur  abhängig  von 
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des  (kleinen)  Aenderungen  der  Windstärke  von  Schuss  zu  Schuss, 
nicht  aber  von  der  totalen  Aenderung  vom  ersten  bis  zum  letzten 
Schnss. 

Man  habe  z.  B.  ohne  Wind  die  folgende  Reihe  von  erreichten 
Schussweiten  beobachtet:  111, 134, 112,  146,  108,  121,  97,  82, 139, 161; 
die  mittlere  Schussweite  ist  X=121;  der  Durchschnitt  E  aus  den 
ohne  Vorzeichen  genommenen  Abweichungen  von  dieser  mittleren 
Schussweite  X  ist  JE?  =19;  die  Summe  der  successiven  Differenzen 
durch  n  —  1  dividirt  gibt  D  —  27,66;  also  ist  in  der  That  nahezu 

E  =  -^  (=  19,5). 

Nun  beginne  ein  Wind,  in  der  Schussrichtung  zu  wehen;  von 
Schuss  zu  Schuss  möge  dadurch  die  Schuss  weite  um  je  2  m  wachsen; 
dann  wird  die  obige  Reihe  zu  folgender:  111,  136,  116,  152,  116,  131, 
109/96,  155,  179.    Jetzt  ist 

X=130;     £  =  20,5;     D  =  25;    -^=17,7; 

diesmal  also  ist  nicht  mehr  mit  gleicher  Annäherung  2£  =  -=}  son- 
dern —= :  E  =  0,863 ,   statt  =  1.     Bei  noch   grosserer  Zunahme  der 

Windstarke,  nämlich  beim  Wachsen  der  Schussweite  um  je  5  m  erhält 
man  die  Reihe:  111,  139,  122,  161,  128,  146,  127,  117,  179,  206; 
hieraus 

X=  142,5;   £=23,5;   D  =  28,4;   -^  =  20,1; 

also    ^:E  =  0,855,    statt   =  1. 

Bei  Zunahme  der  Schussweiten  um  je  10  m  wird 
X=166;    £=30,5;    D  =  28,7;    -^  =  20,3;     -^  :£  =  0,666, 

statt  =  1 ;  zusammen  ist  so  der  Reihe  nach 

E  =  19 ;      20,5 ;    23,5 ;    30,5  etc. 

-^  =  19,5;  17,7;    20,1;    20,3  etc. 

Daraus  folgt,  dass  —=   sich  hierbei  weit  weniger  ändert  als  E\ 

also  ist  —=  wahrscheinlicher  als  E:  zudem  lässt  sich,  falls  man  nur 

die  Beobachtungsdaten  in  wahrer  Reihenfolge  notirt,  der  Werth  von  D 
leichter  ermitteln.    Keimt  man  2),  so  kennt  man  auch  w  =  0,6  D\ 


Die  zufälligen  Geschossab  weichungen  und  deren  Gesetz.  311 

JJ=0,7D;  m=y^--E,  für  den  Fall,  dass  man  den  Beschuss  nicht 

zu  verwerfen  hat. 

Das  Resultat  des  Vorhergehenden  bezüglich  der  Aufdeckung 
von   Störungen   ist   also   das  Folgende;    Je   nachdem   die   Bedingung 

_  =  JE  erfüllt  ist  oder  nicht,  hat  man  anzunehmen,  dass  keine  Stö- 

V2 

rang  oder  dass  eine  Störung  stattgefunden  hat;  liegt  das  Yerhältniss 

--_  :  E  nicht  innerhalb  0,8  bis  1,2,  so  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass 

V2 

eine  störende  Ursache  vorlag. 

§  36.    Wann  ist  das  Resultat  eines  Schusses  als  dasjenige  eines 

sog.  Ausreissers  zu  verwerfen? 

Die  Regeln  der  verschiedenen  Ballistiker  und  die  Vorschriften  der 
Prüfungscommissionen  weichen  in  dieser  Hinsicht  stark  von  einander 
ab.  Die  früher  erwähnte  Commission  von  Gävre  liess  ein  Schuss- 
resultat dann  aus  der  Berechnung  weg,  wenn  die  betreffende  Abwei- 
chung vom  mittleren  Werth  auf  mehr  als  das  3 fache,  die  von  Calais 
und  Bourges,  wenn  sie  sich  auf  mehr  als  das  4fache  der  mitt- 
leren Abweichung  m  belief.  Diese  Regel  ist  gegenwärtig  auch  in 
Deutschland  die  üblichste. 

Dem  gegenüber  betont  Vallier  mit  Recht  Folgendes:  Bei  einem 
langen  Beschuss  können  sich  solche  extreme  Zahlen  allerdings  nur 
sehr  selten  einstellen  und  sie  werden  meist  einen  sehr  kleinen  Einfluss 
ausüben;  andererseits  wird  man  durch  eine  solche  Bestimmung  zu 
eigentümlichen  Consequenzen  geführt.  Es  seien  nämlich  z.  B.  mit 
demselben  Abgangswinkel  mehrere  Schuss weiten  erschossen;  darunter 
befinde  sich  eine  ausserordentlich  grosse  s.  Nimmt  man  letztere 
hinzu,  so  wird  das  Mittel  aus  allen  grösser,  und  zwar  um  so  grösser, 
je  beträchtlicher  diese  besondere  Schussweite  s  war.  Es  sei  M  das 
Mittel  aus  den  n  —  1  übrigen  Schussweiten;  dann  ist  das  Mittel  aus 

allen    =     ~~    — ^_1  =  M  +  — — :    dieses  Mittel  ist  also   in   der 

n  » 

That  grösser  als  M  und  zwar  wächst  die  Differenz  mit  s  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze,  nämlich  bis  die  Ausschliessungsregel  plötzlich  Platz 
greift;  dann,  wenn  diese  Regel  ihre  Wirksamkeit  erreicht  hat,  also 
die  Schussweite  s  des  fraglichen  Schusses  noch  eine  Kleinigkeit 
gewachsen  ist,  fällt  plötzlich  der  Mittelwerth  auf  den  Werth  M 
herab.  Also:  die  Vergrösserung  jener  Schussweite  erzeugt  dann  plötz- 
lich eine  Verkleinerung  des  Mittels,  was  widersinnig  ist;  —  kurz 
man  hat  eine  Unstetigkeit. 
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Dieser  Nachtheil  wird  gemildert  durch  die 
vguioKiis.      Regel  von  Chauvenet,  mit  der  Modification  von  Vallier: 

Chauvenet  hat  folgende  Regel  aufgestellt,  welche  ohne  Ableitung  mit- 
getheilt  werden  möge.  Die  wahrscheinliche  Abweichung  vom  mitt- 
leren Treffpunkt  ans  sei  w,  s  sei  diejenige  Abweichung,  yon  welcher 
ab  die  Ausschliessung  erfolgen  solL  Nun  ist  die  Zahl  n  aller  Schüsse 
gegeben,   um  welche  es  sich  handelt;   man  setzt   die   Beziehung  an: 

— —  =  9>(Q;  damit  kennt  man  <p(t)  und  kann  aus  der  Tabelle  XXII  f&r 

0 

den  zugehörigen  Werth  von  t  entnehmen;   dann  ist  das    gesuchte  5 

bestimmt  durch 

t  •  w 

s~  0^769' 

Z.  B.  für  n  =  10  ist 

/A         2»— 1  210— 1         An- 

*® — s-: — 27iö-  =  o,95; 

die  Tabelle  gibt  hierzu  t  =  1,39;  folglich  ist 

8  -  ■$£»  • w = 2>92  • w- 

Wenn  also  die  Abweichung  des  fraglichen  Schusses  vom  Mittelwerth 
das  2,92  fache  des  wahrscheinlichen  Fehlers  übersteigt,  so  ist  der 
Schuss  auszulassen. 

Diese  Regel,  an  deren  Ableitung  Manches  ausgesetzt  werden  kann, 

modificirt  Vallier  zu  der  folgenden:  Man  bestimmt  t  aus:  q>(t)  =  — j— 

und  verfahrt  wie  vorhin,  nimmt  also  wieder  s  =  04769  • 

Letztere  Vorschrift,  welche  den  Eingangs  angefahrten  Vorschriften, 
die  sich  mehr  durch  Einfachheit  als  Gerechtigkeit  auszeichnen,  vorzu- 
ziehen ist,  kann  in  der  folgenden  Tabelle  niedergelegt  werden,  die  für 
die  meisten  Fälle  der  Praxis  ausreicht: 

Man  lässt  ein  Schussresultat  aus,  wenn  die  Abweichung  desselben 
gegenüber  dem  Mittelwerth  gleich  oder  grosser  als  das  xfache  der 
wahrscheinlichen  Abweichung  w  (s.  o.)  ist;  hierbei  ist 

für  n  =    4  Schüsse  der  Werth  von   %  =  2,27 

5  99  91  99  99  99  2,43 

6  19  99  19  99  3,25 

7  ^ATi 

■  ;;     99  91  »       *ßf**j 

19         "     v  11  11  ii  11       «V*U 


19 

19 

19 

99 

91 

19 

V 

» 

10 

;; 

99 

99 

99 

99 

n 

»> 

12 
15 

)> 

99 

99 

99 

'9 

99 

99 

}) 

99 

99 

99 

» 

n 

» 

20 

97 

» 

W 

» 

99 

n 

99 

50 

99 

V 

99 

J) 

99 

» 

V 

100 

99 

V 

99 

99 

99 
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für  n  =   9  Schüsse  der  Werth  von   x  =  3,G9 

3,84 
4,00 
4,21 
4,49 
5,24 
6,60. 

Natürlich  muss  man  diese  Ueberlegnng  im  Allgemeinen  getrennt 
sowohl  für  die  horizontalen  als  die  verticalen  Abweichungen  durchführen. 

§  37.    Ueber  das  Nichtzusammenfallen  von  mittlerem  Treffpunkt 

und  Zielpunkt. 

Bisher  war  angenommen,  dass  der  beabsichtigte  Treffpunkt  mit 
genügender  Annäherung  zugleich  der  wirkliche  mittlere  Treffpunkt  sei; 
das  oben  gewählte  Beispiel  von  pag.  291  wurde  auch  in  dieser  Weise 
ausgewählt. 

Wenn  aber  der  mittlere  Treffpunkt  um  eine  beträchtliche  Strecke 
vom  Zielpunkt  absteht,  so  ist  es  wohl  möglich,  dass  die  Treff fähig- 
keit  eines  Geschützes  oder  Gewehrs  übertroffen  werden  kann 
durch  diejenige  eines  andern,  das  weniger  präcise  schiesst, 
d.  h.  das  eine  grössere  mittlere  Abweichung  aufweist.  In 
der  That,  man  denke  sich  z.  B.  ein  ideales  Infanteriegewehr,  das  voll- 
kommenste Schusspräcision  besitzt,  also  die  mittlere  Abweichung  Null 
aufweist.  Unter  Voraussetzung  eines  idealen  Abkommens  müsste  bei 
einem  solchen  Gewehr  ein  Geschoss  nach  dem  andern  durch  dasselbe 
Loch  am  Ziel  einschlagen.  Ist  nun  etwa  das  Visir  „600  m"  benützt, 
während  die  wahre  Zielentfernung  630  m  beträgt,  ist  also  die  Entfer- 
nung unrichtig  geschätzt,  oder  aber  ist  man  wegen  mangelnden  Yisirs 
„630  m"  ausser  Stande,  auf  die  Zielentfernung  abzukommen,  benützt 
vielmehr  das  Yisir  600  m,  so  ist  es  möglich,  dass  kein  einziger 
Schuss  einen  Treffer  gibt,  während  doch  das  Gewehr  vollkommenste 
Präcision  besitzt. 

In  diesem  Fall  ist  also  allzugrosse  Präcision  sogar  schädlich. 
In  der  Praxis  wird  ja  auch  absichtlich  die  Streuung  vergrössert, 
indem  verschiedene  Visire  angegeben  werden,  um  eine  grosse  Anzahl 
von  Treffern  zu  erhalten.  Man  sieht  daraus,  dass  das  Maximum  von 
Treffsicherheit  einer  Waffe  nicht  allein  für  die  Güte  desselben  mass- 
gebend sein  darf;  vielmehr  sind  gleichzeitig:  Treffsicherheit;  Rasanz 
der  Flugbahn  und  folglich  bestrichener  Raum,  sowie  lebendige  Kraft 
am  Ziel  zur  Beurtheilung  zu  verwenden  und  gegen  einander  abzuwägen. 


314  Zehnter  Abschnitt. 

Da  diese  Fragen  mehr  zur  praktisches  Schiesslehre  gehören,  so 
vgi.Noteii9.  genüge  es,  auf  die  einschlägigen  Arbeiten  insbesondere  von  y.  Wuich, 
Strnad  und  Rohne  hinzuweisen. 

Insbesondere  hat  v.  Wuich  mehrere  eindringende  Untersuchungen 
über  diese  Fragen  angestellt;  er  (wie  auch  Strnad)  bestimmt  die 
Grenze,  welche  der  mittlere  Treffpunkt  nicht  überschreiten  darf, 
wenn  nicht  die  erwähnte  Möglichkeit  vorliegen  soll,  dass  die  Treff- 
fahigkeit  eines  Geschützes  kleiner  wird  als  die  eines  weniger  präcise 
schiessenden  Geschützes;  er  folgert  daraus,  wann  sich  der  Artillerist 
als  „eingeschossen"  betrachten  darf  und  bespricht  die  Theorie  des 
in  der  Praxis  der  Artillerie  üblichen  Gabel  Verfahrens  (der  fort- 
gesetzten Halbirung). 


Anhang.     Geschichtliches  betreffs  der  Anwendung  der 
Vgl  Notei2o.  Wahrscheinlichkeitstheorie  auf  die  Ballistik. 

Schon  1750  macht  Paul  Jakobi  darauf  aufmerksam,  wie  die 
Treffwahrscheinlichkeit  wächst,  wenn  man  sich  immer  stärkerer  Pulver- 
ladung  und  immer  kleinerer  Elevation  bedient.  Indess  die  richtige 
Anwendung  der  mathematischen  Principien  der  Wahrscheinlichkeits- 
lehre auf  die  Ballistik  verdankt  man  Poisson,  der  die  heute  allgemein 
übliche  Lehre  von  der  Trefffahigkeit  und  Streuung  sofort  in  sehr  voll- 
kommener Weise  begründete  und  ausbaute. 

Am  1.  Febr.  1828  war  durch  das  comite  de  l'Artillerie  in  Frank- 
reich die  folgende  Preisaufgabe  für  die  Artillerieofficiere  auf  das  Jahr 
1829  ausgegeben  worden:  „Indiquer,  en  se  fondant  sur  les  principes 
connus  de  la  theorie  des  probabilites,  le  meilleur  mode  ä  adopter  pour 
la  recherche  des  portöes  moyennes,  discuter  le  märite  relatif  des  divers 
procldes  en  usage.  L'ätendue  superficielle  de  l'objet  ä  frapper  et  sa 
Position  relativement  ä  la  batterie  etant  donne'es,  assigner  pour  chacune 
des  bouches  ä  feu,  la  fraction  exprimant  le  rapport  entre  le  nombre 
total  de  coups  et  les  coups  ä  effets."  (Memorial  d' Artillerie,  Nro.  2; 
1828,  pag.  25/26). 

Es  wurden  drei  Arbeiten  eingereicht,  wovon  keine  den  Preis 
vgl Kotai2i.  erhielt.  Poisson,  der  sich  um  jene  Zeit  mit  den  Anwendungen  der 
Wahrscheinlichkeitstheorie  beschäftigte,  sandte  eine  Note  an  die  Zeit- 
schrift Memorial  d' Artillerie  ein;  er  gab  darin  in  kurzen  Zügen  das 
Wesentlichste  der  heutigen  Theorie. 

Auf  seine  Anregung  stellte  Didion  1838  zu  Metz  zahlreiche  Ver- 
vgi  Nottiss.  suche  über  Treffwahrscheinlichkeit  an,  über  welche  er  im  Jahr  darauf 
berichtete. 
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Hälie  gab  1854  Formeln  zur  Berechnung  der  Wahrscheinlichkeit  vgLNotom. 
dafür,  Flächen  specieller  Begrenzung  zu  treffen. 

Didion  modificirte  einige  Formeln  von  Poisson  in  solchen  Fällen, 
wo  die  Uebereinstimmung  von  Theorie  und  Versuch  eine  ungenügende 
war,  und  fasste  in  einer  besonderen  Schrift  1858  die  Theorie  in  glück- vgLNoum. 
licher  Weise  zusammen.    Der  weitere  Ausbau  dieser  Disciplin  in  ihren 
Einzelheiten  erfolgte  vorzugsweise  durch  Adan,  Bonsdorf,  Jardel,vgi.Not«i25. 
Jouffret,  Percin,  Putz,  v.  Wuich,  Strnad,  Vallier. 

§  38.    Zusammenstellung  der  Resultate.    Beispiele. 

1)  Auf  der  verticalen  und  zur  Schussebene  senkrechten 
Scheibenfläche  sei  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
angenommen,  die  #-Achse  nach  rechts  (vom  Schützen  aus  ge- 
sehen), die  y-Achse  vertical  nach  oben  positiv  gerichtet.  Sind 
die  Coordinaten  dereinzelnenTreffpunktefoy^foyj^foy^etc., 
allgemein  {xy)7  so  findet  man  den  mittleren  Treffpunkt  (XY)} 
(Schwerpunkt  der  gleich  belastet  gedachten  Treffpunkte) 
durch 

_  xt  +  x%  h M,^^t    Y _  Vi  +  y%  +  •  •  +  yn  =  zv 

n  n  '  n  n 

2)  Die  Abweichungen  der  einzelnen  Treffpunkte  gegen- 
über diesem  mittleren  Treffpunkt  (XY)  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Coordinaten  dieser  einzelnen  Punkte  bezogen  auf  den 
mittlerenTreffpunkt  alsCoordinatenanfang,  seien  in  horizon- 
taler Richtung  mit  e,  in  verticaler  Richtung  mit  el  bezeich- 
net (e*  +  cia  =  <F)f  dann  ist  die  mittlere  Abweichung  m  resp.  mx 
eines  einzelnen  Treffpunkts  (in  horizontaler  resp.  verticaler 
Richtung)  —  moyen  £cart  — 


m 


l/  £e*  l/^V 


für  die  directe  Entfernung  eines  einzelnen  Treffpunkts  vom 
mittleren  Treffpunkt  hat  man  also  im  Mittel 


V       n— 1  V n— 1 


(Die    mittlere    Abweichung    des   mittleren    Treffpunkts 
selbst  gegenüber  der  wahren  Lage  ist 


-=    resp.   -£.) 
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3)  Die  Wahrscheinlichkeit  ¥P  dafür,  dass  die  Abweichung 
eines  einzelnen  Schusses  Tom  mittleren  Treffpunkt  ohne 
Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  zwischen  0  und  2  liegt,  ist 

oder  auch 

Betreffs  9  and  4>  vgL  Tabelle  XXII  and  XXttL  Hierbei  be- 
deutet w  resp.  wt  die  sogen,  wahrscheinliche  Abweichung  eines 
einzelnen  Schusses  Tom  mittleren  Treffpunkt  (ecart  ä  craindre; 
oder  ecart  mediane  oder  ecart  probable);  es  ist  nämlich  z.  B.  w 

diejenige   horizontale  Abweichung,   für    welche    W=—   ist; 

cL  h.  man  kann  1  gegen  1  wetten,  dass  bei  einem  einzelnen 
Schuss  die  Abweichung  grosser,  wie  dass  sie  kleiner  sei  als 
w.    Man  berechnet  w  resp.  wi  durch: 


w 


2  2  1  /~Ze *  2  2  t  /Zc.* 


(Die  wahrscheinliche  Abweichung  des  Resultats,  also  des 
mittleren  Treffpunkts  selbst,  ist  dagegen  nach  dem  Obigen 

2  -1/     Ze*  2  -1/    Zel*     \ 

Die  sogen.  50-procentige  Streuung  s  ist  das  Doppelte  der 
wahrscheinlichen  Abweichung  in  der  betreffenden  Richtung, 
um  welche  es  sich  handelt;  s  =  2.w. 

4)  Man  kann  die  mittlere  und  die  wahrscheinliche  Ab- 
weichung eines  einzelnen  Schusses  auch  bestimmen,  indem 
man  die  durchschnittliche  Abweichung  E  (ecart  moyen),  den 
Durchschnitt  aller  ohne  Vorzeichen  genommenen  Abweichun- 
gen e  berechnet;  es  ist  nämlich 

m  =]/f   E,    also  w  =  y  ]/f  •#=  0,845  .  E 
resp.  mY  -]/j  .  Et  wx  =  -|]/|-   Ex=  0,845  .  Ex. 

Diese  Bedingung   m  =  y~-E  ist  zugleich  ein  Kriterium 

dafür,  ob  die  vorstehenden  Regeln  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  eine  Beobachtungsreihe  angewendet  werden 
dürfen  oder  nicht;  (s.  darüber  auch  11). 
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5)  Mit  meist  genügender  Annäherung  lässt  sich  die  mitt- 
lere Abweichung  m  oder  die  wahrscheinliche  w  eines  Schusses 
vom  mittleren  Treffpunkt  sehr  einfach  finden,  indem  man  in 
der  betreffenden  Beobachtungsreihe  die  successiven  Diffe- 
renzen nimmt  und  aus  diesen  ohne  Vorzeichen  genommenen 
Differenzen  das  Mittel  zieht,  also  die  Summe  dieser  Diffe- 
renzen durch  n  —  1  dividirt;  dieses  letztere  Mittel  sei  D; 
so  ist  to  =  0,6D  resp.  wl  =  0ß-Dl. 
Zusammen  hat  man  also: 

Wahrscheinliche  Abweichung  w 

2 

=  y  •  mittlere  Abweichung  m, 

=  0,845  •  Mittel  E  der  absoluten  Werthe  der  Ab- 
weichungen, 
=  0,6  •  Mittel  D  der  successiven  Differenzen, 

daraus  E  =  -±=>  D  =  0,1    D. 

6)  Sind  die  mittleren  Abweichungen  nach  allen  Seiten 

gleich  gross  (m  =  mlf  M  =  m"^2),  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit W  dafür,  einen  Kreis  mit  Radius  12  zu  treffen,  (12  und  M 
in  derselben  Längeneinheit  gegeben),  die  folgende 

W=l-e   *=l-e   *"-*, 
umgekehrt 

E  =  Jtf.|/lognat(r4Tf,)- 

Derjenige  Kreis,  welcher  die  Hälfte  aller  Geschosse  enthal- 
ten wird,  für  welchen  also  W=  y  ist,  hat  den  Radius 

Bx  =  0,83255  -  M 

7)  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  einen  symmetrisch  zum 
mittleren  Treffpunkt  gelegenen  Flächenstreifen  zu  treffen, 
der  die  Breite  22  besitzt  und  der  nach  unten  wie  oben  un- 
endlich ausgedehnt  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,  „die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  horizontalen  Streuung  von  der  Grosse 
21«  ist  (vgl  auch  Nr.  3) 

9täi)   oder  *(•)' 

Analog  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  einen  symmetrisch 
zum  mittleren  Treffpunkt  gelegenen  Flächenstreifen  zu 
treffen,  der   die   Hohe  2lx   besitzt   und   der  nach   rechts  wie 
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links  unendlich  ausgedehnt  gedacht   wird,  oder  die  „Wahr- 
scheinlichkeit einer  verticalen  Streuung  2lfz 


•tfc) 


oder    *(£) 


Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  eine  symmetrisch  um  den 
mittleren  Treffpunkt  gelegene  verticale  Bechtccksfläckc  ron 
21  Breite  und  2J,  Höhe  zu  treffen,  ist 

8)  Hat  ein  in  verticaler  Richtung  unendlich  ausgedehn- 
ter Flächenstreifen  die  (constante  horizontale)  Breite  2^ — l^ 
und  liegt  der  mittlere  Treffpunkt  ausserhalb  dieser  Fläche, 
(die  eine  Seite  um  Z,,  die  andere  um  Z^^Z,)  von  diesem 
Punkt  entfernt),  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  die 
Fläche  zu  treffen, 

analog    für    einen    in    horizontaler    Richtung    unbegrenzten 
Flächenstreifen: 


♦©-♦&) 


9)  Treffgenauigkeit  =  Grenzwerth  des  Bruchs: 

Wahrscheinlichkeit,  eine  Fl&che  zu  treffen 
Ausdehnung  der  Fläche 

(für  verschwindende  Fläche) 

1 

(vorausgesetzt,  dass  m  =  w1;   M  =  m}/2). 

10)  Hat  man  mehrere  Beobachtungsreihen  angestellt,  um 
eine  ballistische  Grösse  zu  messen,  nämlich  n  Beobachtungen, 
welche  den  Mittelwerth  X,  ferner  n^  Beobachtungen,  welche 
den  Mittelwert  XY  lieferten  etc.,  und  sind  die  cf.  oben  berech- 
neten mittleren  Abweichungen  innerhalb  der  einzelnen  Reihen 
m,  mlf  m^  •  •  •,  so  hat  man  die  Anzahlen  n,  nu  n^  •  •  •  der  Beob- 
achtungen mit  den  entsprechenden  „Gewichten" 


m*}   m,*'  m^ 


•       9 
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zu  multpliciren,  um  die  Beobachtungen  vergleichbar  zu 
machen.  Man  hat  dann  als  Gesammtmittelwerth  £  der  be- 
treffenden ballistischen  Grösse 


£  = 


!L.X  +  ±-txl+*xt  + 


m 


**i 


m. 


11)  Eine  die  Versuchsreihe  störende  variable  Ursache  war 
muthmasslich  dann  vorhanden,  wenn  das  Yerhältniss 

0,72) 


*  E 

(D  =  Mittel  aus  den  successiven  Differenzen  der  in  wahrer 
Reihenfolge  notirten  Beobachtungen;  E  =  Mittel  aus  den 
ohne  Vorzeichen  genommenen  Abweichungen  vom  Mittel- 
werth)  nicht  genügend  nahe  der  Eins  gleich  ist,  nicht 
zwischen  etwa  0,8  und  1,2  liegt. 

Wenn  die  Störung  so  klein  ist,  dass  man  sich  entschliesst, 
die  Beobachtungsreihe  gelten  zu  lassen,  so  berechnet  man 
den  wahrscheinlichen  Fehler  w  mittelst  10  =  0,6-2),  den  des 
Resultats 


yn 


12)  Beibehalten  wirddasResultat  eines  einzelnen  Schusses, 
dessen  Treffpunktslage  auffallend  weit  vom  mittleren  Treff- 
punkt entfernt  lag,  also  jener  Schuss  wird  dann  nicht  als 
sogen.  Ausreisser  verworfen,  wenn  seine  Abweichung  vom 
Mittelwerth  kleiner  ist  als  das  x-fache  des  wahrschein- 
lichen Fehlers  w;(=  y  m  =  0,6 »DJ;   hierbei  ist 


bei  x 
der  Werth  von  n 


4 

5 

6 

7  bis  12 

16 

20 

60 

2,27 

2,43 

3,25 

4 

4,2 

4,5 

5,25 

100  Schüssen. 
6.6 


Beispiele. 

l)  Mit  dem  deutschen  Infanteriegewehr  M/88  Kaliber  7,9  mm  wurde 
in  Oberndorf  am  25.  Mai  1895  ein  grösserer  Beschuss  ausgeführt;  dabei 
ergab  sich  u.  A.  bei  der  Zielentfernung  600  m  die  folgende  Reihe  von 
Treffpunktslagen  {xy\  sämmtlich  gemessen  von  der  linken  unteren  Scheiben- 
ecke ab;  die  x  sind  positiv  nach  rechts,  die  y  positiv  nach  oben  ge- 
rechnet; 
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in  horizontaler  Richtung: 


Treffpunktslage 

Abweichung  e 

▼om  mittleren 

Treffpunkt 

Quadrate  der 
Abweichungen 

436  cm 

—    3 

9 

443 

+    4 

16 

418 

—  21 

441 

418 

—  21 

441 

446 

+    7 

49 

473 

+  34 

1156 

437 

—    2 

4 

462 

+  13 

169 

422 

—  17 

289 

445 

+    6 

36 

Mittelwerth 

absol.  Summe 

Et*  =  2610 

X= 439,0  cm 

»128 

mittlere  Abweichung 

wahrscheinliche  Abweichung 

2 
w  =  —  m  =  11,35  cm 

(in  der  That  liegt  die  Hälfte  der 
Abweichungen,  nämlich  — 3,  +4, 
+7,  —  2 ,  +  6  der  absoluten  Grösse 
nach  zwischen  0  und  11,35). 

(Kein  Schuss  ist  auszuschliessen, 
da  die  grösste  Abweichung  (34  cm) 
kleiner  als  4-11,35  ist.) 

50-procentige  Streuung 

s  =  2  •  w  =  22,7  cm, 

wahrscheinliche  Abweichung  des  oben 
berechneten  mittleren  Treffpunkts  vom 
wahren  unbekannten 

=     . —  =  o.oy  cm, 
durchschnittliche  Abweichung 

JB-^-  12,8  cm, 

also  ist  0,845  •  E  =  10,8  cm,  statt 
=  w  =  11,35. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  einen  ver- 
tical  unbegrenzten,  zum  mittleren 
Treffpunkt     symmetrisch     gelegenen 


in  yerticaler  Richtung: 


Treffpnnktolage 

Abweichung 

« i 

y  = 

<i  = 

'i  — 

195  cm 

—  29,4 

r   '■            "                     -     -. 

864,36 

197 

—  27,4 

750,76 

205 

-19,4 

376,36 

215 

-    9,4 

88,36 

222 

-    2,4 

5,76 

227 

+    2,6 

6,76 

230 

+    5,6 

31,36 

240 

+  15,6 

243,36 

241 

+  16,6 

275,56 

272 

+  47,6 

2265,76 

Mittelwerth  absol.  Summe  27tf'  =  4908,4 

F=  224,4  cm 

=  176,0 

mittlere  Abweichung 


=  23,35  cm, 


wahrscheinliche  Abweichung 


2 


*rx  =  —  ml  =  15,57  cm 

(in    der  That   liegt   die    Hälfte    der 
Abweichungen  zwischen  0  und  15,57). 


(Kein  Schuss  ist  auszuschliessen, 
da  die  grösste  Abweichung  (47,6  cm) 
kleiner  als  4-15,57  ist.) 

50-procentige  Streuung 

st  =  2  •  wt  =  31,1  cm, 

wahrscheinlicher  Fehler  des  Resultats 
selbst 

15,57 
=  -7=-  =  4,92  cm, 

|/iö  ' 

durchschnittliche  Abweichung 

^i=11?  =  17>6cm> 

also     ist    0,845  .  E  =  14,87,    statt 
=  wx=  15,57  cm. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  einen  in 
horizontaler  Richtung  unbegrenzten, 
zum    mittleren    Treffpunkt    symme- 
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trisch  gelegenen  Flächenstreifen  von 
der  Höhe  15,6  cm  zu  treffen  ist,  da 
2  ^=1 5,6 ;  ^=7,8  cm,  gegeben  durch : 

d.  h.  unter  10  Schüssen  werden 
muthmasslich  2,6,  also  eher  3  als 
2  Schüsse  in  diesen  Streifen  fallen 
(thatsächlich  waren  es  s.  o.  3  Schüsse). 


Flächenstreifen  von  der  Breite  45,4  cm 
zu  treffen  (21  =  45,4 ;  l  =  22,7  cm), 
ist: 

d.  h.  unter  10  Schüssen  werden  8,2, 
also  eher  8  als  9  Schüsse  in  diesen 
Streifen  fallen  (thatsächlich  waren 
es  s.  o.  9  Schüsse;  davon  2  hart 
an  der  Grenze  des  Streifens). 

Die  Wahrscheinlichkeit,  ein  symmetrisch  um  den  mittleren  Treffpunkt 
gelegenes  verticales  Rechteck  von  der  Breite  45,4  cm  und  der  Höhe  15,6  cm 
zu  treffen,  ist 

*(^)MiS)  =  0'820'26  =  0'21; 

d.  h.  unter  100  Schüssen  werden  muthmasslich  21  das  Rechteck  treffen. 

[An  dieser  absichtlich  ungünstig  gewählten  Beobachtungsreihe  aus  der 
Praxis  ist  nach  dem  Obigen  zweierlei  auszusetzen:  Erstens  zeigt  die  Reihe 
der  Abweichungen  e  und  e11  dass  die  Beobachtungen  nicht  in  der  wahren 
zeitlichen  Reihenfolge  notirt  sind,  was  den  Vortheil  benimmt,  die  Grösse  D 
zu  ermitteln  und  damit  die  obigen  Rechnungen  besonders  einfach  auszu- 
führen, auch  eine  etwaige  störende  Ursache  nachzuweisen.  Zweitens  ist 
die  Anzahl  «=10  der  Beobachtungen  etwas  zu  klein,  und  die  Anwend- 
barkeit der  Wahrscheinlichkeitstheorie  nicht  unzweifelhaft.] 


2.  Beispiel. 

Bei  einem  grösseren  Versuchsschiessen  mit  einer  Zimmerflinte  auf 
20  m  Entfernung  ergab  sich  als  mittlere  Abweichung  in  horizontaler  und 
ebenso  in  verticaler  Richtung  5  cm.  Wie  viel  von  100  Schüssen  wer- 
den demnach  muthmasslich  bei  sonst  gleichen  Umständen  eine 
kreisförmige  Scheibe  von  6  cm  Radius  treffen? 

Es  ist 

=  5  cm 


m 


t»* 


B=  6  cm, 


also  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


W=l  —e 


jp 


ma 


1 

36 


also  (entweder  mit  Tabelle  VII  Aiihang  oder  mit  der  Texttabelle  pag.  302) 

W=  0,5135. 

Antwort:  fast  genau  die  Hälfte  aller  Schüsse  (nämlich  51). 


Cr  ans,  Ballistik. 
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3.  Beispiel. 

Für  ein  Versuchsgewehr  mit  6  mm  Kaliber  wurde  in  Oberndorf  am 
11.  Nov.  1895  die  Geschossgeschwindigkeit  v&  im  Abstand  25  m  vor  der 
Mündung  mit  Hilfe  eines  le  Boulenge -Apparats  10 mal  gemessen;  es  fanden 
sich  die  folgenden  (in  wahrer  Reihenfolge  notirten)  Zahlen: 


in  m/iae. 

i 

Differenzen 

Abweichungen  vom 

Mittelwerth 

d  = 

Quadrat 

der  Abweichung 

<*•  = 

740 
789 
742 
739 
738 
748 
742 
740 
748 
742 

1 
3 
3 
1 
10 
6 
2 
8 
6 

-1,8 
-2,8 
+  0,2 
-2,8 
-8,8 
+  6,2 
+  0,2 
-1,8 
+  6,2 
+  0,2 

3,24 

7,84 

0,04 

7,84 

14,44 

38,44 

0,04 

3,24 

38,44 

0,04 

Mittelwerth 

—  741,8 

Summe  der  abso- 
luten Werthe 
=  26,0 

Zd*  =  113,60 

! 

Gerade  die  Hälfte  der  Abweichungen  ist  positiv,  die  Hälfte  negativ. 


Mittlerer  Fehler  m  einer  Messung  =  y     _    =  1/— ö2-  =  3,55  m, 


wahrscheinlicher  Fehler  w 


durchschnittlicher  Fehler  E 


2 


n 


n 


n 


n 


=  y  m  =  2,37  m, 

=  ^  =  2,6  m;    also    0,845  •  2,6 


10 


2)  = 


1  +  3  +  3  +  1  +  10  +  6  +  2  +  8  +  6 

9 


=  2,20  m, 
=  4,44 ••;     0,6-2)  =  2,06m 


Keine  der  10  Messungen  ist  zu  verwerfen,  da  die  grösste  Abweichung 
(6,2)  kleiner  als  4-2,37  ist. 

Die  3  Werthe  für  den  wahrscheinlichen  Fehler:  2,37,  2,20,  2,66 
stimmen  kaum  befriedigend  überein,  woraus  zu  schliessen  ist,  dass  die  Zahl 
10  der  angestellten  Beobachtungen  zu  klein  ist. 


4.  Beispiel. 

Ein  letztes  Beispiel  soll  zeigen,  wie  in  der  Praxis  der  Artillerie  mit 
den  Zahlen  der  Tabelle  y  (Tabelle  XXTTT)  —  dort  „Wahrscheinlich- 
keitsfactoren" genannt  —  gerechnet  wird. 

Z.  B.  für  die  Granate  der  schweren  Feldkanone  C.  73  gibt 
die  Schiessvorschrift  Folgendes  (im  Auszug): 


Die  zuf&lligen  Geschossabweichungen  and  deren  Gesetz. 


323 


Trefff&higkeitstabelle. 


Entfernung 

60%  Treffer  erfordern  eine 
Ziel- 

m 

Höhe 

Breite 

Länge 

m 

m 

m 

1000 

0,6 

0,8 

12 

2000 

1,9 

1,8 

17 

3000 

3,3 

22 

4000 

5,4 

29 

6000 

i 

8,0 

38 

Wahrscheinlichkeitsfactoren 

'*   h.  x  zu  y(x)) 

""-    68% 


0,: 


(d.h. 

_  M  1 


0,2 
0,8 

0,4 
0,6 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 


1  für  6% 

2  U„ 


16  „ 

21  „ 
26  „ 
31  „ 

36  „ 
41  „ 
46  „ 

60  „ 


1,2  für 

1,4 
1,6 

1,8 
2,0 

2,4 

2,8 
8,2 
3,6 
ca.  4 


/o 
65  „ 

72  „ 

78  „ 

82  „ 

89  „ 

n        94  „ 

»      97  „ 

98  „ 

100,, 


Die  Tabelle  gibt  also  an,  wie  Hoch  ein  Ziel  sein  muss  (Breite  unbe- 
grenzt), damit  bei  z.  B.  1000  m  Schussweite  auf  das  Ziel  50%  der  Schüsse 
auftreffen;  nämlich  0,5  m  hoch.  —  Ferner,  ein  Ziel  muss  0,8  m  breit  sein 
(die  Höhe  dabei  unbegrenzt  zu  denken),  damit  von  100  Schüssen  50  das 
Ziel  treffen  etc.  Dabei  ist  der  mittlere  Treffpunkt  im  Mittelpunkt  des 
Ziels  gedacht. 

Mit  dieser  empirischen  Tabelle  der  wahrscheinlichen  Abweichungen 
lassen  sich  die  einzelnen  Aufgaben  wie  folgt  lösen: 

a)  Auf  ein  Ziel,  das  0,5  m  hoch  und  0,8  m  breit  ist,  also  auf  ein 
Rechteck  von  diesen  Dimensionen,  entfallen  darnach  bei  100  Schüssen  nur 
50%,  bei  50  Schüssen  also  ca.  25. 

b)  Will  man  wissen,  wie  hoch  auf  1000  m  Entfernung  ein  Ziel  sein 
muss,  damit  es  z.  B.  16%  Treffer  erhält  (Breite  unbegrenzt),  so  multipli- 
cirt  man  den  Wahrscheinlichkeitsfactor  0,3,  der  zu  16%  gehört,  mit  der 
Zielhöhe  0,5,  die  zu  50%  gehört;  das  Ziel  muss  also  0,3  •  0,5  =  0,15  m 
hoch  sein;  ebenso  muss  es  0,8  •  0,3  =  0,24  m  breit  sein  (Höhe  unbe- 
grenzt), damit  auf  100  Schüsse  16  das  Ziel  treffen. 

c)  Umgekehrt,  man  hat  ein  Ziel  von  0,15  m  Höhe  (Breite  unbegrenzt); 
wie  viele  Treffer  enthält  es  auf  1000  m  Schussweite?  Man  dividirt  0,15 
durch  die  Höhenzahl  0,5,  welche  in  der  Trefffähigkeitstabelle  bei  1000  m 

Schussweite  sich  findet,  ~—  =  0,3;  hierzu  ergibt  sich  aus  der  Tabelle  der 

Wahrscheinlichkeitsfactoren  als  Resultat:  16%  Treffer. 

Ebenso,    man   hat   ein    Ziel   von   0,24  m    Breite   (Höhe    unbegrenzt); 

0  24 
wie  viele  Treffer   erhält   es  auf   1000  m?     — :  -^  =  0,3;    dazu  findet 

sich:   16%. 

d)  Endlich  habe  man  ein  Ziel  von  0,15  m  Höhe  und  11,2  m  Breite, 
wie  viel  Procent  Treffer  wird  dieses  Rechteck  erhalten,  wenn  der  mittlere 
Treffpunkt  in  der  Rechtecksmitte  angenommen  ist? 

Die  Zielhöhe  0,15  m  gibt  bei  unbegrenzter  Breite  wie  vorhin  -~r-  =  0,3 ; 


16 


0,6 


dazu  jzrr  Treffwahrscheinlichkeit, 


100 


11,2 


Die  Zielbreite  11,2  m  gibt  bei  unbegrenzter  Höhe  wie  vorhin  -tts- =  M> 


66 


0,8 


dazu  —^  Treffwahrscheinlichkeit. 

21* 


324    Zehnter  Abschnitt.  Die  zufälligen  Geschossabweichungen  und  deren  Gesetz. 

Wenn  also  die  Zielbreite  11,2  m  beträgt,  so  ist  die  Treffwahrschein- 
scheinlichkeit  nur  65%  von  derjenigen  Trefferzahl  pro  100  Schüsse,  die 
man  bei  der  Zielhöhe  0,15  und  unbegrenzter  Zielbreite  gehabt  hätte, 
also  65%  von  16%;  0,65  •  0,16  =  0,104;  also  Resultat:  10,4%;  also 
von  100  Schüssen  werden  10  bis  11  jenes  Rechteck  treffen. 

Hinzuzufügen  ist,  dass  in  Wirklichkeit  die  Trefffähigkeit  meistens  kleiner 
ist,  als  die  so  errechnete,  und  zwar  aus  zwei  Gründen:  erstens  weil  die 
Zielmitte  nur  zufällig  zugleich  genau  der  mittlere  Treffpunkt  sein  wird, 
und  zweitens,  weil  die  Schüsse,  welche  die  Trefffähigkeitstabelle  für  das 
betreffende  Geschützsystem  lieferte,  mit  besonderer  Sorgfalt  und  unter  be- 
sonders günstigen  Bedingungen  ausgeführt  sind,  die  im  Allgemeinen  nicht 
vorhanden  sein  werden. 


11.  Abschnitt. 

Fortsetzung.    Verwendung  der  Schiessresultate  zur  Aufstellung 

von  Schusstafeln. 

§  39.   Aufstellung  eines  Programms  für  die  zweckmässige 
Anordnung  der  Schiessversuche ,  sowie  einer  Methode  der  Schusstafel- 

berechnung. 

Man  sucht  für  ein  bestimmtes  Gewehr  oder  Geschütz  eine  Tabelle 
(sogen.  Schusstafel),  welche,  fortschreitend  von  100  zu  100  m,  je  nach- 
dem auch  von  500  zu  500  m  Schussweite,  die  wichtigsten  ballistischen 
Elemente  enthält;  also  den  wahren  Abgangswinkel  a,  den  Auffall- 
winkel a,  die  Flugzeit  T  des  Geschosses  bis  zum  Moment  des  Auf- 
schlages am  Ziel,  die  Endgeschwindigkeit  v'}  Abscisse  x,  und  Ordi- 
nate ys  des  Scheitels  und  den  bestrichenen  Raum;  ferner  eine  Neben- 
tabelle mit  doppeltem  Eingang,  welche  für  die  einzelnen  Gesammt- 
wurfweiten  X  die  Flugbahnordinaten  y  in  mehreren  Punkten  enthalt. 

I)  Das  unstreitig  sicherste,  aber  auch  das  mühsamste 
Verfahren  ist  natürlich  dasjenige,  für  eine  grössere  Anzahl  von 
Schussweiten  den  Abgangswinkel  a,  Auffallwinkel  a',  die  Flugzeit  T} 
die  Ordinaten  y  direct  zu  erschiessen,  wobei  wieder  jede  einzelne  Zahl, 
z.  B.  jedes  a  für  X,  aus  dem  Mittelwerth  einer  grösseren  Zahl  von 
Beobachtungen  hervorgehen  muss. 

Verfährt  man  auf  diese  Weise,  so  ist  es  weiterhin  eine  leichte, 
jedem  Mathematiker  durchaus  geläufige  Aufgabe,  für  jede  beliebige 
Schussweite  x  der  Schusstafel  die  betreffenden  Grössen  a,  a,  T,  y 
durch  graphische  oder  rechnerische  Interpolation  zu  finden: 

a)  Man  stellt  zur  allgemeinen  Berechnung  des  betreffenden  bal- 
listischen Elements  y  für  beliebige  Entfernungen  x  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  auf, 

die  ebensoviele  unbestimmte  Coefficienten  a0  at  a2  •  •  •  enthält,  als  man 
Beobachtungswerthe    y    (Mittelwerthe)    durch    das    Versuchsschiessen 
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erhielt.  Man  hat  dann  ebensoriele  Gleichungen,  als  man  un- 
bestimmte Coefficienten  a^c^a^'-  hat,  so  dass  nur  die  elemen- 
tare Aufgabe  übrig  bleibt,  dieses  System  von  linearen  Gleichungen 
aufzulösen. 

Bekanntlich  kann  dies  mit  Determinanten  oder  auch  auf  einmal 
etwas  einfacher  durch  die  folgende  Interpolationsformel  geschehen: 

In  den  Entfernungen  x1x%xz-  *  -  xn  ron  der  Mündung  seien  die 
Scheiben  oder  Rahmen  aufgestellt,  und  die  erschossenen  Werthe  des 
ballistischen  Elements,  z.  B.  der  Flughohe  oder  der  Flugzeit,  seien  resp. 
mit  &%%•-  V»  bezeichnet;  dann  ist  die  allgemeine  Beziehung  zwischen 
x  und  y  die  folgende: 

y~y^m  fo—  xj(xx—  xj ■ . •  (^  xj 


+  * 


(x  —  x,)(x  —  X,)  -  -  •  (x  —  x%    t) 

Beispiel. 


Am  26.  October  1895  wurde  in  Oberndorf  mit  einem  Versuchsgewehr 
Ton  6  nun  Kaliber  ein  Präcisionsbeschuss  auf  600  m  Schussweite  aus- 
geführt (t>85  =  748  m;  Pulverladung  M.  91/93  =  2,25  g;  Geschossgewicht 
=  8,7  g;  Dralllänge  «»180  nun;  Geschosslange  32  mm;  Barometerstand 
712  mm;  Thermometer  -f  5°  Cels.,  Hygrometer  78%,  fast  Windstille).  Die 
8tandscheiben  waren  in  den  Entfernungen  300  m,  350  mt  400  m,  600  m 
aufgestellt. 

Die  auf  den  Scheiben  (je  als  Mittelwerthe  von  10  Schüssen)  abgemes- 
senen Flughöhen  y  waren  die  folgenden: 

in  der  Entfernung  x  =  0    hm  war  die  Flughöhe  y  =  0  m, 
n     n  n  £  =  3     hm     „       „  „         y  =  1,6355  m, 

„     „  „  x  =  3,5  hm     „       „  „         y  =  1,7023  m, 

„     „  „  x  =  4    hm     „       „  „         y  =  1,6295  m, 

„     „  „  x  =  6     hm     „       „  „         y  =  0. 

(Es  wurde  nach  Millimetern  gemessen;  durch  die  Wiederholung  er- 
höhte sich  beim  Mittelwerth  die  Genauigkeit.)  Darnach  hat  man  zwischen 
x  und  y  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  vom  4.  Grad  anzu- 
nehmen 

y  =  ao+<hx  +  <hx*  +  «s*8  +  a4x\ 

wobei  «0  =  0  ist  wegen 

(x  =  0,     y  =  0). 
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Rechnet  man  mit  der  obigen  Interpolationsformel,  so  hat  man 
,  _  ,  _  ,,6855  ■  »»«H-töSr5 

oder 
y  =  +  0,16397  •  x  +  0,41420  ■  x*  —  0,1178377  -  x*  +  0,0073748  •  xA. 

(Probe:  für  x  =  3  wird  y  =  1,6354998.) 

Mit  dieser  Gleichung  zwischen  x  und  y  lftsst  sich  für  jede  Entfernung 
x  (in  Hectometern)  die  zugehörige  Flughöhe  y  (in  Metern)  bestimmen. 

b)  Das  in  diesem  Beispiel  verwendete  Verfahren,  welches,  wie 
man  sieht,  dem  Wesen  nach  völlig  identisch  ist  mit  demjenigen,  in  der 
Functionsgleichung 

y  =  a0  +  a^x  +  a^x*  +  <h3?  +  a4^ 
die  5  Unbekannten  a^a^a^a^  mittelst  der  5  Angaben: 

(x  =  0'y  y  =  0),      (s  =  3;  y=  1,6355),      (s  =  3,5;  y  =  1,7023), 

(*  —  4j    y  =  1,6295),      (x  =  6;  y  =  0) 

durch  Auflösen  von  ebensovielen  Gleichungen  zu  berechnen,  läset  sich, 
wie  man  weiss,  noch  etwas  abkürzen,  indem  man  mit  Hilfe  höherer 
arithmetischer  Reihen  rechnet  (wie  dies  z.  B.  Mieg  zu  thun  pflegt). 
Gegeben  seien  also  die  Beobachtungswerthe  &&&'  *?*•  Man 
bildet  die  erste  Differenzenreihe  Ay±  dy%  z/y3  •  •  •,  die  zweite  z/8y1z/8ya 
d*yz-  u.  s.  f.  Die  Anfangsglieder  der  Differenzenreihen  seien  successiv 
4yly  4*y1}  d*yX}  •  •  •  •,  so  ist  allgemein 

hierbei  ist 

4*Vi  =  %  —  2Vi  +  Vi 

J*Vi  —  &  —  %»  +  3%  —  yx 

m 

Z/'J,,  =  yr+1-  Qffr  +   Qvr  -1+  ••  +(-l)'"-(;)y1. 

Dem  Wesen  nach  aber  sind  die  beiden  Methoden  a)  und  b)  völlig 
identisch,  falls  man  beidemal  sämmtliche  Beobachtungswerthe  verwendet. 

Beispiel. 

Der  Abwechslung  halber  wählen  wir  ein  solches  Beispiel,  bei  welchem 
das  fragliche  ballistische  Element  y  die  Flugzeit  darstellt. 

Für  die  schwere  Feldkanone  C/73  bezw.  Feldkanone  C.  71/88  ist  beim 
Schiessen  mit  Granaten  und  Sprenggranaten 


auf  die  Entfernung 

x  —  1000 

2000 

3000 

4000 

6000 

6000  m 

die  Flugzeit 

y«  V 

6,2 

10,8 

16,2 

21,4 

30,3  sec. 
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Gesucht  wird  eine  gesetzmässige  Beziehung  zwischen  Flugzeit  y  und 
Entfernung  x,  indem  wir  annehmen,  die  vorliegenden  Angaben  über  die 
Flugzeit  seien  durch  directe  Messung  erhalten. 

Wir  haben  dann 


für  die  Entfernung  x  = 
Okm 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


oder  die  Nummer  n 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 


die  Flugzeit  y 
0    sec 
2,7  „ 

6,2  „ 

10.3  „ 

15.2  „ 

21.4  „ 

30.3  „ 


0         2,7         6,2         10,3         15,2         21,4         30,3 
2,7         3,6         4,1  4,9  6,2  8,9 

0,8         0,6         0,8  1,3  2,7 

—  0,2       0,2  0,5  1,4 

0,4         0,3  0,9 

—0,1         0,6 
0,7 


also  wird 
Vn  =  0  +  (w 


(n_1)(n-_2)(n-8)(n-4)  (n-  l)(n-  2)(n-  3)(n-4)(it-  5) 

I  1   .  *     ft     J.  '  U»*  1   .  9  .  9  .  A  .  R  * U»  A 


1    2.3.4 


(n-l)(n-2).--(n-6) 
*  123466  'VVl 


12    3    46 


oder 

_  A        221,9         .    1669,4      ,        77,9      .    .    224,5      4 


60 


360 


48 


720 


6,9        *    ,    0,7       ft 
240  '720 


(Probe,  für  n  =  1  wird  y  =  0;   für  n  =  2  wird  y  =  2,7). 

Dabei  entspricht  der  Nummer  n  =  1  die  Entfernung  x  =  0  km,  der 
Nummer  n  =  2  #  =  1  km;  der  Nummer  n  +  1  die  Entfernung  x  km; 
stellt  also  y  die  Flugzeit  vor,  welche  zur  Schussweite  x  km  ge- 
hört, so  ist 


y  =  o,4-^(,  +  i)  +  iSM(*+i)«  + 


360 


+S(*+1)6- 


Jetzt  ist  man  im  Stande,  für  jede  beliebige  Entfernung  xkm  die  zu- 
gehörige Flugzeit  zu  interpoliren. 

c)  Will  man  zwar  sämmtliche  Beobachtungsdaten  ver- 
wenden, aber  nicht  eine  algebraische  Gleichung  mit  ebenso 
vielen  Coefficienten,  als  man  Beobachtungswerthe  besitzt, 
sondern  eine  algebraische  Gleichung  nur  etwa  vom  2.  oder 


Forts.    Verwendung  der  Schiesaresultate  zur  Aufstellung  von  Schusstafeln.    329 


3.  Grade  aufstellen  und  zum  Interpoliren  benützen,  so  geschieht 
die  Verwendung  sämmtlicher  Schiessresultate  am  rationellsten  durch 
Zuhilfenahme  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  [die  Verwen- 
dung z.  B.  yon  arithmetischen  Reihen  2.  oder  3.  Ordnung ,  wobei  man 
einen  Durchschnitt  der  Glieder  der  letzten  verwendeten  Differenzenreihe 
als  constantes  Glied  wählt  (Mieg),  gibt  weniger  genaue  Resultate].    vgLNoum. 

Beispiel 

für  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  mit  Ab- 
leitung: 

Wir  wählen  wieder  die  vorhergehende  Zahlenreihe.    Es  sei  also  gegeben 


für  die  Entfernung    |    x  =  1000    I    2000    j    3000 
die  Flugzeit 


4000 
15.2 


5000 
21,4 


6000  m 
30,3  sec. 


y=    2,7  6,2     |    10,3 

Gesucht  werde  eine   allgemeine  Beziehung  zwischen  x  und  y  in  der 
Form  etwa  einer  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  vom  zweiten  Grad 

y  =  axx  +  c^x2. 

(Da  für  x  =  0,  t  =  0  sein  muss,  f&llt  das  Absolutglied  weg.) 
Die  gegebenen  Daten  liefern  die  Gleichungen: 

2,7  =  ax  •  1000  +  o,  •  1000* 
6,2  =  ax  •  2000  -f  <%  •  2000* 

10,3  =  ax  •  3000  +  Og  •  3000* 

•  •  • 

•  •  • 

30,3  =  ax  •  6000  +  a*  •  6000*. 

Man  hat  also  6  Gleichungen  für  die  zwei  Unbekannten  a^  und  Og.  Mit 
den  Abkürzungen  Ax  =  1000  ax\  A^  =  1000*  ^  hat  man  diese  6  Glei- 
chungen in  der  Form 

Ax  +  ^=2,7 
2AX  +  4J,  =  6,2 
SAt  +  94,  =  10,3 
4At  +  I6J3  =  15,2 
5A1  +  25J,  =  21,4 
\SAt  +  36^  =  30,3. 

Am  vorteilhaftesten  werden,  wie  Gauss  gezeigt  hat,  die  Unbekannten 
Ax  und  A^  aus  diesen  6  Gleichungen  der  Art  bestimmt,  dass  „die  Summe 
der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist",  d.  h.  in  der  folgenden  Weise: 
Denkt  man  sich  Ax  und  A^  berechnet,  so  ist,  weil  für  die  Berechnung  von 
A^  und  Ag  zwei  Beobachtungsdaten  genügen  würden,  wir  aber  sämmtliche 
6  benützen  wollen,  unmöglich  genau  richtig  Ax  -(-  A^  =  2,7,  sondern 
zwischen  dem  Rechnungsresultat  A1~{-Ai  und  dem  Beobachtungsresultat  2,7 
muss  eine  gewisse,  wenn  auch  unter  Umständen  sehr  kleine,  von  Null  ver- 
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sehiedene  Differenz  auftreten,  welche  wir  den  ersten  Fehler  nennen;  er  ist 
A^  -\-  A^  —  2,7;  ebenso  wird  in  der  zweiten  Gleichung  ein  zweiter  Fehler 
2A^  +  4^  —  6,2  gegenüber  dem  Werth  Null  entstehen,  der  sich  für 
diesen  Ausdruck  ergeben  sollte.  Also  ist  die  Summe  der  Fehlerquadrate, 
welche  zu  einem  VJTnmnTn  zu  machen  ist: 

(At  +  ^  -  2,7)*  +  (2  A  +  *±  -  6,2)*  +  •  - 
1-  (6^  +  36 A^  —  30,3)*  =  Minim. 

Wie  aus  der  Differentialrechnung  bekannt  ist,  berechnet  man  die- 
jenigen Werthe  von  At  und  A^y  welche  diese  Minimumsbedingung  befrie- 
digen, indem  man  den  Ausdruck  sowohl  nach  Ax  als  nach  A^  partiell  ab- 
leitet und  die  partiellen  Ableitungen  je  für  sich  der  Null  gleich  setzt;  man 
erhält  so  die  zwei  Gleichungen: 

((^  +  ^- 2,7)  + 2(2^ +  4^ -6,2)+ 3(3^  +  9^  — 10,3)+.- 

h  6(6^  +  36^  —  30,3)  =  0 

(^  +  ^-2,7)+4(2^ +  4^- 6,2) +  9(3^  +  9^-10,3)  +  .- 

h  36(6^  +  36J,  —  30,3;  =  0. 

Dies  sind  zwei  Gleichungen  für  die  zwei  unbekannten  Coefficienten 
A±  und  A^.  Daraus  erhalt  man  —  (es  darf  von  jetzt  ab  nicht  mehr  ge- 
kürzt werden)  — 

Ax(l  +  4  +  9  -J )      +  ^(1  +  8  +  27  H )    =    395,6 

^(1  +  4  •  2  +  9  •  3  H )+  J,(l*  +  4*  +  9*  H )  =  1989,2 

oder 

91^  +  441   A^  =    395,6;     At  =  1,81384 

441  Ax  +  2275  A^  =  1989,2 ;     A^  =  0,52277  . 

Folglich  wird 

y  =  1,81384  •  x  +  0,52277  •  s* 

(Flugzeit  y  in  Secunden;  Entfernung  x  in  Kilometern). 

II)  Nicht  immer  jedoch  hat  man  die  nöthige  Zeit  oder  überhaupt 
die  Möglichkeit,  von  den  sämmtlichen  ballistischen  Elementen,  wie 
Flugbahnordinaten,  Abgangswinkeln,  Auffallwinkeln,  Flugzeiten  etc.  je 
eine  grössere  Anzahl  direct  zu  erschiessen. 

Bei  der  Artillerie  verbietet  sich  die  Aufstellung  von  Scheiben  zur 
Abnahme  der  Flughöhen  meist  von  selbst,  auch  ist  hier  die  empi- 
rische Bestimmung  des  Auffallwinkels  meist  unmöglich;  die  Flug- 
zeiten werden  selbst  bei  den  Infanteriegeschossen  nicht  immer  direct 
beobachtet;  endlich  kommt,  zumal  bei  der  Artillerie,  die  Frage  nach 
der  Anzahl  der  verwendbaren  Geschosse  wegen  der  Kosten  sehr  in 
Betracht. 

In  solchen  Fällen  wird  man  somit 
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erstens  sich  überlegen,  wie  man  die  zur  Verfügung  stehenden 
Geschosse  am  zweckmässigsten  auf  die  sämmtlichen  Ver- 
suche yertheilt,  um  mit  den  einfachsten  Mitteln  ein  Maximum  der 
Genauigkeit  der  Schusstafeltabellen  zu  erhalten, 

und  muss  zweitens  Rechnungsmethoden  suchen,  um  mit  deren 
Hilfe  die  nicht  direct  erschossenen  ballistischen  Elemente  in  die  Schuss- 
tafel einzufügen. 

a)  Zweckmässigste  Verwendung  der  zur  Verfügung  stehen- 
den Munition. 

Falls  man  nicht  unbeschränkte  Munition  zur  Verfügung  hat,  ver- 
fahrt man  am  besten  nach  den  von  Vaüier  aus  der  Functionentheorie 
abgeleiteten  Regeln: 

Zur  Bestimmung  eines  Elements,  z.  B.  eines  einzelnen  Abgangs- 
winkels für  eine  bestimmte  Schussweite  oder  einer  bestimmten  Flug- 
hohe für  eine  bestimmte  Entfernung,  genügt  es,  wie  wir  oben  sahen, 
nicht,  10  Beobachtungen  aufzustellen,  sondern  man  wird  16  bis  20 
Schüsse  darauf  verwenden.     Man  wird  also 

erstens,  wenn  weniger  als  16  bis  20  Geschosse  zur  Verfügung 
stehen,  nur  einen  einzigen  Beschuss  ausführen,  nämlich  in  der  Nähe 
der  Mündung  (bezeichnet  als  Entfernung  „Null")  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit v0  erschiessen. 

Zweitens,  wenn  ca.  25  Geschosse  verwendet  werden  sollen,  wird  man 
sich  mit  zwei  Beschüssen  begnügen,  nämlich  v0  erschiessen  und  ferner 
das  betreffende  ballistische  Element  in  0,828^  der  Maximalschussweite, 
um  die  es  sich  handelt,  beobachten. 

Drittens,  wenn  30  bis  40  Geschosse  zur  Verwendung  kommen 
sollen,  findet  die  Messung  in  der  Entfernung  Null  (für  t?0),  ferner  in 
0,464tel  und  endlich  in  0,928tol  jener  Marimalschussweite  statt  u.  s.  f. 
nach  dem  folgenden  Schema: 

bei  1  Beschuss  wird  beobachtet  in  der  Entfernung  0, 

bei  2  Beschüssen  wird  beobachtet  in  1)  0  und  2)  in  0,828^  der  Maxi- 
malschussweite, 

bei  3  Beschüssen  wird  beobachtet  in  1)  0,  2)  in  0,464tel,  3)  0,92s*61  der 
Maximalschussweite, 

bei  4  Beschüssen    wird    beobachtet    in     1)  0;     2)  0,281;     3)   0,679 
4)  0,960lel  der  Maximalschussweite, 

bei  5  Beschüssen   wird  beobachtet    in     1)  0;     2)  0,186;     3)  0,4875 
4)  0,790;    5)  0,975tel  der  Maximalschussweite, 

bei  6  Beschüssen    wird    beobachtet    in     1)  0;     2)  0,131;     3)  0,359 
4)  0,622;     5)  0,849;    6)  0,981^  der  Maximalschussweite. 


ff 
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Dies  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit 
kleiner  als  die  Schallgeschwindigkeit  ist. 

Ist  dagegen  die  Anfangsgeschwindigkeit  grosser  als  die  Schall- 
geschwindigkeit, so  ändert  sich  das  Schema  zu  folgendem  um: 

bei  1  Schussreihe  in  Entfernung  0, 

2  Schussreihen  in  „     1)  0   2)  0,894tol  der  Maximalschussweite, 

3  „  „  „     1)  0    2)  0,603     3)  0,952tel  der  Maximal- 

schussweite, 

„    4  „  „  „     1)  0    2)  0,415    3)  0,730    4)  0,996^  der 

Maximalschussweite 
etc. 

Diese  Vertheilung  der  Munition  ist  für  die  Zuverlässigkeit  der 
Resultate  günstiger,  als  wenn  man  je  nur  wenige  Geschosse  auf  sehr 
viele  Entfernungen  verwendet. 

Unter  Umständen  wird  man  den  ersten  Beschuss  nicht  auf  die 
Bestimmung  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  verwenden  wollen;  für 
diesen  Fall  ist  hinzuzufügen,  dass  man  erstens  in  einem  passenden 
kleinen  Abstand  x  vor  der  Mündung  beobachtet  und  dass  sich  auch 
alle  anderen  Beobachtungspunkte  weiter  hinausrücken,  und  zwar  bei 
2  Beschüssen  um  0,1  X]  bei  3  um  0,4  #  resp.  0,048  #;  bei  4  um 
0,585  x  resp.  0,27  x  resp.  0,004  x. 

Diese  Regeln  der  günstigsten  Versuchsanordnung  gelten  allgemein 
für  alle  ballistischen  Elemente. 

Beispiel 

Wo  wird  man  bei  einem  Versuchsschiessen  auf  600m  mit  dem 
deutschen  Infanteriegewehr  am  zweckmässigsten  Flugscheiben 
zur  Bestimmung  der  Flughöhen  y  aufstellen?  Die  Anfangsgeschwin- 
digkeit ist  grösser  als  die  Schallgeschwindigkeit,  also  beobachtet  man,  falls 
an  4  Stellen  die  Flughöhe'  abgenommen  werden  soll,  erstens  in  einer  solchen 
Entfernung  vor  der  Mündung,  dass  die  Scheibe  jedenfalls  nicht  direct  von 
den  Pulvergasen  berührt  wird  (diese  erste  Scheibe  kann  man  unter  Um- 
ständen zugleich  zur  Ermittlung  des  Vibrationswinkels  benützen,  falls  v0 
schon  bekannt  ist);  zweitens  in  der  Entfernung  0,415  •  600  =  250  m; 
drittens  in  0,730  •  600  =  438  m;  viertens  in  0,996  •  600  =  598  m. 

[Die  kleine  Abweichung  des  Geschosses,  welche  die  Scheibe 
selbst  erzeugt  —  eine  Hebung,  falls  die  Geschossspitze  oberhalb  der 
Bahntangente  liegt,  eine  Senkung,  wenn  unterhalb  — ,  kann  corrigirt 
werden,  indem  man  erstens  mit  und  zweitens  ohne  Zwischenscheiben  auf  eine 
Endscheibe  schiesst,  die  Treflpunktslagen  vergleicht  und  sodann  die  Correc- 
turen  an  den  beobachteten  Flughöhen  y  anbringt.] 

b)  Angenommen,  man  habe  in  dieser  rationellen  Weise  die  Muni- 
tion verwendet  und  die  Versuche  in  beschränktem  Umfang  durchgeführt, 
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so  gilt  es,  dieselben  mit  Hilfe  von  halb  empirischen,  halb  theore- 
tischen, zweckmässigen  Formeln  für  die  Berechnung  der  Schuss- 
tafeln nutzbar  zu  machen.  Man  wird  also  in  den  früher  betrachteten 
theoretischen  Formeln  einen  oder  mehrere  Constanten,  so  vor 
allem  i,  A,  c  als  willkürliche  Parameter  ansehen  und  diese  der  Sicher- 
heit halber  womöglich  aus  der  Erfahrung  bestimmen.  (Denn, 
wenn  man  den  theoretischen  Formeln  für  jeden  Fall  unbedingt  ver- 
trauen wollte,  so  würden  zur  Berechnung  einer  Schusstafel  ausser  der 
Eenntniss  von  Geschossgewicht,  Geschossgestalt,  Luftdichte,  Wind- 
verhältnissen die  Messung  z.  B.  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  die 
Angabe  der  Schussweiten  völlig  ausreichen.  Indess  wird  man  sich 
erinnern,  dass  erstens  das  Luftwiderstandsgesetz  nicht  vollkommen 
befriedigend  aufgestellt  ist  und  dass  zweitens  bei  der  Ableitung  der 
theoretischen  Formeln  Vernachlässigungen,  eintreten  mussten,  damit 
die  Integration  ausgeführt  werden  konnte.) 

Solcher  halb  empirischer,  halb  theoretischer  Formeln  sind  zahl- 
reiche aufgestellt  worden: 

1)  Page  1848  schlägt  die  folgende  Näherungsgleichung  3.  Grads 
für  die  Flugbahnordinaten  und  (durch  Ableitung  nach  x)  für  die  Tan- 
gentenwinkel vor  (vgl.  pag.  134): 

y  =  x  •  tg  a  —  - — ~ j-  •     1  +  —  •  X    •  — !— 8 ; 

9  °  2t?0*-cos,a    L      ■     3  c         cos  od7 

x  und  c  werden  für  das  betreffende  Gewehr-  oder  Geschützsystem  aus 
den  erschossenen  Daten  bestimmt;  x'  ist  =  1  bei  Flachschuss,  sonst 

3 

x'  =  y ;  für  y  =  0  folgt  eine  Gleichung  zwischen  a  und  der  Schussweite  X. 

2)  Die  Commission  von  Gavre  benützte  die  folgende  Gleichung 
3.  Grads  von  Piton-Bressant  (1849): 

y  =  x  •  tga  —  - — ~ ¥-  •  (1  +  x  •  vJ  •  x), 

J  °  2  ■  v0*  -  cos'a     v  •    '  °         n 

wobei  x  empirisch  ermittelt  wird.  Natürlich  gewährt  diese  Gleichung 
geringere  Sicherheit,  da  sie  aus  der  Erfahrung  nur  eine  Constante  be- 
stimmen lässt,  während  das  analytische  Gesetz  fast  dasselbe  ist. 

3)  Von  Wuich  schlägt  u.  a.  vor,  unter  Zugrundelegung  des 
biquadratischen  Luftwiderstandsgesetzes  die  Gleichungen  zu  benützen: 
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fftr  eine  bestimmte  Schossweite  X  ermittelt  man  den  Abgangswinkel  a 
empirisch,  damit  erhalt  man  den  Factor  2ß  b  v*  ■  X,  der  mit  £  be- 
zeichnet werde,  dann  ist  (vgL  anch  pag.  88  Schluss) 

für  die  Endgeschwindigkeit:  v'  =  **J^*  (1  +  t)       u-  s-  w. 

4)  In  solchen  Fallen,  wo  ans  der  Beobachtung  mindestens  drei 
ballistische  Grössen  ausser  Geschossgewicht,  Geschossform  und  Luft- 
gewicht bekannt  sind,  können  mitunter  die  folgenden  Formeln  für  die 
Schusstafelberechnung  sehr  bequeme  Dienste  leisten  (dieselben  wurden 
dem  Verfasser  zuerst  durch  Herrn  Major  Freiherr  Ton  Zedlitz  mit- 
getheilt,  welcher  eine  Arbeit  hierüber  zu  yeröffentlichen  im  Begriffe 
steht).  Sie  ergeben  sich  leicht  als  Umformungen  unserer  froheren 
Näherungsgleichungen  des  cubischen  Systems  (vgL  pag.  88  Mitte),  in- 
dem man  a  dadurch  eliminirt,  dass  man  av0x  in  Gs  resp.  in  G%  und 
sodann  die  übrigen  Functionen  Gf  Gx  etc.  in  Gs  resp.  G%  ausdrückt 

Es  bedeute  wieder: 

a  =  Abgangs winkel;  v0  =  Anfangsgeschwindigkeit;  x  und  y  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Flugbahnpunkts,  für  welchen  v  die  Ge- 
schossgeschwindigkeit; cd  den  Horizontalneigungswinkel  der  Flugbahn- 
tangente und  t  die  Flugzeit  darstelle.  Speciell  für  den  in  Mündungs- 
höhe gelegenen  Auffallpunkt  (y  =  0,  x  =  Schussweite  X)  bedeute 
ferner  a  den  spitzen  Auffallwinkel  (also  a  =  —  <o  speciell  für  x  =  X, 
y  =  0);  die  Masseinheiten  seien  m,  kg,  sec 

Dann  lauten  die  Zedlitz'schen  Gleichungen: 

I. 

(1)  y_Ä.tg«-— V-^j.-J      "' 


6 


V)  tgco  =  tga—     ,        , 


v0*-  coa'a 


(3)  *  =       x        1+p 


v0  •  cos  cc 


/a\  •     c%          g-X    8  +  2»  +  »" 

(4)  sm  2a  =  *—z -L-^~-LJL 

/r\  x                    9  -  X          l  +  2p  +  Sp* 

(5)  tg «  =  rrZrzFi '        e        > 

hierbei  ist 

•„V  v0  •  cos  a  / Horizontalcomponente  der  Anfangsgeschwindigkeit^ 

w  ™       v  •  cos  a>  \         Horizontalcomponente  der  Endgeschwindigkeit    / 
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Oder: 

II. 

(7)  y  =  x  ■  *g « —  iT^"ä^s^ '  "~jt  "" 

(8)  tg(D  =  tga  —  ^  cog>a 1 

(9)  v  =  *JLl^.       » 

v  /  cos»        2g —  1 

(10)  an  2a  =  «^  -  -^- 

(11)  tga  =2.v.COB,a 3 , 

hierbei  ist 

,*  9v  t  •  v0  cos  a  / Schussweite  im  leeren  Raum  (bei  gleicher  Flugzeit)\ 

^     *      0-  x         \  wirkliche  Schussweite  im  lufberfällten  Raum      / 

Ist  z.  B.  ausser  der  Totalschussweite  X  und  dem  Abgangswinkel  a 
die  Endgeschwindigkeit  v  gemessen,  so  ergab  die  Messung  thatsächlich 
die  horizontale  Componente  v  •  cos  cd  der  Geschwindigkeit,  also  kennt 
man  wegen  (6)  den  Werth  von  p9  bezogen  auf  x  =  X;  man  erhalt 
jetzt  die  Flugzeit  t  aus  (3)  und  den  Auffallwinkel  a   aus  (5). 

Ist  X,  et  und  v0  gegeben,  so  erhält  man  q  aus  (10);  damit  hat 
man  den  Auffallwinkel  a  aus  (11)  und  folglich  die  Endgeschwindig- 
keit v  aus  (9),  die  Flugzeit  t  aus  (12);  u.  s.  f. 

[Selbstverständlich  lassen  sich  die  analogen  Umformungei*  auch 
für  das  quadratische,  biquadratische  etc.  Gesetz,  sowie  für  Gesetze  mit 
gebrochenen  Exponenten  der  Geschwindigkeitspotenz  aufstellen;  und 
diese  Umformung  mag,  da  sie  nicht  allzu  fern  liegt,  schon  früher  von 
anderen  Ballistikern  angewendet  worden  sein;  jedoch  ist  der  Verfasser 
dieser  Form  in  der  Literatur  nirgends  begegnet.  Die  Eleganz  dieser 
Formeln  liegt  darin,  dass  wieder,  analog  wie  pag.  88  und  wie  bei  dem 
Didion'schen  System,  die  Gleichungen  für  die  Wurf  bewegung  im  leeren 
Baum  auftreten,  dabei  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  multiplicirt 
mit  den  Functionen  p  und  q}  welche,  wie  man  sieht,  mit  den  Siacci- 

schen  Functionen   ^~  reBP*  ^s  identisch  sind.    In  der  That  gehen  die 

Gleichungen  mit  der  Specialisirung  p  =  1  und  q  =  1  in  die  Gleichungen 
für  den  leeren  Raum  über.] 

5)  Zur  Zeit  wohl  am  vorteilhaftesten  folgt  man,  unter  Verwen- 
dung des  Hojel-Vallier'schen  Gleichungssystems  (vgl.  §  15  und  §  44), 
also  der  Tabellen  XV  bis  XX,  der  Methode  Vallier's,  welche  darin 
besteht,  den  Werth  von  c  für  mehrere  Schussweiten  X  und  die  hierzu 
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empirisch  bestimmten  Abgangswinkel  a  getrennt   zn   berechnen   (aus 

^'=— X~~»  c= — )>  xm^  80^ann  ^  ^en  Factor  c}  welcher  mit  X 
sich  etwas  ändert,  eine  lineare  Beziehung  c  =  m  +  nX  aufzustellen; 
also  hierin  m  und  n  empirisch  zu  ermitteln.  Dann  hat  man  hieraus 
für  jede  Schussweite  von  100  zu  100  m  den  Werth  von  c'. 

Um  diese  Beziehung  für  c  zu  erhalten,  genügt  es  meistens,  die 
zusammengehörigen  Werthe  von  X  und  c  in  einem  Coordinatensystem 
auf  Millimeterpapier  mit  dem  Massstab  1 :  10000  oder  je  nachdem 
1  :  1000  graphisch  aufzutragen,  die  Endpunkte  aus  freier  Hand  zu 
verbinden  und  aus  der  so  entstandenen  Gurve  für  jede  Schussweite  das 
betreffende  c    abzunehmen. 

Z.  B.  habe  man  durch  5  Schussreihen  erhalten: 
für  die  Wurfweiten  X=  1054    2042    3037     3962     4966  m, 
die  Abgangswinkel    a  =  1°42'   3°52'  6°38'  9°41'   13°39', 
daraus  erhalt  man    c  =  3,74       4,08      4,28    4,44    4>69 ; 
somit  wird  c'  =  3,67  +  0,0002  ■  X, 

eine  Beziehung  zwischen  der  Schussweite  und  dem  Factor  c. 

Mit  dem  Werth  von  c  kann  man  sodann  alle  übrigen  ballistischen 
Elemente  der  Schusstafel  berechnen.  Vor  Allem  ist  also  zu  zeigen, 
auf  welche  Weise  der  Abgangswinkel  a  für  irgend  eine  Schussweite 
empirisch  bestimmt  wird. 


§  40.    Indlrecte  Bestimmung  des  wahren  Abgangswinkels  ans  Visir- 
winkel,  Correctionswinkel  und  Vibrationswinkel.  —  Methoden 

zur  Ermittlung  des  Vibrationswinkels. 

a)  VisirwinkeL 

Es  werde  angenommen,  man  ziele  in  horizontaler  Richtung  nach 
einem  Punkt  Z  der  Scheibe,   welcher  um   die  Strecke  OZ  von   der 

Mündung  (genauer  von 
O,  dem  Schnittpunkt 
zwischen  Visirlinie  und 
Seelenachse)  absteht; 
man  sieht  dabei  über  die 
obere  Visirkammfläche  V 
und  die  Kante  K  des 
Korns  weg  nach  Z\  VK 
(Kg.  78)  heisst  die  Visir- 
linie; VVl  die  Visirhohe  über  der  Seelenachse  und  KKX  die  Korn- 
höhe über  der  Seelenachse.   Diese  3  Strecken  sind  an  jedem  Militar- 


•v. 
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Fig.  78. 
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gewehr  und  Geschütz  so  genau  als  möglich  mittelst  hierfür  construirter 
Kalibermassstäbe  gemessen. 

Sehr  selten  wird  es  nun  sich  ereignen,  dass  der  Durchschlags- 
punkt T  des  Geschosses  auf  der  Scheibe  genau  mit  dem  Zielpunkt  Z 
zusammenfallt;  dies  wäre  auch  dann,  wenn  die  Visirhöhe  VV1  (die 
an  jedem  Militärgewehr  und  Geschütz  bekanntlich  für  eine  grössere 
Anzahl  Ton  Entfernungen  verschieden  gewählt  werden  kann,  Stand- 
visir,  kleine  Klappe  etc.)  für  gerade  die  Entfernung  OZ  angepasst  ist, 
oder  wenn  OZ  die  sogen.  Yisirschussweite  des  Yisirs  VV1  ist,  doch 
nur  eine  Zufälligkeit. 

Desshalb  ist  in  der  Figur  angenommen,  der  Treffpunkt  T  falle 
z.  B.  etwas  höher  als  der  Zielpunkt  Z  liegt. 

Für  die  Flugbahn  V1K1OT  des  Geschosses  lässt  sich  nun  jeden- 
falls der  Visirwinkel  AOZ  d.  h.  der  Winkel  zwischen  Visirlinie 
und  ruhender  Seelenachse  aus  den  Massangaben  des  Gewehrs  be- 
rechnen; es  ist  nämlich 

tg  des  Visirwinkels  <p  für  Treffpunkt  T 

Visirhöhe  VVt  —  Kornhöhe  K^ 

Vergleichungslinie  V1Kl 

[Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  bekanntlich  für  kleine  Winkel,  der 
Tangens  mit  dem  Sinus  und  dieser  mit  dem  im  Bogenmass  angegebenen 
Winkel  verwechselt  werden  kann;  s.  darüber  die  Tabellen  in  den  Loga- 
rithmentafeln.] 

Beispiel. 

Für  Gewehr  M/88  Kaliber  7,9  wurde  in  Oberndorf  gemessen:  Visir- 
linie oder  Vergleichungslinie  =  612,0  mm;  Kornhöhe  über  Seelenachse 
=  21,50  mm;  Visirhöhe  über  Seelenachse  bei  der  Schussweite  600  =  29,30mm; 

also  für  OZ  =  600  m  ist  tg  qp600  =     '  ^ig*  '  =0,01274. 

Wurde  mit  diesem  Visir  derart  geschossen,  dass  die  Mündung  in  der- 
selben Höhe  lag  wie  der  Zielpunkt  Z,  so  ergab  sich,  dass  der  Treffpunkt  T 
im  Mittel  um  24,4  cm  höher  lag  als  der  Zielpunkt  Z\  also 

ZT  =  +  24,4  cm 

(Mittel  aus  10  Schüssen;  mittlerer  Fehler  m  =  +  23,3  cm). 

b)  Oorreotionswinkel  e. 

Wenn  unter  sonst  gleichen  Umständen  der  in  dem  vorhergehenden 
Beispiel  erwähnte  Treffpunkt  statt  in  T  genau  in  den  mit  der  Mün- 
dung auf  gleicher  Höhe  liegenden  Zielpunkt  Z  hätte  fallen  sollen, 
so  hätte  man  unter  einem  kleineren  Winkel  <p  zielen  müssen. 

Gram,  Ballistik.  22 
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Kleiner  um  welchen  Winkel?  Man  denke  sich  jetzt  (Fig.  79)  die 
Flugbahn  OZ,  jedoch  unter  Beibehaltung  derselben  Anfangsgeschwindig- 
keit v0  wie  vorhin.  Diese 
zweite  Flugbahn  OZ  ist 
nun  offenbar  eine  andere 
als  die  vorhergehende  OT; 

^ man    hat    also    genau    ge- 

^m^^   nommen  eine  andere  Flug- 


Fig.  79. 


-*  bahngleichung   und   andere 

Krümmungsverhältnisse.  In- 
dess  verfahrt  man  in  solchen  Fällen,  wie  in  dem  des  obigen  Beispiels,  mit 
vollkommen  genügender  Annäherung,  wenn  man  sich  die  Flugbahn  OT 
wie  eine  starre  Curve  denkt,  die  man  um  0  in  der  Richtung  der  Uhr- 
zeigerbewegung um  einen  Winkel  TOZ  =  s}  den  sogen.  Corrections- 
winkel  dreht;  oder  auch  —  was  dasselbe  ist  — ,  wenn  man  sich 
jetzt  OT  als  Bodenfläche  denkt,  in  Bezug  auf  welche  dann  die 
Ordinate  eines  Curvenpunkts  P  nunmehr  PP%  statt  vorher  PPX  ist. 
Dann  ist  der  Visirwinkel  <p  um  e  zu  verkleinern  (oder  bei  ge- 
nügend kleinen  Winkeln  tg  <p  um  tg  s).    Die  neue  Ordinate  PP%  ist 

genügend  genau  identisch  mit  PQ  (Fig.  79).     Man   erhält  dann  PP% 

OP 
oder  PQ  aus  PP1}  indem  man  PPX  verkleinert  um  PXQ  =  TZ •  -qw- 

Dass  dieses  Verfahren  in  unserem  Fall  berechtigt  ist,  lässt  sich 
leicht  zeigen,  indem  man  wirklich  die  Gleichung  der  neuen  Flugbahn 
OZ  aufstellt  und  mit  derjenigen  der  ersten  OT  vergleicht.  Es  zeigt 
sich  dann  —  die  Zahlenrechnung  möge  hier  nicht  wiedergegeben 
werden  — ,  dass  der  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  die  Flug- 
bahn wie  eine  starre  krumme  Linie  behandelt  oder  auch,  indem  man 
OT  als  die  (nahezu  horizontale)  Bodenfläche  ansieht,  so  klein  ist,  dass 
er  in  Anbetracht  der  hier  zu  erreichenden  Genauigkeit  bei  weitem 
nicht  in  Betracht  kommt. 

Immerhin  muss  in  jedem  Fall,  oder  wenigstens  bei  jeder  Gruppe 
ähnlicher  Fälle,  untersucht  werden,  ob  dieses  Verfahren  des  Schwenkens 
der  Flugbahnen,  diese  Methode  des  „Beducirens  auf  den  Visirschuss" 
wirklich  erlaubt  ist  oder  nicht. 

Letzteres  hängt  sowohl  von  der  Krümmung  der  Flugbahn,  als 
auch  von  der  Zielentfernung,  als  endlich  von  der  Entfernung  zwischen 
Treffpunkt  und  Zielpunkt  ab.  [Keinesfalls  darf  gesagt  werden,  dass 
„die  Krümmung  der  Flugbahn  in  ihrem  ganzen  Verlauf  eine  gleich- 
massige  sei"  und  daraus  die  Berechtigung  für  jenes  Schwenken  abge- 
leitet werden  könne.  Wenn  man  in  horizontaler  Richtung  mit  der  An- 
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fangsgeschwindigkeit  ca.  7900  m  schiessen  würde  oder  könnte,  so  müsste 
die  Flugbahn  im  luftleeren  Baum  allenthalben  parallel  dem  Horizont  sein, 
also  einen  Kreis  um  die  Erde  bilden,  aber  auch  dieser  Kreis,  der  allein  in 
jedem  Punkt  dieselbe  Krümmung  besitzt,  dürfte  nicht  als  starre  Linie 
beliebig  geschwenkt  werden;  denn  würde  man  unter  einem  anderen 
Abgangs winkel  schiessen,  so  wäre  die  Flugbahn  nicht  wieder  ein  Kreis, 
sondern  eine  Ellipse.  Man  hat  eben  auch  hier,  wie  durchweg,  eine 
Näherungsrechnung,  und  es  handelt  sich  nur  darum,  festzustellen,  ob 
der  begangene  Fehler  so  klein  ist,  dass  er  in  Anbetracht  der  Genauig- 
keit der  ganzen  Rechnung  nicht  in  Betracht  kommt] 

Man  hat  darnach  bei  kleinen  Abgangswinkeln,  resp.  unter  den 
obigen  beschränkenden  Voraussetzungen: 

tg  des  corrigirten  Visirwinkels  =  tg  (9  +  «)  =  tg  <p  (vgl.  Nr.  a) 

.    Abstand  zwischen  Treffpunkt  und  Zielpunkt  auf  der  Scheibe 
—  Scheibenabstand  ' 

+  oder  — ,  je  nachdem  der  Treffpunkt  unterhalb  oder  ober- 
halb des  in  Mündungshohe  gelegenen  Zielpunkts  fieL 

Irgend  eine  Ordinate  PPt  der  Flugbahn  ("mindert)  man 

sc 

um  den  -^  ten  Theil  der  Entfernung  TZ  zwischen  Treffpunkt 

und  Zielpunkt,  wobei  x  die  Abscisse  des  Flugbahnpunkts  P, 
X  die  ganze  Scheibenentfernung  ist. 

Beispiele. 

1)  Vgl.  vorhergehendes  Beispiel.  Scheibenentfernung  OZ  =  600  m; 
der  Schuss  sass  24,4  cm  =  0,244  m  über  dem  Zielpunkt,  also 

0  244 
für  den  Correctionswinkel  e:  tg  e^  =  -^-  =  0,00041 , 

corrigirter  Visirwinkel  <p  —  s  =  0,01274  —  0,00041  =  0,01233. 

2)  Als  ein  Beispiel  für  die  Anwendbarkeit  der  Methode  des  Schwenkens 
der  Flugbahnen  gibt  Mieg  eine  einfache  (Näherungs-)Lösung  der  folgenden 
praktischen  Aufgabe:  Es  werde  von  einem  Dilettanten,  der  eine  Waffe  mit 
angeblich  sehr  rasanter  Bahn  construirt  haben  will,  an  einen  Ballistiker 
das  Ersuchen  gestellt,  diese  Waffe  behufs  Constatirung  ihrer  Ueberlegenheit 
gegenüber  der  Armeewaffe  einem  vergleichenden  Beschuss  mit  letzterer  zu 
unterziehen. 

Der  Ballistiker  wird  entweder  sowohl  mit  der  Armeewaffe  als  mit  dem 
Versuchsgewehr  durch  mehrere  hinter  einander  aufgestellte  Scheiben  unter 
gleichen  Umstanden  schiessen  und  die  Flugbahnen  vergleichen,  oder  aber 
er  kann  dies  mit  nur  einer  Scheibe  wie  folgt  thun: 

Er  bestimmt  zunächst  die  Flughöhen  bei  der  Schussweite  z.  B.  400  m 
von  100  zu  100  m  Entfernung;  zu  diesem  Zweck  wird  die  Scheibe  in  100, 
2ü0etc.mEntfernung  aufgestellt,  und  immer  mit  dem  „Visir  400m"  auf  die  in  der 

22* 
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Höhe  der  Mündung  befindliche  Scheibenmitte  geschossen;  die  mittleren  Treff- 
punktslagen, erhalten  ans  einer  gleich  grossen  Anzahl  von  Schüssen,  seien 

auf     100  200  300  400  m 

bei  der  Armeewaffe         +116     +188     +157     +    66  cm 
bei  der  Versuchswaffe     +165     +240     +  220     +  104  cm ; 
graphisch  ausgeglichen: 

121  178  153  50 

resp.     155  246  212  108. 

Jetzt  sind  noch  beide  Zahlenreihen  auf  den  Visirschuss  zu  rednciren; 
denn  keines  der  beiden  Gewehre  ergab  auf  400  m  genau  den  Nullpunkt 
als  Treffpunkt,  sondern  beide  ergaben  höhere  Treffpunktslagen.  Also  hat 
man  beide  Geschossbahnen  um  0  zu  drehen.  Die  Flughöhen  vermindern 
sich  dann 

12  8 

bei  der  Armeewaffe  um       -j-  •    50 ;    —  •    50  ;    -r-  •    50 ;     50  cm 
„      „    Versuchswaffe  um    ~  •  108  ;     ~  •  108 ;    —  •  108 ;     108  cm; 

die  Flughöhen  sind  also 

bei  der  Armeewaffe  108,5         153         115,5         0  cm 

„      „    Versuchswaffe       128  192         131  0  cm. 

Nunmehr  zeigt  sich,  dass  die  Armeewaffe  grössere  Rasanz  aufweist. 
Der  Irrthum  des  Gewehrconstructeurs  beruhte  also  darauf,  dass  er  nicht 
genau  ermittelte,  bei  welcher  Entfernung  sein  Visir  „400"  Visirschuss 
gab;  diese  Entfernung  würde,  statt  wie  auf  dem  Visir  angegeben  400  m, 
vielmehr  ca.  442  sein;  oder  anders  ausgedrückt,  mit  einem  scheinbar 
gleichem  Visirwinkel,  aber  thatsächlich  grösserem  Abgangswinkel  erhielt 
der  Constructeur  höhere  Treffpunktslagen. 

o)   Vibrationswinkel  oder  AbgangsfehlerwinkeL 

Nach  dem  Vorhergehenden  handelt  es  sich  jetzt  nur  um  die 
Flugbahn  OZ  (Fig.  79). 

Man  sollte  zunächst  annehmen,  dass  für  diese  Flugbahn  der  Hori- 
zontalneigungswinkel a  der  Anfangstangente  oder  der  sogen.  Abgangs- 
winkel nichts  Anderes  sei  als  <p  —  e,  also  der  eben  berechnete  corri- 
girte  Visirwinkel,  dessen  Tangens  oder  dessen  Werth  im  Bogenmass 
bei  dem  letztangeführten  Beispiel  0,01233  ist. 

Indess  trifft  dies  nicht  genau  zu.  Vielmehr  besteht  immer  eine 
kleinere  oder  grössere  Differenz  zwischen  den  beiden  Winkeln,  welche 
meist  für  dasselbe  Gewehr-  oder  Geschützsystem  annähernd  constant, 
übrigens  auch  von  einer  Waffe  desselben  Systems  zur  anderen  oder  von 
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Schuss  zu  Schuss  variiren  und  selbst  das  Vorzeichen  ändern  kann. 
Diese  Differenz  heisst  Abgangsfehlerwinkel  oder  auch,  da  mit 
wenigen  Ausnahmen  die  Ballistiker  den  Grund  fttr  diese  Differenz  in 
Schwingungen  des  Laufs  suchen  (hierüber  Näheres  in  der  inneren  Bal- 
listik), der  Vibrationswinkel. 

Dieser  Winkel  wird  durch  einen  besonderen  Beschuss  ermittelt, 
nach  verschiedenen  Methoden,  wovon  die  letzte  (nach  Siacci)  die  ge- 
naueste; die  erste  die  kürzeste  sein  dürfte. 

1.  Methode   zur  Bestimmung  des  Vibrationswinkels.     (Eine  Soheibe. 

Sohuss  mit  verglichener  Kornhöhe.) 

Man  steckt  (Fig.  80)  ein  Korn  K  auf,  dessen  Höhe  über  der 
Seelenachse  möglichst  genau  gleich  der  Höhe  des  Standvisirs  V  über 
der  Seelenachse  ist  und  schiesst  _r ,  .  „ 
in  horizontaler  Richtung  auf  J 
eine  verticale  Scheibe  ZJ\  der  *  "ä 
Zielpunkt,  den  man  über  Visir  ^^^  &<£#£& 
und  Korn  weg  sieht,  ist  Z.  ***^p 
Wird  die  Visirhöhe  (gleich 
Kornhöhe)  mit  a  bezeichnet 
und  trifft  die  verlängerte 
Seelenachse  in  ihrer  Lage  vor  dem  Schuss  die  Scheibe  in  A9  so  ist 
ZA  =  a. 

Da  man  die  Entfernung  der  Scheibe  von  der  Mündung,  die  An- 
fangsgeschwindigkeit v0)  ferner  Kaliber  und  Gewicht  des  Geschosses 
kennt,  so  lässt  sich  nach  dem  Früheren  berechnen,  in  welchem  Punkt  J 
das  Geschoss  in  die  Scheibe  einschlagen  müsste,  vorausgesetzt  dass 
die  Seelenachse  in  Ruhe  bleibt.  AJ  ist  die  ideale  negative  Ordinate  y 
der  Flugbahn,  also  die  Strecke,  um  welche  sich  in  Folge  der  Schwere 
das  Geschoss  senkt,  ehe  es  die  Scheibe  erreicht. 

Nun  möge  jedoch  T  der  wirkliche  Treffpunkt  sein;  liegt  dieser 
oberhalb  von  J,  so  hat  man  daraus  zu  schliessen,  dass  in  dem  Mo- 
ment, wo  das  Geschoss  die  Mündung  passirte,  der  Lauf  aufwärts 
vibrirte,  andernfalls  umgekehrt. 

Man  kennt  nun  die  Strecke  TJ\  diese  kann  man,  da  die  wahren 
Verhältnisse  in  der  Figur  absichtlich  sehr  übertrieben  dargestellt  sind 
und  thatsächlich  die  Entfernung  der  Punkte  T  und  J  von  A  sehr  klein 
gegenüber  der  Scheibenentfernung  sein  muss,  genügend  angenähert  als 
senkrecht  zur  Richtung  der  Laufachse  annehmen,  (die  Rechnung  zeigte 
für  den  Fall  des  unten  durchgeführten  Beispiels,  dass  die  Berücksich- 
tigung dieses  Fehlers  illusorisch  wäre). 


Fig.  80. 
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Es  handelt  sich  nunmehr  noch  um  die  Entfernung  L  zwischen 
der  Scheibe  und  zwischen  demjenigen  Punkt,  welcher  als  die  Spitze 
des  Vibrationswinkels  betrachtet  werden  muss.  Als  diesen  Punkt  kann 
man  nicht  die  Mitte  der  Laufmündung  annehmen,  da  die  Mündung 
sich  hebt  oder  senkt,  sondern  man  nimmt  hierfür  denjenigen  Punkt 
der  Seelenachse,  yon  welchem  man  sich  denkt,  dass  er  der  vorderste 
Buhepunkt  bei  der  Vibration  sein  dürfte;  also  ist  bei  Gewehren  ohne 
Zapfenlager  L  =  Entfernung  von  Scheibe  und  Mitte  der  Kreuzschraube; 
bei  Gewehren  mit  Zapfenlager  L  =  Entfernung  von  Scheibe  und  hinterer 
Fläche  des  Zapfenlagers. 

Dieser  Annahme  gegenüber  ist  zu  sagen,  dass  der  Lauf  keines- 
wegs wie  eine  starre  Gerade  auf  und  ab  schwingt;  es  wäre  theoretisch 

wohl  möglich,  dass  der  Lauf  2  Knotenpunkte 
$..'*"*  besässe,  die  bei  der  Vibration  in  Buhe  bleiben 

(Fig.  81,  übertrieben  gezeichnet). 
vgtNot«iM.  """      gl  Ferner  wendet  Siacci   gegen   dieses  Ver- 

fahren ein,  dass  das  Geschoss  den  Lauf  nicht 
in  der  Richtung  der  vibrirten  Seelenachse  verlässt,  sondern  in  der  Rich- 
tung der  Resultante  zweier  Geschwindigkeiten,  der  verticalen  Geschwin- 
digkeit, welche  das  Ende  der  Seelenachse  durch  die  Vibration  erhalt,  und 
der  nahezu  horizontalen  Geschwindigkeit  des  Geschosses  in  der  Seele. 
Als  Entfernung  von  Mündung  und  Scheibe  schreibt  das  preussische 
Handbuch  eine  solche  vor,  dass  die  Scheibe  nicht  mehr  vom  Pulver- 
dampf direct  berührt  wird;  das  französische  Aide-Menioire  schlägt  15  m, 
der  spanische  Artillerieoberst  D.  Diego  Ollero  100  m  vor;  die  franzö- 
sische Marine-Artillerie  benützt  400—500  m;  Mieg  nimmt  10  m.  Letztere 
Entfernung  dürfte  übrigens  schon  desshalb  etwas  zu  klein  sein,  weil 
erstens  gegenüber  dieser  Entfernung  die  unsichere  Entferuung  von 
Mündung  und  erstem  Ruhepunkt  des  Laufs  einigermassen  in  Betracht 
kommt  und  weil  zweitens  auf  dieser  Strecke  die  Geschossgeschwindig- 
keit anfangs  noch  wächst,  unter  der  Nachwirkung  der  Pulvergase,  so 
dass  die  Berechnung  von  J  unsicher  ist.  Im  Folgenden  ist  lediglich 
zur  Klarmachung  ein  Beispiel  aus  der  Praxis  gewählt. 
Um  die  Methode  zusammenzufassen,  so  ist 

tangens  des  Vibrationswinkels 

Abstand  zwischen  berechnetem  und  beobachtetem  Treffpunkt 
auf  der  Scheibe 

Entfernung  zwischen  Scheibe  und  vorderstem  Buhepunkt 

des  Laufs 

Lag  hierbei  der  wirkliche  Treffpunkt  tiefer  als  der  für  den  ruhenden 
Lauf  berechnete,  hat  sich  also  der  Lauf  im  Moment  des  Durchgangs 
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des  Geschosses  durch  die  Mündung  gesenkt,  so  gilt  der  Vibrations- 
winkel als  negativ,  andernfalls  für  positiv. 

Beispiel. 

Gewehr  M/88;  Kaliber  7,9  mm;  Geschossgewicht  14,8  g;  Barometer- 
stand 712  mm;  Thermometer  -j-  5°C,  Hygrometer  78%,  also  Luftgewicht 
=  1,190  kg.  Ea  wurde  mit  verglichenem  Korn  auf  eine  am  10  m  von  der 
Mündung  abstehende  Scheibe  geschossen;  Kornhöhe  aber  Seelenachse  oder 
ZA  —  a  =  24,3  mm.  Der  wahre  Treffpunkt  lag  unter  dem  Zielpunkt  um 
37,8  mm  (Mittel  ans  10  Schüssen;  zum  Zweck  des  Au  sein  and  erhalten  9  der 
einzelnen  Treffpunkts  lagen  wurde  ein  Scbnss  neben  dem  andern  abgegeben, 
sodass  die  10  Treffpunkte  in  einer  horizontalen  Wellenlinie  lagen). 

Also  thatsachliche  Senkung  des  Geschosses  unter  die  Richtung  der 
horizontalen  Seelenachse,  AT  =  37,8  —  24,3  =  13,5  mm. 

Berechnete  Senkung  AJ=  1,3  mm  (s.  Abschnitt  13,  §  44). 

Also  erfolgt«  die  Vibration  abwärts  um  12,2  mm  (+  2,8  mm). 

Entfernung  zwischen  Scheibe  und  Zapfenlager  von  der  Fabrik  Mauser 
angegeben  ral=  10745,6  mm.     Also 

tg  des  Vibrationswinkela  =  '    ;      (mittlerer  Fehler  +        '     A 

=*  —  0,001135;      (+  0,000260). 
Darnach  wahrer  Abgangswinkcl  a  für  600  m  Schussweite 
a  =  Visirwinkel  —  Correctionswinkel  —  Vibrationswinkel 
=  0,01274       —  0,00041  —  0,00113 

=  0,01120     (+  ca.  0,00026  mittlerer  Fehler); 
in  Graden: 

a  =  0°38'  (zwischen  a  —  0,01146  und  0,01094 

oder  zwischen  0°39'24"  und  0°37'38"). 


2.  Methode  aar  Bestimmung  des  Vibrationswinkela  (analog  der  1.  Me- 
thode, jedoch  mit  Benützung  des  gewöhnlichen  Standvisirs). 
In  der  Fig.  82  bedeute  TBAJZ  die  in  der  Entfernung  L  vom 
Korn  aufgestellte  Scheibe;  A  den  Punkt,  nach  welchem  die  Verlänge- 
rung der  ruhenden  Seelen- 
achse zeigt;  die  Parallele 
hierzu    durch    die    Korn- 
spitze K  gehe  durch  den 
Punkt  B  auf  der  Scheibe; 
der  Zielpunkt  Z  befinde 
sich  mit  ViBirFund Korn K 
in  gleicher  Höhe.  Derwirk- 
liche  Treffpunkt  sei  T;  der 
berechnete  J. 
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Mit  genügender  Annäherung  kann  man  AB  gleich  der  Höhe  x 
des  Korns  über  der  Seelenachse  nehmen  (die  Rechnung  zeigt,  dass  der 
Fehler,  der  begangen  wird,  wenn  man  die  beiden  nicht  genau  parallelen 
Strecken  gleich  gross  nimmt,  nicht  in  Betracht  kommt);  die  Strecke 
ZB  kennt  man  =  L  •  tgqp,  wo  q>  der  Visirwinkel  ist;  zieht  man  hier- 
von AB  (=  der  Kornhöhe)  ab,  so  kennt  man  Punkt  A}  nach 
welchem  die  ruhende  Seelenachse  zeigt.  Man  berechnet  nun 
aus  der  Flugbahngleichung  die  Senkung  y,  also  die  Strecke,  um  welche 
sich  bei  ruhender  Seelenachse  das  Geschoss  während  seines  Flugs  von 
der  Mündung  nach  der  Scheibe  in  Folge  der  Schwerkraft  senken 
würde.    Dann  ist 

ZJ  =  Entfernung  des  Zielpunkts  Z  und  des  berechneten  Treffpunkts 
=  Z,.tgqp  —  x  —  y 
=  L  •  tg  (p  —  Kornhöhe  —  berechneter  Senkung  des  Geschosses. 

Andererseits  kennt  man  durch  Beobachtung  den  mittleren  wirk- 
lichen Treffpunkt  T  und  dessen  Höhe  ZT  über  dem  Zielpunkt;  also 
ist  damit  TJ  bekannt;  auch  hier  kann  man,  wie  die  Rechnung  zeigt, 
in  solchen  Fällen,  wie  dem  des  Beispiels,  den  kleinen  Fehler  ausser 
Acht  lassen,  der  dadurch  entsteht,  wenn  man  TJ  senkrecht  zu  KZ 
annimmt;  man  hat  dann  auch  in  diesem  Fall 

Entfernung  TJ  zwischen  beobachtetem  und 

j      i      TT-L    i.«  •  i    i  berechnetem  Zielpunkt 

ta  des  Vibrationswinkels  = Q  ,   ., — xn — x~r 

°  Scheibenabstand  L 

Beispiel. 

Spanisches  Gewehr  Kaliber  7,0  mm;  vu  =  682,8  m;  Geschossgewicht 
P=  11,2  g;  Entfernung  von  Korn  und  Scheibe  =  10  m;  Höhe  des  Stand- 
visirs  über  der  Seelenachse  =  22,6  m;  Konihöhe  über  Seelenachse  =  21,0mm; 
Länge  der  Yisirlinie  VK  =  642,8  mm.  Also  ist  beim  Schuss  mit  dem 
Standvißir: 

t^  =  ??Wk0  =  0'0024895 

ZB  =  L  -  tg  <p  =  10000  •  tg  q>  =  24,9  mm; 

davon  abgezogen  Kornhöhe  AB  =  %=  21,0  mm  gibt 

ZA  =  3,9  mm. 

Also  zeigt  die  ruhende  Seelenachse  nach  einem  Punkt  A%  der  3,9  mm  über 
dem  mit  dem  Korn  und  Yisir  in  gleicher  Höhe  liegenden  Zielpunkt  Z  sich 
befindet. 

Weiter  ist  die  normale  Senkung  y  zu  subtrahiren;  dies  ergibt  sich  zu 

y  =  5  .  c'.  <p(a,  v0)  =  5  •  0,914  •  0,0002  =  0,00091  m  =  0,91  mm. 

Somit  hat  man  für  die  berechnete  Treffpunktslage: 

ZJ  =  24,9  —  21,0  —  0,91  —  3,0  mm. 
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Die  Beobachtung  hat  ferner  als  Mittel  aus  10  Schüssen  ergeben, 
dass  der  Treffpunkt  thatsächlich  erheblich  höher  liegt,  dass  also  diesmal 
eine  Hebung  erfolgte;  der  mittlere  Treffpunkt  T  lag  über  dem  Zielpunkt 
Z  im  Mittel  um  -f~  25,7  mm  entfernt. 

Die  Entfernung  von  Mündung  und  Zapfenlager  —  welche  Entfernung 
in  der  Mauser'schen  Fabrik  zu  L  addirt  wird  —  ist  738  mm;  also 
L=  10738  mm. 

Folglich  ist 

OK  *l  Q  Q 

tg  des  Vibmtionswinkels  =  — ^ ... — l  =  +0,002114  (Vibration  auf- 
wärts). 

Um  das  Beispiel  noch  bis  zur  Berechnung  des  wahren  Abgangswinkels 
für  600  m  Schussweite  durchzuführen,  so  ergab  die  Messung  am  Gewehr: 

Visirhöhe  über  Seelenachse  für  600  m  Schussweite  =  26,23  mm; 
also  tg  9t00  =  26,2^~21,°  =  0,008136 . 

Ferner  wurden  die  Treffpunktslagen  von  10  Schüssen  bei  Schuss weite 
600  m  beobachtet.  Im  Mittel  fand  sich  auf  der  verticalen  Scheibe  der 
Treffpunkt  um  264  cm  unterhalb  des  in  Mündungshöhe  gelegenen  Ziel- 
punkts, also  ist  diesmal  die  Flugbahn  um  den  Correctionswinkel  e  auf- 
wärts zu  schwenken;  wobei 

tg'  =  (-)°-g£  =  (-)0,O0OU; 

also  corrigirter  Visirwinkel 

=  0,00814  -f-  0,00044  =  0,00858. 

Endlich  wahrer  Abgangswinkel  a 

tga  =  0,00814  +  0,00044  +  0,00211  =  0,01069 
«eoo  =  0°  36'*. 

Das  vorstehend  angegebene  Verfahren,  das  in  seinen  Grundzügen 
bis  auf  Paul  Jacobi  1750/54  zurückgeht,  ist  wenig  verschieden  von 
demjenigen  von  Didion  und  von  Wuich.  vguiouiM. 

Siacci  (s.  o.)  schlagt  aus  den  erwähnten  Gründen  ein  anderes 
Verfahren  vor,  das  die  oben  erwähnten  zwei  Fehler  vermeiden  soll.  Dieses 
Verfahren  hat  schon  früher  Mieg  empfohlen,  jedoch  nicht  analytisch 
berechnet. 

8.   Methode  von  Siacci  zur  Bestimmung  des  Vibrationswinkels 

(zwei  Scheiben). 

Die  Methode  besteht  darin,  die  Durchschlagspunkte  auf  zwei 
hinter  einander  in  den  Entfernungen  x1  und  x%  m  von  der  Mündung 
aufgestellten  verticalen  Scheiben  zu  beobachten.  Die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit vm  in  dem  Raum  zwischen  den  Scheiben  und  der  Mün- 
dung kann  annähernd  als  constant  angenommen  werden;  um  so  mehr, 
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als  diese  Geschwindigkeit  bekanntlich  anfangs  noch  etwas  wächst  und 
dann  erst  abnimmt. 

Man  schiesst  mit  verglichenem  Korn;  die  durch  Beobachtung 
erhaltenen  Senkungen  unter  die  natürliche  Visirlinie  PPxP%f  welche 
der  ruhenden  Seelenachse  parallel  ist,  seien  a^  und  a»  m,  auf  den 
Scheiben  gemessen;  dann  ist 

tg  des  Abgangsfehlerwinkels  =  f  ^H-f^"^. 

Ableitung  der  Formel: 
die  Flugbahn  OOtOt  werde  durch  eine  Parabel  ersetzt: 


Hier  ist  (Fig.  83) 


y  —  x  ■  tga  —  l—f 


Fig.  8«. 


erstens  für  den  Punkt  Ot  oder  {xxyx)  der  Bahn 

yi=OlQi  =  PlBl-al  —  b 

=  r  +  x1tgß  —  al  —  b, 

zweitens  für  Punkt  0,  (oder  x^y2) 

y2=r  +  a?2tg/J  —  o,—  b. 
Damit  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

r  —  at  —  b  +  xl>tgß  =  xl-tga  —  f^- 


r  —  Oj  —  6  +  a^tg/J  =  a^-tga  — 


2   v 


durch  Subtraction 


a»  —  <h  +  tg/S  •  fo  —  *,)  =  tgo  •  (xt  —  xt)  +  xfj-  (V— V); 

m 

dividirt  man   mit  x% —  xx  und   nimmt   tg/)  —  tga  =  tg(/3  —  a),   so 
wird  tg  ß  —  tg  a  =  näherungsweise  tg  (ß  —  a)  = 

tg  des  Abgangsfehlerwinkels  =  9**±  +^t*  _j_  <h  --  «i  ^  wje  0^)elL 


m 


•Fg     — "■■    SDm 
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Die   Hebung  b   der  Mündung    ergibt   sieb   aus   einer    der    beiden 
Gleichungen. 

Beispiel  (nach  Siacci): 
gezogene  12  om  Broncekanone; 

x1  =  11  m;    x%  =  23,1  m, 

<*!  =  0,112  m;    o,  —  0,131  m, 

vm  =  143,6  m; 
damit  wird  für  den  Abgangsfehlerwinkel  x 

_  9,81  ■  (11  +  23,1)        0,181-0,112  _  onnß.. 
** 2TuPi 28,1  -  11     —  °>00654> 

s  =  0°22£'; 

erner   wird    b  =  —  0,020  m;    also    hat    sich    die  Mündung   um    20  mm 
gesenkt. 

§  41.    Direote  Bestimmung  des  wahren  Abgangswinkels  (und  indirecte 

Bestimmung  des  Vibrationswinkels). 

Wenn  der  Abgangswinkel  aus  Visirwinkel,  Gorrectionswinkel  und 
Abgangsfehlerwinkel  ermittelt  wird,  so  liegen  mehrere  Ursachen  vor, 
welche  Fehler  nach  sich  ziehen  können;  denn  erstens  ist  die  Methode 
des  Schwenkens  der  Flugbahn  eine  bloss  angenähert  richtige,  zweitens 
liegen  in  der  experimentellen  Bestimmung  des  Abgangsfehlerwinkels 
nach  der  üblichen  Methode  1  und  2  zwei  Fehlerquellen,  von  denen 
die  Rede  war. 

In  sölchenFällen,  wo  Flughöhenbestimmungen  mittelst  mehrerer 
parallel  aufgestellter  Scheiben  durchgeführt  werden,  also  vor  allem  bei  den 
Versuchen  mit  Infanteriegeschossen  auf  nicht  zu  grosse  Schussweiten, 
ist  es  daher  vorteilhafter,  den  wahren  Abgangswinkel  a  un- 
mittelbar aus  den  Beobachtungsdaten  abzunehmen,  denselben 
also  nicht  erst  indirect  aus  Visirwinkel,  Correctionswinkel  und  Vibra- 
tion swinkel  zu  berechnen. 

Es  zeigt  sich,  dass  dann  thatsächlich  die  Bestimmung  von  a  eine 
einfachere  wird. 

Beispiel 

Wie  oben  sei  beim  Versuchsschiessen  auf  600  m  Schussweite  beob- 
achtet worden: 


in  der  Entfernung  x  =  0 
die  Flughöhe  y  =  0 
so  wurde  (s.  o.) 


1 
1,6366 


8,6 
1,7028 


4 
1,6295 


6  hm 
0  m. 
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y  =  -f~  0,1639722  -f-  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  x. 
Durch  Ableitung  nach  x  und  Nullsetzen  von  x  findet  sich 

g=  + 0,16397. 

Da  x  in  hm  und  y  in  m  angegeben  ist,  so  wird  folglich 

100  tg*  =  0,16397;     a  =  0°  5'  40". 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  man  stets  nur  die  Glieder  zusammen- 
zunehmen hat,  welche  in  x  allein  multiplicirt  sind;  der  Coefficient  von  x 
ist  dann  tg  et  resp.  100  •  tg  a . 

Zur  schematischen  Berechnung  verfahrt  man  folgendennassen: 

Wir  hatten 

y  _  0  -  1,6355 3-3-^ +  1,7023 3,5 .  2j6 . 0,6 . 0,5 

1fi9Q,     (s-0)(s-3)(s-3,5)(s-6)    ,    n. 

— 1'6295 4-0,5-2 r  0; 

da  die  Ableitung  von      y  =  u  •  v  •  w  •  •  nach  x 

y'=ttt;w..  (£  +  _.+  JH ) 

ist,  so  wird 

+  etc. 
Multiplicirt  man  aus  und  setzt  x  =  0,  so  erhält  man 

„■-  100 •  ■».  -  +  1.6S55  ■  M^|  -  1,7028  •  „.^.^ 

100  •  tga  =  +  1,6355  •  18-|-  —  1,7023  .  32,914  +  1,6295  •  15,75 

=  0,16397,  wie  oben. 

Setzt  man  dagegen  statt  x  =  0  vielmehr  x  =  6 ,  so  erhält  man  den 
Auffallwinkel  «': 

100  •  tg«'=  — 1,6355  •  Ü'!,6Ä?  +  1,7023  -  t.    t.3ft?    n* 

^  '  3  •  3  •  0,6    '       '  3,6  •  2,6  •  0,6  •  0,6 

6     3     2,5 

=  —  1,6355  •  6 1-  +  1,7023  •  16,457—1,6295  •  11,25  =  —  1,2202, 

spitzer  Auffallwinkel     «'=  0°  42'. 

Vor  allem  erkennt  man  daraus,  dass,  wenn  man  beim  Schiessen 
auf  irgend  eine  bestimmte  Entfernung  die  Zwischenscheiben 
immer  nach  demselben  Princip  aufstellt,  (z.  B.  beim  Schiessen 
auf  600  m  die  Scheiben  in  den  Entfernungen  300,  350,  400,  600  m 
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placirt,  s.  darüber  w.  u.),  dann  die  fettgedruckten  Zahlen  gleich 
bleiben,  man  folglich  den  Abgangswinkel  a  nnd  den  Auffall- 
winkel a   mit  wenig  Mühe  erhält. 

Man  hat  nur  nöthig,  die  betreffenden  'gleich  bleibenden  Zahlen 
ein  für  allemal  zu  berechnen.  Am  besten  wird  man  zu  diesem 
Behufe  eine  Tabelle  anlegen,  welche  für  jede  Schussweite  (wie  z.  B. 
hier  für  600  m)  erstens  die  günstigste  Scheibenaufstellung  und  zweitens 
die  zugehörigen  gleich  bleibenden  Zahlencoefficienten  enthalt.  Eine 
solche  Tabelle  würde  ermöglichen,  den  Abgangs-  und  Auffallwinkel 
weit  einfacher  und  genauer  als  mit  der  üblichen  indirecten  Methode 
überall  da  zu  erhalten,  wo  Zwischenscheiben  benützt  werden. 

Der  Vibration 8 winkel  ergibt  sich  dann  ohne  weiteres,  indem 
man  den  so  gewonnenen  Abgangswinkel  mit  dem  durch  Messung  am 
Gewehr  ermittelten  Yisirwinkel  vergleicht.  Dabei  wird  man,  um 
den  beim  Schwenken  der  Flugbahnen  sich  einstellenden  Fehler  zu  ver- 
meiden, die  direct  abgenommenen  Flughohen  benützen. 

[Ausdrücklich  möge  hervorgehoben  werden,  dass  das  obige  und 
ebenso  das  folgende  Beispiel  nicht  vorbildlich  sein  sollen,  sondern  nur 
aus  Mangel  eines  besseren  gewählt  sind;  denn  die  Scheibenaufstellung 
in  den  Entfernungen  300,  350,  400  m  beim  Schiessen  auf  600  m  ist 
für  den  vorliegenden  Zweck  nicht  die  günstigste.  Den  Technikern  der 
Gewehrfabrik  Mauser  war  es  nicht  um  die  Ermittlung  des  Abgangs- 
winkels, sondern  um  die  Erforschung  der  Flugbahn  in  der  Nahe  des 
Scheitels  zu  thun,  wesshalb  keine  Scheibe  in  der  Nähe  der  Mündung 
aufgestellt  wurde.] 

Ein  anderes  Beispiel  möge  die  Einfachheit  des  Rechnungsverfahrens 
darthun. 

Beispiel. 

Bei  ihrer  gewohnten  Art,  die  Scheiben  auf  der  600  m  Schiessbahn 
aufzustellen,  erhielt  die  Firma  Mauser  mit  dem  türkischen  Gewehr  Ka- 
liber 7,65  mm  (P=  13,8  g;  v25  =  636;  Barometer  727,5,  Thermometer 
+  25;  Hygrometer  67%)  am  17.  Aug.  1892  die  folgenden  Flughöhen  y 

auf  der  Entfernung    x  =  0  300  350  400  600  m 

die  Flughöhen  y  =  0         2,148         2,164         2,061         0      m; 

also 

100  •  tg  a  =  +  2,148   18|-  —  2>164  '  32,914  +  2,061  -  15,75  =  1,3283 


3 
3 


100  •  tg  a  —  —  2,148  .  6  -|  +  2,164  •  16,457  —  2,061  •  11,25=— l,8925ß, 

somit 

Abgangswinkel    «  =  0°  45'  40" 
Auffallwinkel       «'=  1°     5'. 
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(Dieses  Resultat  dürfte,  obwohl  die  Scheiben  wie  bemerkt  für 
den  vorliegenden  Zweck  sehr  ungünstig  aufgestellt  sind,  und  die  durch 
Schwenken  der  Flugbahnen  erhaltenen  Flughöhenzahlen  verwendet 
wurden,  sogar  einigen  Anspruch  auf  Genauigkeit  machen.  Doch  soll 
mit  dem  Beispiel  nur  der  Schematismus  gezeigt  werden.) 

§  42.    Ermittlung  der  weiteren  einzelnen  ballistischen  Elemente  der 

Schusstafel. 

J)    Ermittlung  des  Ooefftcienten   i  =  -y    für  die  Gteschossform 
bezw.  für  die   Gesohossform  und  Stabilität. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  auf  Grund  der  im  Vorhergehenden  er- 
mittelten Verfahren  für  eine  grossere  Anzahl  von  Schussweiten  X  je 
der  wahre  Abgangswinkel  cc  aus  der  Erfahrung  abgeleitet.  Dann  be- 
stimmt man  in  der  pag.  336  geschilderten  Weise  die  Werthe  des 
Vallier'schen  Coefficienten  c'  mittelst  Tabelle  XX. 

Daraus  ergibt  sich  der  Coefficient  A  oder  —  durch 

,       X  •  cos  a  •  P 

Dabei  bedeutet 

P  =  Geschossgewicht  (in  tonn.), 
2JR  =  Kaliber  in  m, 

*        Gewicht  von  1  cbm  Luft      /     i    i_-     „i_       o  n\ 
ä  = 1^06 "'    (VSl  herüber  §  9)- 

Beispiel. 

Gewehr,  Kaliber  7,0  mm;  P=  11,2  g;  v0  =  704,6  m;  -^  =  0,91428; 
d  =  1,049.     Für  X  =  600  m  fand  sich  a  =  0°  36'£;  somit 

-E^fL  =  0,00003563  =  <&'(«;  704,6); 

daraus  a  =  660  =  —  • 

c'-*>R%         X  d  R* 


P  •  cos  a        Pa-  cos  a 

600  •  1,049 

—  0,9143  •  660  •  cos  (0°  36'*)  = 

Xqqq  =  1,059. 

Im  Allgemeinen  nimmt  X  mit  wachsender  Schussweite  X  etwas 
ab;  ferner  ist  auch  X  bei  derselben  Geschossform  mit  der  Geschoss- 
höhe   und   dem    Drall    etwas    variabel;    darüber   s.  §  30  und   §  44. 
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II)    Beduotdon  auf  normale  Luftdichte. 

Um  die  Schusstafelangaben  vergleichbar  zu  machen,  hat  man  sie 
auf  einheitliche  meteorologische  Verhaltnisse  zu  beziehen. 

Man  setzt,  wenn  nichts  Anderes  gesagt  ist,  voraus,  dass  das  Ge- 
wicht von  1  cbm  Luft  =  1,206  kg  betrage,  also  diejenigen  Luftdichte 
der  fertigen  Schüsstafel  zu  Grunde  liege,  welche  bei  750  mm  Baro- 
meterstand, 15°  Cels.  Lufttemperatur  und  50%  relativer  Luftfeuchtig- 
keit herrscht. 

Diese  Beduction  geschieht,  indem  man  das  eben  erhaltene  c  durch 
den  auf  normale  Luftdichte  reducirten  Werth  cr  ersetzt,  wobei 

'  —  '  JL_ 

Cr~  C'  1,206' 

G  =  das  am  Schusstag   dem  Gubikmeter  Luft  zukommende  Gewicht 
in  kg. 

Im  Folgenden  ist  der  Einfachheit  halber  das  reducirte  cr  als  c' 
bezeichnet     Dazu  kommt  die 

m)    Keduotion  auf  Windstille. 

Das  Verfahren  ist  in  §  25  angegeben  und  durch  ein  Beispiel 
erläutert. 

IV)  Die  Mündungsgesohwindigkeit  v0. 

Diese  wird  entweder  mit  dem  Apparat  von  Cushing  Crehore  und 
Owen  Squier  direct  gemessen,  oder,  wenn  die  Messung  in  einem  be- 
trächtlichen Abstand  von  der  Mündung  stattgefunden  hat,  berechnet. 

Wurde  z.  B.  die  Geschossgeschwindigkeit  vM  in  dem  Intervall  0 
und  50  m  Entfernung  experimentell  bestimmt,  so  berechnet  man  v0 
entweder  mit  der  Krupp'schen  Tabelle,  oder  mit  der  Wuich'schen 
Formel 

v0  =  15  i9  (m  =  Luftwiderstandsconstante), 

oder  endlich  sehr  bequem  mit  Hilfe  der  Tabelle  XY  für  D  aus: 

-DK)  -  D(p»)  ~  |  • 

Beispiel. 

Deutsches  Infanteriegewehr  M/88;    2B  =  8  mm;    P=  14,7  g, 
gemessen  wurde  (mit  a  =  0) 

f?s5  =  605,2  m,  also 
D(„0)  =  413  -^  =  387,7; 

v0  =  625  m;    (mittlerer  Fehler  =  +  8,2  m). 
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V)    Auffallwinkel  a. 

Entweder  ergibt  sich  dieser  mittelst  directer  oder  indirecter  Be- 
obachtung.   Zu  ersterem  Zweck  werden  in  der  Nahe  des  Auffallpunkts 
3  Scheiben  (Fig.  84)  parallel  zu  einander,   die   mittlere  in  gleichem 
_  Abstand  von  den  beiden  äusse- 

^^CA^  gdfai&c  ren>  aufgestellt     Aus  der  Be- 

trachtung der  Figur  ergibt  sich 
die  Näherungsgleichung  für  a 

man  misst  aus  den  Scheiben- 
abständen und  Flughöhen  die 
Winkel  ßt  und  &. 

Eine  weniger  directe  experi- 
mentelle Bestimmung  des  Auf- 
fallwinkels ftr  den  Fall,  wo  Flughohen  mittelst  Zwischenscheiben  be- 
obachtet werden,  ist  pag.  348  f.  gezeigt  worden. 

Endlich  in  dem  Fall,  wo  Scheibenaufstellung  vermieden  werden 
soll  oder  unmöglich  ist,  wird  der  Auffallwinkel  a  mittelst  der  Ta- 
belle XIX  für  ß  errechnet  aus: 


*B«'-"äTSir;-Ä(,wa')' 


wo  a  =  —,  ist 
c 


Beispiel. 


Türkisches  Gewehr  M/90;  22J=7,6ömm;  t?0=657,2m;  -^  =  0,9364; 

Z=  1800  m;  c=  1,0117. 

,  1,0117. 0,3230 

**  °  =  ¥^s^SYW)  =  °'1644' 

«'=  9°  20'  20". 


VI)   Endgeschwindigkeit  V    für  die  Sohtuwweite  X. 

Diese  wird  mittelst  der  Tabelle  XV  wie  folgt  berechnet;  man  er- 
mittelt aus  den  bekannten  Werthen  von  t?0,  X  und  c   zuerst  u    mit: 


Z)(tO  =  D(v0)  +  a'=  D(t,0)  +  ± 


und  nimmt  sodann 


v  =  u 


,   cosa 
cosa' 
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Beispiel. 

Türkisches  Gewehr  M/90.  Kaliber  7,65  mm;  v0  =  657,2  m;  Geschoss- 
gewicht 13,7  g.  Schon  bekannt  sei  zu  X  =  1800;  c'=  1,0117; 
a  =  4°  35'  20",    a'—  9°  20'  20",  dann  wird 

D(u)  =  D(657,2)  +  Jg£ 

=  346,5  +  1737  =  2083 

u'=  180,6 

,_  180,6- cos  (4«35' 20")  _  , 

V  =       cos (90  20-  20-)       =  182'4  m/SeC' 

VH)   Flughöhe  y  zur  Absoisse  ar. 
Mit  Benützung  der  Tabelle  XVEQ  ergibt  sich  diese  aus 

y  -  *  •  tg*  .  [l  -  i4sn;  •  * (a;  <)]; 

wo  a  =  —  ist. 
c 

Beispiel. 
Gegeben  sei  -j^  =  0,9364;  t;0  =  658,7m;  c'=  1,088;  a  =  0°39'55'. 

Gesucht  ist  die  Ordinate  y  der  Flugbahn  in  der  Entfernung  x  =  400  m. 

±00        _  __   • 
a  =  —  =  367,5. 

Die  Tabelle  O  gibt  zu  a  =  367,5  und 

zu  t;0  =  650m,     zu  t>0  =  660m,     zu  t?0  =  658,7, 

0  =  0,01146;      0  =  0,01106;       <0  =  0,01111, 
also 

j^ä    x    /aa«a'^"\    F\         1.088  •  0,01111  "I 
y  =  400.tg(0ö39   55  )  ■  [l-  ^  ^  ^j 

y  =  2,23  m 
(beobachtet  wurde  y  =  2,16  m). 

vulj   Lebendige  Kraft  oder  Energie  K  des  Gesohosses 

in  bestimmter  Entfernung  X. 

Man  berechnet  für  diese  Entfernung  X  m  die  Endgeschwindigkeit 
v   nach  VI.  dann  ist 

K  = 5-  Meterkilogramm. 

(P  =  Geschossgewicht  in  kg;   (7  =  Fallbeschleunigung  in  m.) 

Beispiel. 

Das  Mausergeschoss  M/71  pralle  in  der  Entfernung  1500  von  der 
Mündung  auf  eine  Panzerplatte  auf;  wie  gross  ist  die  lebendige  Kraft, 
welche  hierdurch  scheinbar  verloren  geht? 

Grans,  Ballistik.  23 


3M 


P 

K 


25  g  =  ö/)25 

440m, 

IZSm 

O.ffiS  -  1»* 


2     *,*! 


=  24,4  m  kg. 


So    oft    424  m,  kg    lebendiger  Knft   scheinbar   Terloren 
eise  Wärmemenge   gleich  einer   sogen,  grossen  Calorie,  d.  k 

Winnemenge  erzeugt,  welche  im  Stande  ist,  1  kg  Wasser  oder 
Blei  oder  ,-tt=  kg  Eisen  um  1*  Cels  in 


o. 


solche 

1  * 


'Raum  fi* 

Der  „bestrichene  Bamn"  ist  (Fig.  85)  diejenige  Strecke  BC,  auf 
welcher  die  sammtlichen  Ziele  AB  bis  CD  Ton  derselben  Höhe  lfm 

~    getroffen,  werden,    falls    die 
Geschosse  der   gezeichneten 


'  '{"Z- &£&£*.. \U"Y-Bz.'r/f /M/% 


Flugbahn  OAC  folgen. 

Man  rechnet  entweder, 
**■**•    bei  sehr  gestreckter  Flugbahn, 

R  =  H  -  cot  a' 

(Bogen  ^4C  als  Gerade  betrachtet);  oder  man  substitoirt  für  die  Fing- 
bahn eine  Parabel: 

Die  Gleichung  der  Parabel  sei 


y  —  x  •  tg«  —  j— t =-  : 

y  ^  4  -  Ä  -  COS1  ff  ' 


™  *-%■ 


Der  Flogbahnpunkt  -1  hat  die  Goordinaten  x  und  Ä  Der  bestrichene 
Baum  JB  ist  —  BC  =  OC—  OjB  =  X  —  * ,  wenn  die  Wurfweite  OC 
mit  2  bezeichnet  wird;  wird  y  =  H  gesetzt  und  nach  z  aufgelöst, 
so  hat  man 


x  =  h  -  siu2a  +  V**  •  sin*  2  a —  H-  4-  h  •  cos'a; 


also 


2S  =  X  —  *  =  X— Asin  2«  —  }/A*  •  sin*2a  —  H-  4A  -  cos'a; 
oder  da  X  =  2A-sin2a   ist, 


«=X 


X 

2 


X_      -l/1  4Jf-S-CQ8ag 

2       Y  4   Äf   ainfa   cos1 


—   2~  2       K  X        X    tga5 
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also  wird,  wenn  man  a  durch  den  nach  dieser  Theorie  gleichen  Auf- 
fallwinkel a    ersetzt,  was  günstiger  ist,  bestrichener  Raum 


-f[i-V^^] 


(X  =  Wurfweite  in  m ; 
H  —  Zielhöhe  in  m; 
ol  =  Auffall  winkel.) 

Falls  die  Flugbahn  auf  Millimeterpapier  gezeichnet  vorliegt,  ent- 
nimmt man  am  einfachsten  graphisch  die  Länge  BG  des  fraglichen 
Baumes. 

Will  man  mit  möglichst  wenig  Vernachlässigung  die  Grösse  B 
erhalten,  so  berechnet  man  x  aus 

tf— *.tga["l  — -X-«l 

°     L  sin  2a     J 

und  nimmt 

R=*X  —  x. 


Beispiel. 

Mausergewehr  M/71. 
-a  =  3°  20' 

X=  1000m;    dazu    a'=5°13' 
H  =  Höhe  eines  Infanteristen  =  ca.  1,7  m ; 

es  wird 

B  =  H  •  cot  a  =  1,7  •  cot  (5°13')  —  18,6  m ; 

ferner  mit  der  Parabelsubßtitution 

*-T-[»-V»-«r&a— «•- 

(mit  a  statt  a    erhielte  man 

E  =  V  •  L1  —  V1  ~  löoö^koöJ =  m*1  m)- 

X)   Die  Flugzeit  T 
wird  mit  Tabelle  XVI  nach  der  Formel  berechnet 

T=c'    seca-  r(v0;  a) 

oder  direct  gemessen. 

28* 
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Tabelle  der  Flugbahnordinaten  y 
in  verschiedenen  Entfernungen  x  von  der  Mündung: 


Ganze 
Schussweite 

Entfernungen  x  in  m 

in  m 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

m 

m 

—  - 
m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

200 

0,38 

0 

-1,38 

300 

0,84 

0,93 

0 

-2,03 

400 

1,35 

1,95 

1,54 

0 

-2,61 

500 

1,87 

2,99 

3,10 

2,09 

0 

-3,64 

600 

2,48 

4,20 

4,92 

4,52 

3,03 

0 

-4,63 

700 

3,12 

5,50 

6,86 

7,11 

6,27 

3,89 

0 

-6,89 

• 

800 

3,86 

6,97 

9,07 

10,06 

9,95 

8,30 

6,16 

0 

-7,16 

900 

4,65 

8,56 

11,45 

13,23 

13,92 

13,07 

10,71 

6,36 

0 

-8,86 

1000 

5,54 

10,33 

14,11 

16,77 

18,35 

18,38 

16,91 

13,44 

7,97 

0 

2)   Beispiel  für  eine  Schusstafel  der  Artillerie 
(Auszug  aus  der  Schusstafel  der  deutschen  schweren  Feldkanone  C/73,  für 

Granate  und  Sprenggranate). 


6 


Anfangsgeschwindigkeit  442  m;   Abgangsfehlerwinkel  =  -f~  75  Grad. 


16 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

.  7 

8 

9 

Ent- 
fernung 

Er- 

höhongs- 

winkel 

Seitenrer- 

aohiebong 

in  Theil- 

■tricben 

Aoffall- 
winkel 

Flug- 
zeit 

verlegt  den 

Treffpunkt 

naoh  der 

HOhe  um : 

±G»d 

verlegt  die 

Schau- 
weite  am : 

End- 
geschwin- 
digkeit 

Be- 
strichener 
Baum  für 

1,7  m 
ZielhOhe 

m 

Grade 

•eo 

m 

m 

m/sec 

100 

0 

30 

A 

0,2 

0,1 

46 

424 

— 

200 

0 

30 

A 

0,5 

0,2 

42 

407 

— 

300 

* 

30 

A 

0,7 

0,3 

39 

392 

— 

1000 

1* 

31 

2A 

2,7 

1,1 

27 

319 

43 

2000 

*A 

32 

6A 

6,2 

2,2 

20 

268 

16 

3000 

*A 

34 

12 

10,3 

3,2 

15 

233 

8 

4000 

"A 

37 

19« 

15,2 

4,2 

12 

208 

6 

6000 

i*Ä 

41 

«>H 

21,4 

4,8 

8 

190 

3 

6000 

29A 

49 

*6  A 

30,3 

4,7 

4 

188 

Die  Winkel  sind  in  A**1  Grad  angegeben,  da  hierdurch  eine  Bequem- 
lichkeit für  das  Rechnen  erzielt  wird,  indem  in  einem  rechtwinkligen  Drei- 
eck mit  einem  Winkel  von  A  G**d  und  mit  der  längeren  Kathete  =  1000  m 
die  andere  Kathete  rund  1  m  lang  ist. 

Für  die  Seitenverschiebung  (Spalte  3)  in  Folge  der  Rotation  ist 
der  Nullpunkt  der  Theilung  auf  30;  es  gilt  die  allgemeine  Regel,  dass  eine 
Verschiebung  am  Visirschieber  um  einen  Theilstrich  den  Treffpunkt  nach 
der  Seite  um  röVirtel  der  betreffenden  Schussweite  verlegt.    Z.  B.  wie  gross 
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ist  auf  4000  m  die  Seitenverschkbung?     Spalte  3  gibt  37;  also  7  Theü- 

7 

striche  Tom  Nullpunkt  ab;  folglich  ist  die  Verschiebung  j^  -  4000  =  28  m 

(gemeint  ist,  wenn  4000  m  die  totale  Schussweite  Torsteüt). 

Die  Angaben  Spalte  6  und  7  beruhen  auf  der  Voraussetzung,'  dass  die 
ganze  Flugbahn  wie  eine  starre  Linie  gehoben  oder  gesenkt  werden  könne, 
also  auf  dem  Princip  des  Schwenkens  der  Flugbahn,  das  natürlich  streng 
genommen  nur  für  kleine  Hebungen  oder  Senkungen  annähernd  giltig  ist 
Die  Spalte  6  gestattet,  die  Flughöhe  des  Geschosses  für  jede  Entfernung, 
also  auch  die  Ordinate  des  Scheitels  annähernd  zu  finden.  Man  rechnet 
folgendermassen:  Z.  B.  wie  hoch  ist  bei  der  Totalschussweite  6000  m  die 
Granate  über  dem  Boden  in  der  Entfernung  2000  m?  —  Erhöhungswinkel 
für  2000  m  ist  4^  Grad,  für  6000  m  ist  sie  29^  Grad,  also  im  letzteren 
Fall  um  25^  Grad  grösser;  nun  verlegt  bei  der  Entfernung  2000  m  die 
Höherstellung  um  -fa  Grad  den  Treffpunkt  um  2,2  m,  also  diejenige  von 
25^  Grad  oder  ^  Grad  um  401  -  2,2  =  882,2  m;  also  befindet  sich  bei 
der  Schussweite  6000  m  das  Geschoss  in  der  Entfernung  2000  m  vor  der 
Mundung  882,2  m  hoch  über  dem  Boden. 

Der  Abstand  des  Scheitels  der  Flugbahn  vom  Boden  bei  der  Total- 
schussweite 6000  m  endlich  findet  sich  mit  der  folgenden  empirischen  N&he- 
rungsregel:  Dieser  Scheitel  liegt  in  derjenigen  Entfernung  von  der  Mündung, 
bei  welcher  die  Summe  des  zugehörigen  Erhöhungswinkels  und  des  zugehö- 
rigen Auffallwinkels  gleich  dem  zu  der  Totalschussweite  gehörigen  Erhöhungs- 
winkel ist.  Man  sucht  also  auf^  bei  welcher  Entfernung,  also  bei  welcher 
Horizontalzeile  die  Summe  der  Winkel  in  Spalte  2  und  in  Spalte  4  zu- 
sammen den  Winkel  25^  gibt,  welcher  zu  6000  m  gehört  Nun  ist  für 
3000m:  7^+12  =  19^  zu  wenig;  für  4000  m  :  12^  + 19^  =  32^ 
zu  viel,  also  liegt  die  Abscisse  des  Scheitels  jedenfalls  zwischen  3000  m 
und  4000  m;  näher  findet  sich  dann  3800  m;  zu  dieser  Entfernung  sucht 
man  dann  wie  vorhin  die  Flughöhe  y  des  Geschosses  über  dem  Boden  auf 


12.  Abschnitt 

Ueber  das  Eindringen  des  Geschosses  in  das  materielle 

ausgedehnte  Ziel. 

§43. 

Wenn  das  Geschoss  im  luftleeren  Baum  seine  Flugbahn  bis  zu 
dem  in  Mündungshohe  gelegenen  Ziel  zurückgelegt  hat,  so  besitzt  es 
wieder  seine  ursprüngliche  lebendige  Kraft;  denn  anfangs  wird  zwar 
seine  kinetische  Energie  um  den  gleichen  Betrag  geringer,  um  welchen 
seine  Energie  der  Lage  sich  erhöht,  allein  vom  Scheitel  ab  kehrt  sich 
das  Verhältniss  wieder  um.  Im  lufterfüllten  Raum  dagegen  hat  sich, 
wenn  das  Geschoss  am  Ziel  ankommt,  die  lebendige  Kraft  des  Ge- 
schosses um  einen  Betrag  vermindert,  welcher  gleich  ist  der  Arbeit 
des  Luftwiderstands;  das  Geschoss  hat  von  seiner  ursprünglichen  Ge- 
schwindigkeit dadurch  eingebüsst,  dass  es  die  Luft  zurückzudrängen 
hatte,  (diese  lebendige  Kraft,  welche  verloren  scheint,  findet  sich  that- 
sächlich  noch  vollständig  vor,  aber  in  anderer  Form;  erstens  in  Form 
von  Bewegungsenergie  der  Luft,  welche  in  Wellen-  und  Wirbelbewegung 
gerathen  ist,  und  zweitens  in  der  Form  von  Wärme,  also  von  Energie 
unsichtbarer  Bewegung  der  Moleküle  der  Luft  und  des  Geschosses). 

Von  dem  Augenblick  ab,  wo  das  Geschoss  mit  der  ihm  gebliebenen 
Geschwindigkeit  v0  an  dem  Ziel  (Mauerwerk,  Holzwerk,  Erddamm  etc.) 
ankommt,  verliert  es  vollends  seine  lebendige  Kraft  in  mehr  oder 
weniger  kurzer  Zeit,  je  nach  der  Grosse  der  Geschwindigkeit  und  dem 
Widerstand  des  Mittels,  in  welches  das  Geschoss  eindringt.  Die  leben- 
dige Kraft  wird  auch  hier  dazu  verwendet,  den  Widerstand  des  Mittels 
zu  überwinden,  und  die  relative  Geschwindigkeit  des  Geschosses  wird 
desshalb  nach  einer  bestimmten  Zeit  Null.  Dieser  letzte  Theil  der 
Geschossbewegung,  das  Eindringen  in  das  Ziel,  ist  also  ähnlich  zu 
behandeln  wie  die  Bewegung  des  Geschosses  in  der  Luft; 
der  Unterschied  liegt  lediglich  in  der  Art  und  Grösse  des  Wider- 
stands, der  zu  überwinden  ist.  Neu  kommt  nämlich  jetzt  hinzu, 
dass  Cohäsionskräfte  zu  überwinden  sind,  dass  die  Theilchen  des 
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Holzes  etc.,  in  welches  das  Geschoss  eindringt,  von  einander  zu  trennen 
sind,  während  zwischen  den  Theilchen  der  Luft  keine  Zusammenhange- 
kräfte  bestehen. 

Wir  werden  ans  also  zuerst  überlegen,  ans  welchen  Momenten 
sich  der  Widerstand  des  Mittels  zusammensetzt,  unter  Zuhilfenahme 
der  Erfahrung  eine  Hypothese  dafür  aufstellen  und  dann  berechnen, 
bis  auf  welche  Tiefe  das  Geschoss  in  das  Mittel  eindringt,  nach  welchem 
Geaetz  die  Geschwindigkeit  abnimmt,  welche  Zeit  verfliegst,  bis 
das  Geschoss  zur  Buhe  kommt  und  welche  Gestalt  die  Oeffnung 
besitzt,  welche  das  Geschoss  in  dem  ausgedehnten  Zielkörper  erzeugt 
Mathematisch  wurde  das  Eindringen  des  Geschosses  behandelt  von 
vgi.Kotei3o.Joh.  Bernoulli,  s'Gravesande,  Muschenbrok,  Euler,  Camus,  Poloni, 
Foncelet  und  neuerdings  von  Resal;  experimentell  in  besonders  aus- 
gedehntem Mass  von  der  Metzer  Commission  Didion-Morin-Fiobert 
1839/40,  wozu  noch  die  zahlreichen  neueren,  mehr  speciellen  Versuche 
über  Durchschlagen  und  Deformiren  von  Panzerplatten  von  den  Firmen 
Krupp,  Whitworth,  Schneider  u.  A.  kommen. 

Wir  nehmen  an,  das  Geschoss  komme  senkrecht  gegen  die  verti- 
cale  Grenzfläche  des  Zielkörpers  heran  (Fig.  86),  beginne  in  0  einzu- 

. dringen  und  komme  in  B  zur 

Ruhe.  VonderSchwerkraft, 
welche  im  Vergleich  mit  dem 
Widerstand    verschwindend 
klein  ist,  sehen  wir  ab,  sodass 
die  Bahn   des   Geschosses  als 
eine  gerade  Linie  zu  betrachten 
ist.    Zunächst  machen  wir  uns 
klar,  dass  ein  Theil  der  Sub- 
stanz, z.  B.   des  sandigen 
Erdreichs,    in   welches    das 
Geschoss   eindringt,   mit   der 
Kugel  nach  dem  Innern  zu  gerissen  wird.    Um  dies  einzusehen, 
denken  wir  uns  diejenigen  Theilchen  der  Substanz,  welche  in  der  Stoss- 
linie  (der  z-Achse,  Fig.  86)  liegen.     Diese  Theilchen  werden  vom  Ge- 
schoss nach  dem  Innern  zu  mitgerissen,  da  sie  einen  Druck  erfahren, 
der  gerade  entgegengesetzt  der  BewegungBiichtnng  des  Geschosses  ist. 
Die  Theilchen,  welche  etwas  seitlich  von  der  Stosslinie  liegen,  werden 
ebenfalls  mitgenommen;   sie  gleiten  aber  an   der  Oberfläche   ab   und 
verlassen  schliesslich  dasselbe,  in  einer  Richtung,  welche  von  der  Ge- 
schossgeschwindigkeit   und   von  der  Reibung  der  Theilchen   abhängt 
Je  weiter  das  Geschoss  in  das  Innere  vordringt,  um  so  mehr  verringert 
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sich  seine  Geschwindigkeit,  folglich  auch  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  sich  die  Theilchen  des  Materials  von  der  Stosslinie  entfernen, 
so  dass  nothwendig  die  gebildete  Höhlung  nach  dem  Innern  immer 
enger  werden  mnss.  Zugleich  aber  wird  das  Geschoss  eine  hügelförmige 
Anhaufang  von  Theilchen  vor  sich  herschieben. 

Daraus  folgt,  dass  sich  die  Theilchen  des  durchdrungenen  Mate- 
rials zum  Theil  von  einander  trennen  müssen.  Also  setzt  sich  der 
Widerstand,  den  das  Geschoss  zu  überwinden  hat,  aus  zwei  Theilen 
zusammen. 

Der  erste  Theil  rührt  her  von  blossen  Stosskräften,  also  von 
demselben  Umstand,  den  wir  vor  uns  hätten,  falls  auf  das  ruhende 
Geschoss  eine  grosse  Zahl  von  zusammenhangslosen  Partikelchen  in 
paralleler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v  aufprallten,  oder  um- 
gekehrt das  Geschoss  auf  solche  ruhende  Theilchen  stiesse;  auf  Kosten 
seiner  eigenen  Bewegungsenergie  theilt  das  Geschoss  diesen  ruhenden 
Theilchen  lebendige  Kraft  der  Bewegung  mit;  dieser  erste  Theil  des 
Widerstands  ist  somit  proportional  dem  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit des  Geschosses;  der  zweite  Theil  rührt  davon  her,  dass 
Theilchen  sich  trennen  müssen  und  hierbei  Cohäsionskräfte,  die 
zwischen  ihnen  wirken,  überwunden  werden.  Diesen  Theil  nimmt 
Euler  und  Poncelet  als  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  des  Ge- 
schosses an,  Räsal  proportional  der  ersten  Potenz  derselben.  Da  dieser 
zweite  Theil  bei  weitem  der  überwiegende  ist,  so  setzt  Euler 
den  Widerstand  überhaupt  gleich  diesem  letzteren  Theil;  ist  also  W 
dieser  Widerstand  und  sind  a  und  b  Constanten,  welche  von  Material 
zu  Material  verschieden  sind,  v  die  Geschossgeschwindigkeit,  so  ist  — 
da  TT  natürlich  auch  der  Anzahl  der  gestossenen  Theilchen,  also  dem 
Geschossquerschnitt  JR*ä  proportional  ist  — 

das  Gesetz  von  Euler:  TF=  2Pä  •  a 

„         „        „    Poncelet:    W  =  IPit  (a  +  b  •  v*) 
„         „        „    Resal:  W  =  IPx  {av  +  bv*) . 

1)   Hypothese  von  Poncelet  (und  speclell  von  Euler). 

Wir  wählen  vorerst  die  Annahme  von  Poncelet,  in  welcher  die 
Euler'sche  enthalten  ist  (für  6  =  0)  und  setzen 

(1)  TF=  £'*(«  + 6'**)- 

(Siacci  fügt  hier  noch  einen  Coefficienten  i  hinzu,  welcher  von  der 
Geschossform  abhängt,  nimmt  also  —  was  sonst  auf  dasselbe  heraus- 
kommt —   W  =  IPx  •  i  •  a  (1  +  ß  •  t;2);  für  Kugeln  ist   i  =  1 ,   auch 
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sonst  i  von  1  wenig  verschieden.)  Die  Geschwindigkeit;  mit  der  das 
Geschoss  am  Ziel,  also  in  0,  ankommt,  möge  mit  v0  bezeichnet  sein; 
wenn  dasselbe  x  m  tief  eingedrungen  ist,  was  nach  t  Secunden  erfolgt 
sei,  möge  die  Geschwindigkeit  v  geworden  sein.  Die  Geschossmasse 
sei  m. 

Damit  längs  der  unendlich  kleinen  Strecke  dx  der  Widerstand  W 

überwunden  wird,  muss  die  lebendige  Kraft  m  •  —  des  Geschosses  um 
den  unendlich  kleinen  Betrag  --  •  d(va)  abnehmen;  also 

JJ. .  d(v*) Wdx  =  —  E*7t(a  +  b-v*)-dx 

,    m         vdv 

aX~~  ~  TPi'  a  +  b-v" 

durch  Integration  wird,  da  mit    x  =  Of    v  =  v0    ist, 
(2)  x  =  ^-r  •  log  nat  a  +  \'*\  ■ 

Damit  hat  man  die  allgemeine  Beziehung  zwischen  der  variablen 
Geschwindigkeit  v  und  der  Abscisse  x.  Ist  v  =  0  geworden,  so  sei 
x  =  X  die  schliessliche  Tiefe  des  Eindringens,  d.  h.  die  Strecke  OB, 
an  deren  Ende  das  Geschoss  zur  Ruhe  kommt;  es  wird 

(3>  *- 57^.  log  »*(l +  £.*•)• 

Da  —  sehr  klein  ist;  wird,   wie   man   durch   Reihenentwicklung   des 

Logarithmus  sieht,  bei  kleinem  v0  die  Eindringungstiefe  X  nahezu 
proportional  m  und  t;0*,  sowie  umgekehrt  proportional  JR'sr  und  a. 

(Nach  Didion,  Piobert  und  Sonnet  ist  für  längliche  Geschosse  X 
nur  ungefähr  %  des  obigen  Werths.) 

Die  Gesammtdauer  T  des  Eindringens  erhält  man  aus  der 
ursprünglichen  Bewegungsgleichung,  deren  Integral  x  wir  schon  be- 
nützten, indem  man  eine  Gleichung  zwischen  v  und  t  aufstellt;  man  hat 

m  -  -J7  =  —  Tffit  •  (a  +  6  •  va) 

m  dv 


dt  =  — 


integrirt 


t  =  const ^t=:  arc  talv  •  V— L 

und  da  mit   t  =  0 ,   v  =  v0  ist,  wird 
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Nach  T  Secunden  sei  das  Geschoss  im  Innern  des  Materials  zur 
Ruhe  gekommen,  so  ist 

(Z.  B.  bei  einer  Kugel  von  24  cm  Kaliber  und  494  m  Geschwindigkeit 
ist  die  Eindringungstiefe  X=  3,85  m  und  die  Eindringungszeit 
T  =  0,0306  sec,  wenn  es  sich  um  sandiges  Erdreich  handelt) 
Endlich  die  Gestalt  der  Höhlung  findet  man  wie  folgt: 
Auf  Grund  der  Erfahrung  wird  angenommen,  dass  das  Gesammt- 
Yolumen  der  gebildeten  Höhlung  proportional  dem  Verlust  an  leben- 
diger Kraft  des  Geschosses  ist. 

Beim  Beginn  des  Eindringens,  also  in  0,  ist  die  Geschwindigkeit 
des  Geschosses  v0;  nachdem  das  Geschoss  um  x  m  eingedrungen  ist, 
sei  die  Geschwindigkeit  noch  v  m ;  die  Abnahme  der  lebendigen  Kraft 

ist  also  -r-  m  (v0a  —  v8) ;    der   bis    dahin   sich    erstreckende   Theil   der 


X 


Höhlung  ist  jy*it-  dx}   folglich  hat  man,  wenn  x  den  Proportionali- 

o 
tatsfactor  vorstellt: 

X 

y  (V  —  v8)  =  x  %jf*  '  dx> 

0 

abgeleitet  nach  x 

m  .  v  •  dv  =  —  x  -  it  -  y2  •  dx\ 

andererseits  war  aber 

m  >  v  >  dv  =  —  JR83r  (a  +  bv*)  dx} 
also  wird 

R*(a  +  bv*)  =  x.y*. 

Dies  ist  eine  Beziehung  zwischen  v  und  y;  aber  die  Beziehung  zwischen 
v  und  x  wurde  oben  in  (2)  entwickelt,  nämlich 

a  +  b  •  v*  =  (a  +  b  •  t?0*)  -  e 

eliminirt  man  v,  so  wird  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  y  und  x, 
also  die  Gleichung  der . Meridian curve  der  Rotationsfläche,  welche  die 
innere  Höhlung  darstellt,  die  folgende: 

»•-?-(«+&-v)-r  m  ". 


■X 

m 


% 


Die  Bedeutung  des  Factors  x  ergibt  sich  daraus,  dass  (s.  Fig.  86) 
für   x  =  X,  y  =  R  sein  muss,  dass  also 
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i* 


2?  =  ^(a  +  6r0«)-e 


ist,  oder 


st 


*  =  («  +  6  •  V)  -  e 


somit  ist  einfacher 


ib  &* 


(X-x) 


(6)  y>  =  &  e  " 

Wenn  diese  Formel  mit  der  Beobachtung  nicht  genügend  genaue 
Uebereinstimmnng  gibt,  so  liegt  der  Grund  zum  Theil  darin,  dass  das 
gebildete  Loch  sich  durch  elastische  Nachwirkung  des  Materials 
nach  erfolgtem  Eindringen  de»  Geschosaes  wieder  zusammenzieht 

Leicht  ist  zu  zeigen,  dass  der  Coefficient  x  mit  der  Constanten  a, 
welche  ein  Mass  für  die  Cohasionskraft  darstellt,  identisch  ist;  nämlich 


es  war 


andererseits 


26  JP*  X 


*  —  (a  4*  &ro*)  #  e 


x  = 


oder 


2b    R%* 


log 


a  +  K1 


tb  R*x  I 


a  =  (a  +  bv0T)e        m      , 
also  ist   x  =  a.  ' 

An  der  Mündung  der  Höhlung  ist  x  =  0,   d.  L 

%b  &*  x 

also  ist  der  Durchmesser  an  der  Mündung  um  so  grosser,  je  grosser 
v09  bezw.  je  grosser  —  ist. 

Auf  Grund  der  Schiess versuche  bei  Metz  in  den  Jahren  1835  bis 
1840  worden  die  Constanten  a  und  b  von  Didion,  Morin  u.  Piobert 
für  verschiedene  Substanzen  bestimmt;  diese  Zahlen  sind  noch  heute 
am  meisten  im  Gebrauch: 
fär  Sand,  mit  Kies  vermischt,  ist:         a=  435000  kg,    6  =  87    ;    —=0,000200 


n 
n 
n 

w 
II 

tl 

»1 


sandige  Erde: 

thonige  Erde,  zur  Hälfte  mit  Sand 

gemengt: 

leichte  Dammerde: 

gutes  Mauerwerk: 

Mauerwerk  mittlerer  Beschaffenheit: 

Backsteine : 

Eichenholz : 

Pappelholz : 

Buchen-  und  Eschenholz: 


600000 

461000 
700,000 
5520000 
4400000 
3160000 
2085000 
1090000 
2085000 


ii 
ii 
ii 

n 
ii 
ii 
ii 
n 


120 

27,7 

42 

82,9 

66,2 

47,4 

41,7 


0,000200 

0,000060 

0,000060 

0,000015 

0,000015 

0,000015 

0,00002 

0,00002 

0,00002. 
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Für  Engeln  von  gleichem  Kaliber  (24  cm),  die  mit  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  in  thonige  Erde  geschossen  wurden,  ergab  sich  nach 
Didion  Folgendes: 


Geschwindigkeit  v0 

Mittlere  beobachtete 

Berechnete 

Eindringungstiefe  X 

Eindringungstiefe  X 

m/teo 

m 

m 

538 

4,14 

4,08 

494 

8,85 

3,85 

457 

3,62 

3,68 

402 

3,27 

3,87 

285 

2,42 

2,58 

190 

1,73 

1,74 

121 

1,12 

1,00 

2)   Hypothese  von  Bössl:  Widerstand  des  Materials  =  cv  -f-  dv2. 

Es  sei  Ä  der  Querschnitt  des  Langgeschosses  in  qm,  P  dessen 
Gewicht  in  kg,  6  der  Umfang  des  Querschnitts;  A  die  Dichte  der 
Substanz,  in  welche  das  Geschoss  eindringt,  nämlich  d  =  dem  Gewicht 
von  1  cbm  der  Substanz  in  kg;  e  ein  empirischer  Factor  (für  gewöhn- 
liche Erde  =  0;143);  y  die  Cohäs^on  des  Mittels  pro  Flächeneinheit 
(für  gewöhnliche  Erde  y  =  160,08kg  nach  Resal,  nach  Navier  y = 136kg); 
vQ  m  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  beim  Beginn  des  Eindringens; 
v  die  Geschwindigkeit  nach  t  Secunden,  wobei  das  Geschoss  x  m  weit 
eingedrungen  sei. 

Dann  setzt  Resal  den 


daraus 


Widerstand  des  Materials  =  y  •  6  •  v  (1  +  — — - — — )  ■ 

*  \      '       g  •  y  •  <y    / 

Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gibt 


x  = 


..^{*-(»+T^)-«*-(»+t!£-,)}i 

in  der  Tiefe  x  =  X  komme  das  Geschoss  zur  Ruhe  (y  =  0);  so  ist 


CO 


X  = 


e    d  •  & 


•  log  nat  ( 1  + 


e  ■  d  •  Q  ■  v, 


g    y    e 


)■ 


Anmerkungen. 

1)  Abgesehen  von  denjenigen  Unsicherheiten  der  obigen  Theorien, 
welche  durch  die  Willkürlichkeit  in  der  Annahme  des  Widerstands- 
gesetzes entstehen,  ist  eine  Vernachlässigung  zu  erwähnen,  die  be- 
gangen wurde.    Sie  liegt  darin,  dass  der  Widerstand  des  Mittels  nicht 
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vom  Beginn  des  Eindringens  ab  dem  Querschnitt  22' sr  des  Geschosses 
proportional  ist;  denn  zuerst  berührt  das  Geschoss  die  Grenzfläche  der 
Substanz,  in  welche  es  eindringt,  nur  in  einem  Punkt;  erst  eine  ge^ 
wisse,  allerdings  sehr  kleine  Zeit  nachher  ist  die  Schnittflache  des 
Geschosses  und  jener  Grenzfläche  ein  Grosskreis  22*sr  der  eindringenden 
Eugel  oder  ein  Querschnitt  des  cylindrischen  Theils  des  Langgeschosses. 
Die  Folge  dieser  Vernachlässigung  ist,  dass  der  Widerstand  that- 
sächlich  etwas  kleiner  ist  als  der  berechnete,  was  besonders  bei  sehr 
grossen  Geschossen  in  Betracht  kommt. 

2)  Wenn  das  Geschoss  schief  gegen  die  Grenzfläche  des  Ziel- 
vgiNoteisLkörpers  ankommt,  so  ersetzt  man  (nach  Mayevski,  Louel  und  Vallier) 

v0   durch  t;0secd;    noch   besser   durch    v0-  sec*  yd-,    wobei  #    der 

Winkel  zwischen  der  Schussrichtung  und  der  Flächennormalen  ist. 

3)  Betreffe  des  Widerstands  von  Panzerplatten  gegen  aufschla- 
gende Geschosse  sind  zahlreiche  empirische  Formeln  (Panzerformeln) 
aufgestellt  worden.  Die  Versuche  haben  gezeigt,  dass  die  lebendige 
Kraft  des  Geschosses,  welche  nothwendig  ist,  um  eine  Panzerplatte  zu 
durchschlagen,  proportional  einer  gewissen  Potenz  des  Kalibers  B  (cm) 

vgLNot«is8.und  der  Plattendicke  8  (cm)  ist. 

Wir  führen  hiervon  nur  die  auf  Grund  der  Versuche  von  Krupp 
aufgestellte  und  von  Krupp  benützte  Formel  an: 

Es  sei  P  das  Geschossgewicht  in  kg;  v  die  Geschossgeschwindig- 
keit beim  Aufschlagen  (in  m/sec);  so  ist  die  zum  Durchschlagen  not- 
wendige lebendige  Kraft 

(g)  r^iööö- «' =  0,025.  z*.  s*. 

4)  Wenn  ein  Geschoss  im  Innern  einer  Substanz  explo- 
dirt,  in  welche  dasselbe  eingedrungen  ist,  ist  der  gebildete  Hohl- 

vgi.Notei38.raum  V  (in  cbm): 

(9)  F=  0,0026  •  m .  X  -jp*.  <$*. 

In  dieser  empirischen  Formel  bedeutet: 

p  =  Geschossgewicht  in  kg; 

Q  =  Gewicht  der  Ladung  im  Innern  des  Geschosses  in  kg; 

m  =  ein  Coefficient,  der  von  der  Substanz  abhängt,  in  welche  das  Ge- 
schoss  eindrang;    m  =  1    für   gewöhnliche  Erde;    tn  =  1,2  för 
leichte  Erde;  m  =  0,85  für  Sand. 
X  =  ein  Coefficient,  der  sich  mit  der  Beschaffenheit  des  Explosivstoffs 
ändert;  X  =  1  fttr  gewöhnliches  Pulver;   X  =  1,35  ftlr  Dynamit. 
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Zusammenstellung  der  Formeln. 

a)  Tiefe  des  Eindringens,  bis  das  Geschoss  zur  Buhe 
kommt,  in  m: 

z  =  äTirW l0«  nat  (x +  !*<>')  • 

b)  Das  Geschoss  kommt  im  Innern  der  Substanz  zur  Buhe 
nach  der  Zeit  (sec): 

T  =  — ^.arctg^ol/T). 

c)  Gleichung  der  Meridiancurve  der  Höhlung  (Rotations- 
fläche); die  rr-Achse  in  der  Schussrichtung,  die  y-Achse  da- 
rauf senkrecht: 


y*  =  E*.e    m 

Dabei  bedeutet: 

/              n        i                             Gewicht  in  kg 
m  =  Geschossmasse  = ^-gr — — ; 

v0  =  Geschwindigkeit  (m/sec),  mit  welcher  das  Geschoss 
auf  den  Zielkörper  aufprallt; 

222=  Kaliber  in  m; 

a  und  b  empirische  Constanten,  die  von  der  Beschaffenheit 
des  Materials  abhängen,  in  welches  das  Geschoss  ein- 
dringt, s.  die  obige  Tabelle. 

Beispiel. 

Das  Geschoss  des  deutschen  Infanteriegewehrs  M/88  schlage 
auf  einen  in  100  m  Entfernung  von  der  Mündung  stehenden  Block 
von  Eichenholz  auf.  Wie  tief  dringt  das  Geschoss  in  den  Block 
ein  und  wie  gross  ist  die  Zeitdauer  des  Eindringens? 

P=  0,0147  kg; 
JR  =  0,004  m ; 

v0  =  565  m  (=  Geschwindigkeit  in  der  Entfernung  von  100  m). 
Damit  wird 

X  =  2  ■  41,7  ■  0,004'  -^UlB  •  9,81  ■  0,43429  '  "M1  +  0,00002  -  565') 

=  0,71468; 

9,81  ■  0,004*  •  8,1416  •  j/2085000  •  41,7  '     860     ' 

wobei  a  aus:    tg cc  =  565  •  y0,00002 ; 
T  =  0,003817;     also 

{Eindringungstiefe     =  71  cm 
Emdringungsdauer  =  0,0038  sec. 


13.  Abschnitt. 

Schematisches  Verfahren  bei  der  Lösung  der  einzelnen  ballistischen 
Aufgaben;  sammt  Schlüssel  der  Bezeichnungen  und  Beispiele. 

(Dieser  Abschnitt  ist  unabhängig  von   den  übrigen  für  sich  verwendbar.) 

§  44.   Verfahren  beim  directen  Schuss. 

Es  bedeute: 

2JZ  =  Kaliber  des  Geschosses  in  m ; 

P=  Geschossge wicht  in  Tonnen  ä  1000  kg; 

v0  =  Mündungsgeschwindigkeit  des  Geschosses  in  m/sec ; 

v  =  Geschossgeschwindigkeit  in  dem  beliebigen  Flugbahnpunkt  (xy), 
x- Achse  horizontal,  in  der  Schussrichtung  positiv;  y-Achse  ver- 
tical,  positiv  nach  oben; 

v'  =  Endgeschwindigkeit  des  Geschosses  beim  Aufschlag  in  dem  in 
Mündungshöhe  gelegenen  Endpunkt,  also  nach  Zurücklegung 
der  ganzen  Schussweite; 

X  =  diese  ganze  Schussweite  in  m ; 

a  =  wahrer  Abgangswinkel  in  Graden  =  Winkel  zwischen  Anfangs- 
tangente der  Flugbahn  und  Horizont; 

a  =  spitzer  Auffallwinkel; 

o  =  Horizontalneigungswinkel  der  Bahntangente  in  dem  beliebigen 
Bahnpunkt  (xy)\  also  co  =  a  für  (0;  0);  co  =  180°  -  a  für  (X;  0); 
t  =  Flugzeit  des  Geschosses   in  Secunden  bis  zum  Erreichen  des 
Bahnpunkts  (#y);  speciell 

T  =  ganze   Flugzeit  bis   zum  Aufschlag   des   Geschosses    im  End- 
punkt (X;  0); 
X9  und  Y9  die  Coordinaten  des  Scheitels  der  Flugbahn; 

u  =  sogen.  Pseudogeschwindigkeit,  d.  h.  Abkürzung  für  — ;  u, 

dieser  Werth  für  den  Scheitel  (©  =  0)  und  u   der  Werth  von  u 
für  den  Endpunkt  (X;  0)  der  Bahn,  also  für  (©  =  180°  —  «')> 
$  =  [Gewicht  (kg)  von  1  cbm  Luft  am  Beobachtungstag,  am  Boden 
gemessen] :  1,206; 
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%  = 


—  ==  ein  Factor,  der  besonders  von  der  Gestalt  der  Geschoss- 

spitze  abhängt,  jedoch  auch  mit  der  Schussweite,  der  Geschoss- 
länge, dem  Kaliber,  der  Drall  lange  und  mit  v0  sich  etwas 
ändert. 


A)   Für  Artillerie. 

Man  verwendet  am  zweckmäßigsten  das  Vallier'sche  Gleichungs- 
system mit  den  Hojel-Vallier'schen  Tabellen  XV  bis  XX. 


(i) 


(2) 

(3) 

(3  a) 

(4) 
(5) 


m  =-=r 


ferner,  mit  steigender  Genauigkeit 


m  =  -j-  •  cos  « 

o 


1 


m  =  T  "  8ec  T  a 


m  = 


m  = 


m  = 


S.K'ivJ  +  KW 


8  •  t0  •  K'(v0)  •  sec1«  +  it  .  (1  —  0,0(4)8  •  TJ  •  K'(v} 

S-K'(vQ)  +  5-K'{u9) 

6  •  t0  •  K'(v0)  •  sec8«  +  5  •  i9  •  K  (vj  •  (1  —  0,0(4)8  •  Yt) 


•  sec*  a 


secsa 


(6) 
(7) 
(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
(12) 

(12  a) 
(13) 

(14) 
(15) 

Cranz,  Ballistik. 


9  • »,  -IT  (*,)(!  —  0,0(4)8.  yjsec1^  +4-  vZ>,)(l— 0,0(4>8  •  Y9) 

m  •  P 


sec3« 


c  = 


& 


sin  2a  =  c' .  tf(a')  =  X .  <&>') 
tg«'=— ^-.ßfa') 

°  2  •  cos*  a         v    ' 

tg(D  =  tga.[l-g-^.©(o)] 


D(«)  —  .D  (t;0)  +  a 

D(«,)  — D(t0  +  * 
U)(tO=Z>(i>o)  +  a' 


a  = 


«•  =  - 


24 
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(16) 

(17) 

(18) 

(18a) 

(19) 

(19a) 

(20) 


sin  2  a  —  c'  •  &  (a,) 

2co8*a  v     ' 

J  =  e  •  sec  a  •  T  (a) 


lr=c'.seca.  T'(a') 
t;  =  u  •  cos  a  •  sec  © 
t?'  =  w'  •  cos  a  •  sec  a' 
U,  =  u,  •  cos  a ; 
ferner  die  theilweise  empirischen  Gleichungen 

(21)  '  '■ 


(22) 


r«-(6  +  «*)  -tf 

X.  =  X.(0,5  +  r0?0ö) 


(23)      sin  2«  =  «H r  •  f"1  +  (Num  log  9,6749)  •  *-  ■  v0*  x] . 

Dabei  bedeutet  der  Index  5,  dass  die  betreffenden  Grössen  (u$f  vt,  t9  etc.) 
auf  den  Scheitel,  der  Strich  (u'f  v',  etc.),  dass  sie  auf  den  Endpunkt 
sich  beziehen;  u1;  ily  vif  <olf  yt  sind  die  Werthe  von  w,  iy  v,  ©,  t/  fttr 
den  Punkt  mit  der  Abscisse  xl  =  0,225  •  X^ ;  t0  bezieht  sich  auf  die 
Mündung. 

Die  Werthe  von  K  (=  — J  sind  aus  der  folgenden  Tabelle  zu  ent- 
nehmen: 


t>«= 

Z'  = 

ü=s 

JT  = 

t>  = 

K=* 

1000 

30 

420 

'    167 

300 

159 

950 

34 

410 

174 

290 

168 

900 

38 

400 

182 

280 

176 

850 

42 

390 

182 

270 

191 

800 

48 

380 

183 

260 

197 

750 

54 

370 

184 

250 

209 

700 

60 

360 

185 

240 

223 

650 

71 

350 

186 

220 

253 

600 

83 

340 

181 

200 

292 

550 

100 

330 

176 

180 

342 

500 

122 

320 

170 

160 

410 

450 

148 

310 

165 

140 

500 

Zur  Bestimmung  von  X  gibt  Vallier  die  folgende  Tabelle,  welche 
die  Werthe  von  X  für  verschiedene  Bereiche  der  Anfangsgeschwindig- 
keit v0  und  für  verschiedene  Winkel  y  (=  halber  Oeffhungswinkel  des 
Berührungskegels  an  der  Spitze  des  Geschosses)  enthalt: 
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Werthe  von  L 


far»0= 

0  Mb  800  m 

800  bis  400  m 

400  bii  460  m 

460  bii  550  m 

«Obig  600  m 

-  ■      1 

600  bis  650  m 

660  bis  700  m 

undfOx 
Y  = 

46° 
42° 
32° 

0,95 

1,000 

1,49 

0,909 
1,000  ■ 
1,21 

0,82 

1,000 

1,25 

0,98 
1,04 
1,28 

0,99 
1,05 
1,28 

1,01 

1,076 

1,26 

1,086 

1,10 

1,80 

für  v0bs 

700 bis  750m 

750  bis  8C 

K)m 

800  bii  900  m 

900  bis  1000  m 

1000  bis  1100m 

1100  bis  1900  m 

und  für 
/=* 

46° 
42° 
32° 

1,076 
1,150 
1,333 

1,1» 
1,19 
1,42! 

5 

1 

1,24 
1,60 

1,29 
1,60 

1,33 
1,71 

1,40 
1,86 

1.  Aufgabe. 

Gegeben  v0,  R,  P  und  Geschossform  (also  A);   ferner  a  und  x 
gesucht  v,  t,  ©,  y,  fQr  den  Flugbahnpunkt  mit  der  Abscisse  x. 

Man  berechnet: 
zunächst  m  aus  Gleichung  (2) 


sodann 


w 


yy 


yy 


v 


>f 


ff 


C 

a 
u 

CO 

y 

t 

v 


ff 


fy 


fy 


ff 


w 


ff 


ff 


ff 
ff 

ff 


V 


fy 


ff 


(6) 
(13) 

(11)  mittelst  a  und  t»0,  s.  Tab.  XV  für  D(u) 

(9)  mittelst  u,  c'  und  o,  &  Tab.  XVII  für 

©(«;  v0) 

(10)  s.  Tab.  XVIII  fQr  *  (o;  t»0) 

(18)  s.  Tab.  XVI  für  T  (o;  v0) 

(19). 


Beispiel  (Granate  der  deutschen  schweren  Fddkanone). 

Gegeben:    Geschossgewicht  =  7,03  kg ;     Kaliber  =  8,8  cm;     also 

2^  =  3,63;  Anfangsgeschwindigkeit  v0  =  440m ;  a  =  30°;  X  =  1 ;  <J  =  1. 

Gesucht    die    ballistischen    Elemente    des   Flugbahnpunkts    mit    der 
Abscisse  x  —  3145  m. 

c'=  3,63  -cos  30°=  3,145 
8146  _    0()0       d 

8,145         xvvv> 

e(a)  —  0,2452 ; 

0(a)  =  0,0977 

r  (a)  =  3,47 

24* 


also 
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B(VJ  =  668 

D(u)  =  D(v0)  +  a=  1668 ;    u  =  220,1 

tg«,  =  tg300.[l-4^] 

_  0        3,145    0,2452 

—  ^öö  2  •  COB*  30' 

=  0,0633 

c  =  3°30'i 

,_m6.%W.[.-M£Jpr] 

=  1171,5 

220,1 -cos  80 
V~    C08(3°80',5)   —  iyi 

3,145  •  8,47 
*  CO8  300  1U>1> 

Horizontalneigung  der  Tangente  g>  =  3°  30'^ 

Flugbahnordinate  y  =  1171,5  m 
Geschwindigkeit  v  =  191  m/sec 
Flugzeit  $  =  10,1  sec 

2.  Aufgabe. 

Gegeben  v09  a9  ja,  l.    Gesucht  der  Scheitel. 

Man  berechnet  der  Reihe  nach: 

m  aus  Gleichung  (3) 
«'     »  n  (6) 

®<**      i»  »  (16); 

womit  auch  a,  und  &(a,)  zu  finden  sind, 

X,  aus  Gleichung  (15) 
Y.     n  „         (17) 

«.      »  ,        (12) 

«.      „  „        (20); 

sodann  berechnet  man  einen  genaueren  Werth  von  m  aus  (3a);  worin 
man  jetzt  ug,  vi}  Y$,  ia  etc.  kennt  bezw.  aus  den  obigen  Tabellen  findet. 
Mit  dem  so  ermittelten  Werth  m  rechnet  man  die  ganze  vorhergehende 
Rechnung  noch  einmal  durch  und  erhält  genauere  Werthe  von  Xa}  Y4 
und  t?t. 
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Beispiel. 

Gegeben  t;0  =  440  m;  a  =  30°;  -^  =  3,63;  i  =  1 ;  X  =  1 
Gesucht  die  Elemente  des  Flugbahnscheitels. 

Erste  Annäherang. 

X  2 

m  =  -j-  •  sec  y  a  =  sec  20° 

c '  =  m  jp  =  3,63  •  sec  20  =  3,863 

«w  -  ±*  -  $s  - »."« 

a,  =  947 
Ä(a,)  =  0,1340 

X,=  a,  •  c'=  947  •  3,863  =  3658 

Yt=^-^-i-'XtSl(at)  =1262,4 

*        2  •  cos"  a     ^        v    '  ' 

D(w,)  =  D(t;0)  +  a,  =  668  +  947 
=  1615 
ut  =  226,5 
t;,  =  Ut  •  cos  a  =  226,5  •  cos  30  =  196,2. 

Zweite  Annäherung. 

3.2r(t>0)  +  2T(*,) 

m  = ^ sec*  a 

8-  v#>0).sec8a  +  (1-0,0^8-  Yt)  ■  i$  •  K*  (vt) 

(3  •  143  -[-  244)  sec8  80 

_  3  •  143  •  sec8  30  -f-  (1  —  0,0(4)8  •  1262,4)  •  302 

=  1,112 

c'=  3,63    1,112  =  4,036 

*(*.)  =  w=0'2146 

at  =  922 

£(a,)  =  0,1276 

X,  =  a,  •  c  =  922  •  4,036  =  3721 

_  c'  •  X,  •  a(a,)  _  4tQ36  .  3721  ■  0,1276  _ 
Xt~      2.C088a       —  2- cos»  30  —  1277i4 

D(ut)  =  668  +  922  =  1590;     ut  =  228,2 

v$  =  u$-  cos  a  =  228,2  •  cos  30  =  197,7. 

Also  ( Scheitel- Abscisse  X,  =  3  7  2 1  m 

„     -Ordinate  Yt  =  1277  m 

„     -Geschwindigkeit    v9  =  198  m/sec. 
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3.  Aufgabe. 
Gegeben  v07  a,  •=  und  l.    Gesucht  der  Factor  m. 

Für  AbgaDg8winkel  a  kleiner  als  10°  ist  einfach  zu  nehmen 

1 

tn  =  -=-• 

Dagegen,  wenn  a  >  10  ist>  verfahrt  man  wie  folgt 

Man  berechnet  nach  Aufgabe  2)  zuerst  den  Scheitel,  also  YgJ  uty  v,f 

womit  man  aus  der  obigen  TabeUe  auch  i,  =  y-  kennt;  sodann  erhalt 

man  m  aus  Gleichung  (4). 

Eine  noch  grossere  Genauigkeit  erhält  man,  wenn  man  zuerst  die 
Werthe  von  u,  vf  yf  m  berechnet,  welche  zu  dem  Punkt  mit  der  Abscisse 
xx  =  0ß25  -  X,  gehören;  diese  Werthe  t^,  vl}  yl}  &lf  wozu  noch  ^ 
kommt,  setzt  man  in  Gleichung  (5)  ein  und  erhalt  m.  (Ueber  die  Ab- 
leitung dieses  Näherungsverfahrens  s.  Vallier  1.  c). 

Beispiel. 

Gegeben  v0  =  440  m;    cc  =  30°;    ^  =  3,63  ;    X  =  d  =  1. 

Gesucht  der  Factor  m. 

Zuerst  wird  nach  Aufgabe  2)  der  Scheitel  berechnet;  dann 

xx  =  0,226  •  X.  =  0,225  •  3721  =  837,2 ; 


also 


dazu 


x,        837,2        rt^„  „ 

a  =  7  =  i^6  =  207^ 

e(a)  =  0,0270 ;  0(a)  =  0,01 24  ;  T'(a)  =  0,53 

Dfo)  =  D(v0)  +  a  =  668  +  207  =  875  ;      i^  =  351,0 
+  i    on    Ti         4,036  •  0,0270"] 

tg  ^  -  tg  SO  -  [l si-ßö— J 

Wl  =  26°40',7 

ft  =  837,2  •  tg  30  •  [l  -  4-^^]  =  455,4 

«i  =  351,0;     «i  "  5^5^  "  M0'1 ' 


also  zusammen 

x1  =  837,2 
Wl  =  26°40',7 
yx  =  455,4 
vx  =  340,1 
l  üt  =  351,0 


damit  < 


K'(u1)=  185,9 
#'(«,)  =  241 
^(Vl)  =  181 
(Z>.)  =300; 
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folglich 

(9  •  JT(u,)  +  4  •  K'(ut))  •  secs  a 

~9-i1K'(vl)(l  —  0,0(4)8  •  yj  sec8  <ox  +  4  •  it  •  K  (vt)  •  (1  —  0,0<4)8  •  Y9) 

(9  •  185,9  -f  4  •  241)  sec8  30 

_  9  •  181  •  (1  —  0,0(4)8  •  466,4)  •  sec8  (26°40',7)  +  4  •  300  •  (1  —  0,0<4>8  •  1277,4) 

_  2637 

(2200  +  1078,8)  cos8  30 

m  =  1,238. 


4.  Aufgabe. 


p 
Gegeben  v0,  a}  -^,  X.    Gesucht  der  Auffallpunkt  und  die  ganze 


Flugzeit. 

a)  Für  eine  erste  Annäherung: 

Man  berechnet  nach  Aufgabe  2)  den  Scheitel,   also  Xg,  und  hat 
aus  Gleichung  (22)  den  Werth  von  X 

b)  Einen  genaueren  Werth  erhält  man  folgender massen: 

Zuerst  Factor  m  nach  Aufgabe  3); 
sodann  Factor  c   nach  Gleichung  (6), 

„       0  oder  auch  $'  nach  Gleichung  (7);  damit  hat  man  a'; 

„      X  =  a'c'] 

ferner  Auffallwinkel  a    aus  (8)  und  u    aus  (12a);   v'  aus  (19a)  und 
die  Flugzeit  aus  (18  a). 

Beispiel. 

P 

Gegeben  v0  =  440  m;    a  =  30° ;    -^  =  3,63  ;    d  =  1 ;    X  =  1. 

Gesucht  die  Elemente  des  Auffallpunkts,  also  X;  «';  v'\  T. 
Zuerst  nach  Aufgabe  (2)  der  Scheitel  gesucht;    es  wird   X«  =  3721. 
Dann  ist  in  erster  Annäherung: 

z=^f^  =  7383- 

0,6  4 

'    ^10000 

In  zweiter  Annäherung: 

Nach  Aufgabe  3)  wird  m  =  1,238 

c'=  m-j^  =  1,238  •  3,63  —  4,495 

-  /  ,\        sin  60        _  .  _  Ä_ 
*(")  =  W  =  0'1927 

o/=1525;  dazu  &(a')  =  0,3319;  T'(a')  =  6,21 
X  =  a'-c'=  1525  •  4,495  =  6854 
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, e-SKa)  _  4,495     0,3319 

^a  2    COß*a  2     CO«* 30 

a'=44°51' 

D(tt/)  =  D(r0)  -f  a'  =  668  +  1525  =  2193;  i*'  =  171,0 

,        u  •  cos  a        171  •  cos  80         rt/xo  rt 

t;  = ,    = /JjCEi>x  =  208,9 

cos  a  cos  (44°  51  )  ' 

T  =  «_   W  _  ^y  =  32,23 
cos  a  cos  30  ' 

also         Wurfweite  X  =  6854  m 

Auffallwinkel  a'=  44°5l' 

Endgeschwindigkeit  v'  =  209  m/sec 

ganze  Flugzeit  T  =  32,2  sec. 

5.  Aufgabe. 

Gegeben  X7  t?0,  ^7  L    Gesucht  der  Abgangs winkel  a. 

Man  berechnet  der  Reihe  nach 

Xs  aus  Gleichung  (22)  und  einen 
1 .  Näherungswerth  a    „  „         (23) ; 

[noch  mehr  zu  empfehlen  ist,  in  der  Gleichung 

den  Factor  x  aus  den  zusammengehörigen  Daten  a,  X,  v0,  22,  P 
eines  anderen  möglichst  ähnlichen  Geschützsystems  zu  be- 
rechnen und  dann  erst  diese  Gleichung  zur  Ermittlung  von 
2a  zu  verwenden;] 

sodann  m  aus  Gleichung  (3) 
und  c      „  „  (6) 

a*    »  »        (!5); 

dazu  ®(a)  aus  Tabelle  XVII  und  damit  einen 

2.  Näherungswerth  a  aus  Gleichung  (16). 


Beispiel. 

i 

22r== 


P 

Gegeben  v0=  440m;  7^  =  3,63;  A  =  <J=1;   X=6854;  gesucht  a. 


Z,=  6854  •  (o,5  -f  j^_)  =  3457;    sodann  a  aus: 

.     0  9,81- 6864    r  f  -    Miftv     4401- 68641 

8in  2«  —  -^ö«-  •  [1  -  (Num  log  9 ■  6749)  -       868     J 

2«  =  70°54';     a  =  35°27',    in  erster  Näherung. 
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Sodann 

c9  =  -^  •  sec(23°38')  =  3,961; 

a,=  -~  =  |^  =  872,5;    dazu    S{a9)  =  0,200 

sin  2«  =  c\  •  e(a.)  —  3,961  •  0,2  =  0,7922 
a  =  26°  15'  in  zweiter  Näherung; 

damit  wird  unter  Umstanden  die  Rechnung  wiederholt 

6.  Aufgabe. 

P 
Gegeben  a,  X,  j»,  X.    Gesucht  v0. 

Man  berechnet  der  Reihe  nach 

c    aus  (6)  und  (2) 
dann  a    aus  (14); 

hierzu  den  Werth  von  v09   welcher  zu  dem  Werth  ®'(a*  v0)  gehört, 
mit  Hilfe  von  Gleichung  (7). 

7.  Aufgabe. 

Gegeben  v0,  a,  X.     Gesucht  wird  c    (über  die  Bedeutung  dieser 
Aufgabe  vgl.  besonders  pag.  336). 

Man  berechnet  $'  aus  (7);  hat  also  a    und  damit  auch  c'=  —  • 

Beispiel. 

Gegeben  v0=  440  m;  X  =  6000  m;  a  =  29°4l'±;  ^,  =  3,63  ;   ge- 
sucht der  Factor  c, 

**' f  '    üa\        sin  2« 
O  (a  ;  440)  =     x 

-  -±ZP>  -  0,000.434 
a'  =  1792 

, X^ 6000 

C  ~  a*  ~  1792 

c'  =  3,348. 
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Die 


B)   Für  Infanterie, 
zu  benützenden  Gleichungen  sind: 


(i) 

(2) 
(3) 

(4)   . 
(») 

(6) 

(?) 

(8) 
dazu 

(9) 
10) 

11) 
12) 

13) 

14) 
15) 


r 

bezw.  bei  flachen  Bahnen  c  = 


1  •  P  •  cos  a 
X    P 


End- 
punkt 

beliebiger 
Bahnpunct 


sin  2a  =  c'.  0(a')  =  X-  0>'(a') 

°  2-cos'a         v     ' 

tga,  =  tg«.[l-8inc-©(a)] 


Ge- 

schwindig 
keit 


x 


D(w)  =  D(t;0)  -f-  a,  wobei  a  = 
D(ut)  =  D(*0)  +  a„      „     a,  =  -^ 


c 
X 


Scheitel 


Flugzeit  { 


[JD(u-)  =  D(«0)  +  a',     „     a'  =  ± 

t?  =  m  •  cos  a  •  sec  o 
v,  =  m,  •  cos  a 
t;'  =  w' .  cos  a  •  sec  a 

sin  2a  =  c  -  ®(as) 

'        2  ■  cos" a  v  9J 

t  =  c'-8eccc-  T\a) 
J=c'.seca.  T'(a). 


) 


1.  Aufgabe. 

Der  Factor  c    resp.  k  ist  gesucht. 

A  hängt  von  der  Form  der  Geschossspitze,  aber  auch  von  der 
Geschosslänge  und  dem  Drall  ab  und  ändert  sich  etwas  mit  der 
Schussweite;  ist  k  bekannt,  so  folgt  c    aus  (1). 

a)  bei  Mangel  aller  weiteren  Daten  nehme  man  in  erster  Annähe- 
rung k  =  1. 

b)  Kennt  man  nur  die  Geschossform,  besitzt  jedoch  keine  weiteren 
empirischen  Daten,  so  entnimmt  man  solche  Daten  von  einem  anderen 
Gewehrsystem  .möglichst  ähnlicher  Gattung,  für  welches  die  Geschoss- 
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spitze   die   gleiche  Form  zeigt;   für   letzteres  System   sei  beobachtet: 
X;  a,  v0,  und  gemessen  P  und  R,  so  hat  man  aus  (2) 

_ ,        sin  2  a      ,  .  , 

<P  =  — ^ — ;  hieraus  a  . 
damit  kennt  man  £'=—;  dann  ist 

c)  Für  die  Stahlmantel-Bleigeschosse  von  ähnlicher  Form  des 
Geschossendes,  wie  das  Geschoss  des  deutschen  Infanteriegewehrs 
M/88  sie  aufweist;  erhält  man  k  aus  der  Gleichung 

0,9205 


k  = 


l/l  —  33,665  •  **  J  '  8 


M 

wobei 

TW      i/w     ,     4\->  6m«  —  3     r     /m»    .     1\    .     2    f  2     .    /6m*  —  3\fn 

m  =  Abkürzung  für  2g~d;    Tabelle  für  Jlf  s.  pag.  277. 

H  =  ganze  Geschosslänge,  d  =  2R  =  Kaliber  (beide  in  derselben 

Masseinheit). 

^        rv    n    •  i    i      j.      ^         8,1416  •  Kaliber  (m) 

d  =  Drallwinkel;    tg  d  =      T^m* ,-  t—  • 

'      °  Dralllange  (m) 

s  =  durchschnittliches  specifisches  Gewicht  des  Geschosses. 

(In  dieser  Form  erscheint  i  =  -     als  Product  eines  von  der  Form 

der  Geschossspitze  abhängigen   Factors  z.  B.  ^ööqö   Tm^   e"ie8  Stabi- 
litätsfactors.) 

Die  obige  Gleichung  für  k  gibt  den  Werth  dieses  Factors  k  für 
die  grössten  in  der  Praxis  der  Infanterie  vorkommenden  Schussweiten 
(um  1200  m);  will  man  nicht  Aj200,  sondern  A1800,  so  multiplicirt  man 

1  128 

den  so  erhaltenen  Werth  mit  jVhj;  endlich  A600  ergibt  sich  aus  dem 

ersteren  Werth  Aj200  durch  Vergrösserung  im  Yerhältniss  t-k*r- 

Soll  für  eine  andere  Form  des  Geschossendes  eine  allgemeine 
Beziehung  aufgestellt  werden,  welche  gestattet,  für  verschiedene  Ge- 
schosslängen und  Dralllängen  k  im  Voraus  zu  berechnen,  so  beobachtet 
man  mit  zwei  verschiedenen  Gewehr  Systemen,  aber  mit  Geschossen 
von  derselben  andern  Form  des  Geschossendes  und  annähernd  für 
dieselbe  Schussweite  je  die  zusammengehörigen  Werthe  von  a,  X  und 
v0  und  berechnet  beidemal  den  Werth  von  k  nach  Nr.  b.  Man  erhalte 
so  die  Werthe  kx  und  A,.     Ferner  sei  für  das  eine  System  4  =  j4u 
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s  =  slf  M  =  M1}  für  das  andere  System  seien  die  entsprechenden  be- 
kannten Werthe  z/2;  %,  Jf2;  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

A  =  x 


j/TT7*£i 


»,- 


!*-,•*** 


aus  diesen  Gleichungen  berechnet  man  die  beiden  Unbekannten  x 
und  y.  Diese  so  erhaltenen  Werthe  hat  man  statt  0,9205  resp.  33,665 
in  obiger  Formel  sodann  zu  verwenden. 

Beispiel  zu  Nr.  b. 

Gegeben:    Kaliber  =  7,0  mm;    Geschossgewicht  =  11,2  g;    Anfangs- 
geschwindigkeit v0  =  704,6  m,  gesucht  k. 

Für  X  =  600  m  fand  sich  a  =  0°  36'£ ;  d  =  1,049,  also 

Ü^L  =  0,00003563  =  Q'(a';  704,6) 
a'=  650 

i  =   *  '*    Rt   =  600  •  W*  _  j  0*q 

P  •  a'   cos  a        0,9143  •  cos (0°  36'^ )  •  660         W*i 

also  für  d  =  1,049  und  X  =  600  m  ist 

A  =  1,059. 

Beispiel  eu  Nr.  c. 

Gegeben    R  =  3,25  mm;    jBT=30,6mm;    DralUftnge  D  =  222  mm; 
s  =  10,31. 
Es  wird 

m=    8,415 

M  =11,989 
tg^=    0,09198 

Ai«aa  ==Z .  — sss  l.OoJ. 

"°°  '  „„„     0,09198*  •  10,31 

,665  •  —  ' 


Y  1  —  33,( 


11,989 

2.  Aufgabe. 

Gegeben  P;  U,  A,  <J,  v0  und  a. 

Gesucht  die  ballistischen  Elemente  y}  to,  v,  £  eines  beliebigen 
Flugbahnpunkts  mit  Abscisse  x. 
Man  berechnet 

c   nach  Gleichung  (1) 

womit  a  =  -  .7 

c 
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dann 

O 

nach 

(4) 

)j 

y 

'7 

(5) 

n 

u 

» 

(6) 

n 

V 

n 

(9) 

» 

t 

V 

(14). 

Beispiel   (türkisches  Gewehr  M/90.) 

Oegeben:    Kaliber   7,65  mm;    Anfangsgeschwindigkeit    v0  =  658,7  m; 

Geschossgewicht  13,7  g;  also  ^  =  0,9364;     a  =  0°  39'  55";    X  =  1,10; 

<J  =  0,9466    (Barometerstand    723  mm;    Thermometer    + 19°  c>    Hygro- 
meter 58%-) 

Man  hat  damit  für  die  Entfernung  x  =  400  m  Folgendes: 

1,10  •  0,9864  =  1088 


0,9465 


400         Ä„  9 
(*  =  -?-  =  367,5; 


dazu  e(a;  v0)  =  0,0261 
(zu  a=  367,5  und  v0  =  650 

ist    6  =  0,0268 
ferner  <P(a;  v0)  =  0,01111 
(zu  a  =  367,5  und  zu  v0  =  650 

ist  0=0,01146 


zu  t?0  =  660 
S  =  0,0260 

zu  v0  =  660 
0  =  0,01106 


also 


zu  t>0  =  658,7 
0  =  0,0261), 

zu  v0  =  658,7 
d>  =  0,01111); 


*  *    /Vtf  qü'  *k"\    Ti  1,088  •  0,0261  1 

tga>  =  tg(0°  39  55  )•  [1  -  ain(1o  19*  6(yy] 

©  =  —  0°8'54" 

,  -  400  ■  *(«•  NT  55-).  [,  -  ä|5#Sy 

=  2,227  m 

D(M)  =  D(t;0)  +  a  =  346,5  +  367,5  —  714,0 

w  =  417,1 

417,1  •  cos  (0°  39'  66") 


also 


cos  (0°  8'  64") 

co  =  —  0°  9' 
y  =  2,23  m 


=  417,07m, 


v  =  417  m. 


2.  Beispiel. 


Um  welche  Strecke  senkt  sich  das  Geschoss  des  deutschen  Infanterie- 
gewehrs M/88  bei  horizontalem  Schuss  auf  die  Entfernung  10  m  von  der 
Mündung? 
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Es  ist 

c  =  0,962       «  =  ö^ä  =  10,39 
v0  =  640  m 
cc  =  0,     also 

__  10^962     000027 

y  =  —  0,00130  m 
also  um  1,3  mm. 

3.  Aufgabe. 

Gesucht  die  ballistischen  Elemente  des  Auffallpunkts. 

P 

Gegeben  seien  <J,  A,  j^,  v0;  ist  ferner  a  gegeben ;   so  erhält  man 

c    aus  (1)  und  aus  (2)  O  und  damit  a7  also  X  =  ar-  c  . 

Ist  dagegen  X  gegeben,  so  erhält  man  (da  jedenfalls  cc  <  10°  ist) 

X  •  P  X. 

c  aus:  c  =  >    pt>  ferner  a'= -,-,  also   kennt   man   <P'  und   erhält   a 

aus  (2). 

Weiter  berechnet  man 

a    aus   (3) 

u'    „     (8),  damit  v    aus  (11) 

T    „    (15). 

Beispiel  (türkisches  Gewehr  M/90). 

p 

Gegeben   -^,  =  0,9364;  ö  =  0,966;  es  sei  ferner  gefunden  1  =  1,047; 

v0  =  657,2  m;  a  =  4°  35'  20". 
Man  hat  der  Reihe  nach 

,         1,047  •  coa(4°  35'  20")  •  0,9864         -  Ä-  -  - 
C    = 0^66 1»0117 

<h(n'    r^7  «\  —  Bin2tt  —  ain(90 10'  4(r)  —  m^fifi 
<&(«  5  657,2)  =  -^7—  — j/üi7 =  0,15766 

a'=  1737,0 


/  / 


X=a  c  =  1737  •  1,0117  =  1757,3 

,_    c'-  fl(q')    _       1,0117  ■  0,3230       _ 
**  —  2  .  cos3  a  —   2  •  cÖ8«(4°  35'  20")  —  ui1D** 

«'  =  9°  20'  20"; 

D(u')  ==  D(v0)  +  a'=  346,5  +  1737  =  2083* 

u'=  180,6 


also 
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,_  180,6  •  cos  (4°  35'  2JT)  _  1ft9 
V  ~cös(9°  2Ö'~2Ö")        —  löJ'4ß 

r_  £J^mü  _  -»."jyyj.-  -  6,26  sec, 

cosa  cos  (4°  36   20  )  '  ' 

Wurfweite  Z=  1757  m  (beobachtet  1800  m) 

Auffallwinkel  «'=  9°  20'  20" 

Endgeschwindigkeit  v'=  182  m/sec 
ganze  Flugzeit  T  =  6,3  sec. 

4.  Aufgabe. 

Gesucht  die  ballistischen  Elemente  des  Scheitels. 

p 
Gegeben  seien  -^  d,  A,  t;0  und  entweder  a  und  damit  nach  Auf- 
gabe 3  auch  X,  oder  X  und  damit  nach  3)  auch  a. 
Man  berechnet 
c'  nach  (1) 

®     „      (12)  aus  a  und  e';  damit  kennt  man  a*,  so  ist 
X,  =  c'-  a,;  ferner  berechnet  man 
7,  nach  (13) 
D(ua)    „     (7);  damit  kennt  man  t*,; 

«.   „   (io). 

Beispiel. 

Gegeben    -^  —  0,9364;      v0  =  657,2;      d  =  0,966;      X  —  1,047; 

«  =  4°  35'  20". 

Man  hat  der  Reihe  nach 

._  1,047  •  cos  (4°  35'  20")  •  0,9364  _ 
C  ~  0,966  —  -1'0117 

sin  2a         sin  (9°  10' 40")        ^-K„         ^/        flt-nx 
-?-  =  1,0117  =  °'1577  =  «(**  657'2) 

aa  =  1002,3;  dazu  Sl(a9)  =  0,0993 

Xt  =  c'-  a,  =  1,0117  •  1002,3  —  1014,0 

1m  ~  2  •  cos«(4°  35'  20")  —  U'0U° 

D(tt,)  =  346,5  +  1002,3  =  1348,8 
us  =  257,9 
v9  =  257,9  •  cos(4°  35'  20")  =  257,07, 


also 


Scheitelabscisse  Xn  =  1014  m 

Scheitelordinate  T,  =  0,505  m 

Scheitelgeschwindigkeit   v,  =  257  m/sec. 
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Bemerkung. 

Aendert  sich  c  oder  v0  oder  a  um  einen  Betrag  Ac'  resp.  Av0 
resp.  ^a,  so  ändert  sich  die  Schussweite  X  um  dX\  man  berechnet 
diese  Aenderung  oder  Correction  entweder,  indem  man  mit  dem  neuen 
Werth  von  c  oder  r0  oder  a  die  beireffende  Rechnung  wiederholt»  oder, 
zum  Theil  etwas  einfacher,  mit  den  Formeln  von  pag.  169. 

§  45.    Verfahren  beim  indirecten  und  Bombensehuss  mit 
Geschwindigkeiten  kleiner  als  ca.  300  m. 

Man  benützt  vortheilhaft  die  Methode  von  Didion-Siacci  mit  der 
zugehörigen  Siacci'schen  Tabelle  XXT  f&r  die  Schussfactoren  f,flyft-U- 
Es  gelten  die  Beziehungen: 

- v%*~  maSa       f  tga'        - T  f  r#  ♦  cota 

'  —      9    X      >     h—Jj^-i     h  —  yrxTtjjt*     '*~  Fe««5 

-  x%        -  Y  ~  S    i    ß    X        ~  8  -  i    ß     r#*  •  sin  a 

'4~X>     '*  ~  X-  tga'     '«  C  '     '1~       C  g 

Hier  bedeutet: 
r0  =  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  in  m/sec 

^  ~  (2£)*-  1000 »      ^  —  8    i Iß 

P  =  Geschossgewicht  in  kg 
2R  =  Kaliber  in  m 

i  =  Formcoefficient,  abhangig  ron  der  Form  des  Geschoss- 
endes; Tabelle  f&r  t  =  -=-  s.  pag.  371. 

ß  =  Mittelwerthfactor,  abhängig  ron  a  und  X;  &  Tab.  xin 
d  =  (Gewicht  von  1  cbm  Luft):  1,206. 

X  =  ganze   horizontale  Wurfweite  in  m  (mit  Anffallpunkt  in  Mün- 
dungshohe). 
Y  =  Scheitelordinate  in  m 
x0  =  Scheitelabscisse  in  m 
a  —  Abgangswinkel 
a  =  spitzer  Auffallwinkel 

U  =  Endgeschwindigkeit  (m/sec)  im  Auffallpunkt 
T  =  ganze  Flugzeit  in  sec. 

Das  Rechnungsverfahren  ist  aus  der  Tabelle  XXI  ohne  weiteres 
ersichtlich.  Ist  z.  B.  gegeben  v0,  a  und  X,  so  kennt  man  fy  folglich 
auch  die  (in  derselben  Horizontalzeile  stehenden)  Werthe  von  fx  ft  •  •  • 
bis  f1.  Also  hat  man  aus  fx  und  a  auch  «';  aus  fty  X  und  a  auch 
T  u.  s.  f. 
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Beispiel  (22  cm  Mörser,  Langgranate  C.  69). 

212  =  0,2093  m;  P  =  80  kg;  v0  =  98  m/sec. 

Mit   a  =  37°  7'-^   wurde  die  Schussweite   925  m  erhalten;    gesucht 
Flugzeit,  Auffaüwinkel,  Endgeschwindigkeit,  Flughöhe,  Scheitel. 
Man  hat 

.        i>0*- sin 2a  98*  •  sin  (74°  15')        «  n-nw*     ji  i        aaro   /     m 

f  =  "TI 9,808-926       -  1»01965  *»  Z  =  °>058  £•  Tf 

also  e  e' 

log/;  =0,0084;  log/i=0,65692-l;  log  £  —  0,0126;  log£= 0,70104—1 
log  /ß  =  0,4023  —  1;    fB  =  269;    £  =  273 


T  =  £  •  l/925-tg(37°7',5)  =  12,01  sec 
tg  «'=  £  •  tg  «;  log  tg a'=  0,0084  +  0,87908  —  1 ,      «'=  37° 40'; 

U  =  /'Z!-?    lo*  ^  —  lo&  98  +  lo* °°B (37°  VO  -  0,0126 

f*'C0*"  —log  cos  (37°  40') 

CT  =  95,92  m 

x0  =  X  •  fA  =  925  ■  £  =  464,7 

F  =  X  ■  tg«  •  f5  =  925  •  tg(37°  7/5)  •  fh  =  176,8 

also 

Flugzeit  T  =  12  sec 

Auffallwinkel  «'=  37°  40' 

Endgeschwindigkeit  CT  =  95,9  m/sec 

horiz.  Entfernung  d.  Scheitels  x0  =  464,7  m 

Scheitelhöhe  Y  =  1 7  6,8  m. 

Anmerkung. 

Aendert  sich  C"  um  ^(7  (indem  Kaliber  oder  Geschossgewicht 
anders  gewählt  sind  oder  die  Luftdichte  wechselt)  oder  a  um  da  oder 
v0  um  jdv07  so  ändert  sich  die  Schussweite  X  um  resp.: 

JX  _tga'—tga     AG'  _  ft  —  1     AG' 

x  —     tg«'        c  ~    fx     '  c 

AX 2  •  tg«       Act 2       Act 

X    ~     tg«'     '  tg2«  —  £"  tg2« 

AX         2  •  tg«     Av0         2     Av0 


tg«'     .    i>0         /l       t>, 


o 


Anhang;    Hegeln  für  das  Zahlenreohnen. 

Zahlenangaben,  welche  direct  auf  Messungen  beruhen,  wie  z.  B. 
die  Flughöhen,  direct  an  der  Scheibe  gemessen,  oder  welche  indirect 
aus  anderen  Messungen  berechnet  sind,  wie  z.  B.  die  Geschoss- 
geschwindigkeit, berechnet  aus  der  gemessenen  Flugzeit  t  mit  Hilfe 

Crtni,  Ballistik.  25 
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des  Fallgesetzes  h  -  ß-f,  sind  immer  unvollständig,  mit  Fehlern  be- 

haftet;  sie  haben  nur  einen  bestimmten  Grad  der  Genauigkeit. 

Bei  irgend  einer  solchen  Angabe  ist  vorausgesetzt,  dass  der  Fehler 
weniger  beträgt,  als  die  Einheit  der  letzten  angegebenen  Stelle.  Z.  B. 
die  Angabe  631  für  eine  Geschwindigkeit  bedeutet,  dass  diese  zwischen 
630,5  und  631,5  liegt. 

Unter  der  Genauigkeit  einer  Zahlenangabe  versteht  man  das  Ver> 
hältniss  der  Zahl  zu  der  Einheit  der  letzten  angegebenen  und  nicht 
mehr  ganz  fehlerfreien  Stelle  (oder  mitunter  auch  das  Reciproke 
dieses  Verhältnisses). 

Z.  B.  die  Genauigkeit  der  Angabe:  „Schussweite  =  7549  m"  ist 
7549 : 1 ;  die  Genauigkeit  der  Angabe:  „Kornhöhe  am  Gewehr  =  20,1  mm" 
ist  20,1:0,1  =  201,  so  dass  die  Genauigkeit  der  letzteren  Angabe 
kleiner  ist  als  diejenige  betreffs  der  Schussweite.  Ferner  ist  die  Ge- 
nauigkeit der  Mittheilung:     7,6500  =  7,6500  :  0,0001  =  76500. 

Selbstverständlich  darf  man  beim  Addiren  zweier  unvollständiger 

Zahlen 

24,8264 

10,50 
35,33 

das  Resultat  auf  nicht  mehr  Stellen  angeben,  als  die  Genauigkeit  der 
minder  genauen  Zahl  reicht;  also  35,33,  nicht  35,3264;  analog  beim 
Subtrahiren. 

Bei  der  Multiplication  darf  das  Resultat  nicht  mit  grösserer 
Genauigkeit  angegeben  werden,  als  das  Product  des  weniger  genauen 
Factors  mit  der  höchsten  Stelle  des  genauem  Factors  ergibt,  man 
nimmt  also  den  ungenaueren  Factor  zum  Multiplicandus  und  kürzt 
dann  ab, 

z.  B.  4,32  -  23,121  =  432 


4 
129 
864 


864 

32 

6 


998,|  8272  ; 

stellt  also  das  Product  ein  Schlussresultat  vor,  so  nimmt  man  999; 
hat  man  das  Product  für  weitere  Rechnungen  zu  benützen,  so  nimmt 
man  998,8;  höchstens  bei  grösseren  Summirungen  998,83,  da  durch 
die  Addition  die  letzte  Stelle  unsicher  werden  würde. 

(In  Betreff  des  Eürzens  in  dem  Fall,  wo  5  folgt,  ist  es  zweck- 
mässig, in  grösseren  Rechnungen,  besonders  Tabeüensummirungen, 
einem  bestimmten  Princip  zu  folgen;   etwa  dem  Grundsatz:  „nur  auf 
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gerade  Zahlen  aufzurunden";  also  statt  746,5  nimm  746;  dagegen  statt 
743,5  nimm  744;  bei  grosseren  Summirungen  heben  sich  dann  die 
Unterschiede  auf.) 

Die  Regel  für  die  Division  zweier  unvollständiger  Zahlen  folgt 

aus  der  Multiplication,  da  ~r  die  Zahl  ist,  welche  mit  b  multiplicirt 
a  gibt;  also: 

1)  wenn  der  Divisor  genauer  ist  als  der  Dividendus, 

so  kürze  den  Divisor  so  weit,  als  es  zur  Subtraction  des  Products 
nothwendig  ist;  weiterhin  wird  der  Rest  nicht  mit  Nullen  verlängert, 
sondern  es  wird  immer  wieder  der  Divisor  gekürzt  (jedoch  ist  bei 
der  Multiplication  der  Einfluss  der  zuletzt  gestrichenen  Stelle  zu  be- 
rücksichtigen). 

2)  ist  dagegen  der  Divisor  ungenauer  als  der  Dividendus, 

so  wird  der  Dividendus  so  weit  gekürzt,  als  es  zur  Subtraction  des 
Products  nothwendig  ist. 

Bei  Anwendung  von  Logarithmentafeln  ergibt  sich  die  anzugebende 
Stellenzahl  von  selbst,  indem  man  sofort  sieht,  ob  man  mit  5-  oder 
4-  etc.  stelligen  Logarithmen  rechnet. 

Beispiele  (aus  der  neueren  ballistischen  Literatur  entnommen). 

l)   Hat    es  Berechtigung,    eine   Geschwindigkeit   des  modernen 

Infanteriegeschosses  auf  8  Decimalen   nach  dem  Komma  genau 

1 
oder  eine  Flugzeit  auf  yrr^ — jr-  Secunde  genau  anzugeben? 

z.  B.  Geschwindigkeit  =  „452,08453572  m?" 
oder  Flugzeit  =  „0,117647062  sec?" 

Die  Messung  sei    mit  Hilfe  eines  le  Boulenge- Apparats  erfolgt;   der 

Markenabstand  auf  dem  fallenden  Stab  werde  mit  Nonius  bis  auf  yz  mm 

genau,  nämlich  zu  60,0  mm  abgelesen;  Abstand  der  Mündung  und  der 
Scheibe  sei  50,00  m;  g  =  9,808;  so  ist 

die  Fallzeit   t=j/^£?;     kg*  — 0.0438  — 1; 

v  =  — '—  =  452,1     (letzte  Stelle  unsicher). 

Auch  folgendes  Verfahren  lasst  über  die  Genauigkeit  entscheiden:  die 
Fallhöhe  ist    h  =  |-  -  **;     v  =  ^22,   ais0 

V*  •  h  ]/(2Ä)8  ' 

Hier  ist  Ah  <  0,0001  m;    h  =  0,0600  m. 

25* 
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Auf  diese  Weise  lässt  sich  der  Fehler  Av  berechnen,  der  durch  einen 
Fehler  Ah  bei  der  Messung  von  h  erzeugt  wird. 

2.  Beispiel. 

Ist  es  berechtigt,  bei  Infanteriegeschossen  einen  Abgangswinkel 
bis  auf  Tausendel  Secunden  oder  mehr  genau  anzugeben? 

z.  B.     „0°  10'  51",9932?" 

Der  Abgangswinkel  wird  erhalten,  indem  man  den  Visirwinkel  aus  den 
Massen  am  Gewehr  ermittelt,  den  Correctionswinkel  und  Vibrationswinkel 
algebraisch  addirt. 

Ein  Visirwinkel  q>  sei  bestimmt,  indem  möglichst  genau,  mit  besonders 
dazu  dienenden  Ealibermassst&ben,  die  Visirlinie  =  612,0  mm,  die  Koni- 
höhe über  der  Seelenachse  =21,5  mm,  die  Visirhöhe  =  29,3  mm  ge- 
messen wurde;  dann  ist 

29,3-21,5  7,8  AA1_ 

Sm*  =        612,0        -  Sit?  -  °>°12' 
q,  =  0°  43'  50"  (bis  auf  ca.  20  oder  25  See.  genau). 

Man  sieht  daraus,  dass  es  keinen  Sinn  hat,  in  den  Endresultaten  ballisti- 
sche Winkel  auf  Secunden  genau  anzugeben;  sondern  man  wird  sich  be- 
gnügen, je  nachdem  höchstens  noch  auf  10  Bogensecunden  genau  die  Mit- 
theilungen eines  Winkels  zu  machen. 
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Ueberblicken  wir  möglichst  unbefangen  die  im  3.,  4  und  5.  Ab- 
schnitt dargelegten  Resultate  sowie  Abschnitt  13,  so  nehmen  wir 
Folgendes  wahr: 

Erstens  die  Versuche,  ein  mathematisches  Gesetz  für  den  Luft- 
widerstand in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Geschossgeschwindigkeit 
aufzustellen,  haben  noch  immer  zu  keinem  unbestrittenen  und  durch- 
aus befriedigenden  Ergebniss  geführt. 

Kein  einziges,  ausgenommen  vielleicht  das  erste,  das  Newton'sche, 
kann  den  Anspruch  darauf  erheben,  ein  Naturgesetz  im  Sinne  z.  B. 
des  SnelTschen  Brechungsgesetzes  oder  des  Newton'schen  Gravitations- 
gesetzes zu  sein.  Wenn  wir  unter  einem  Naturgesetz  im  Wesent- 
lichen eine  die  Beobachtungsthatsachen  des  betreffenden  Gebiets  zu- 
sammenfassende Formel  verstehen,  welche  die  in  graphischer  oder  in 
Tabellenform  zusammengestellten  empirischen  Resultate  unter  einen 
Hut  bringt,  so  kann  z.  B.  von  einem  Gesetz,  wie  dem  folgenden,  nicht 
mit  Recht  gesagt  werden,  dass  es  ein  Naturgesetz  sei: 

Luftwiderstand  TT  (kg) 


=  0,7130    • 

B*n 

1,206 

für 

v  =  1000  m 

bis 

»  =  800 

=  0,2616    • 

77 

77        v 

w 

800 

77 

550 

=  0,0394   • 

7» 

•     ,       v* 

77 

550 

77 

419 

=  0,09404  • 

77 

'     „         ** 

77 

419 

77 

375 

=  0,06709  • 

77 

•f?6 

77 

375 

77 

295 

=  0,05834  • 

77 

.  t;8 

77 

295 

77 

240 

=  0,0140    • 

77 

•t?2 

77 

240 

77 

etc. 

Von  einer  solchen  Gruppe  von  Gesetzen  kann  höchstens  aus- 
gesagt werden,  dass  sie  in  der  Mitte  liege  zwischen  der  ursprüng- 
lichen tabellarischen  Zusammenstellung  der  empirischen  Beobach- 
tungsthatsachen und  einem  Naturgesetz. 
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Auch  das  jüngste  der  aufgestellten  Gesetze,  dasjenige,  welches 
Chapel  der  Pariser  Academie  vorgelegt  hat,  W=a(v  —  b),  (a  und  b 
Constanten),  kann  unmöglich  die  Stelle  eines  wirklichen  Naturgesetzes 
im  Sinne  der  Physik  spielen.  Denn  speciell  für  v  =  0  wäre  der 
Widerstand  nicht  Null,  sondern  eine  von  Null  verschiedene  negative 
Grosse;  d.  h.,  auch  wenn  das  Geschoss  wieder  auf  dem  Boden  ange- 
langt und  seine  Geschwindigkeit  erschöpft  ist,  oder  wenn  es  an  einer 
Mauer  anprallt,  würde  darnach  auf  dasselbe  noch  immer  eine  Kraft  in 
der  Richtung  der  Bewegung  ausgeübt,  was  hier  keinen  Sinn  hat. 

Allerdings  ist  ein  ähnliches  Resultat  aus  dem  Gesetz  für  den 
Widerstand  fester  und  halbfester  Mittel  gegen  das  eindringende  Ge- 
schoss abzuleiten;  für  diesen  Widerstand  nahm  Euler  eine  Constante, 
W=a,  Poncelet  ein  Binom  W=a-)-b'V*  an;  indess  lässt  sich 
dieses  Resultat  im  vorliegenden  Fall  physikalisch  rechtfertigen;  man 
denke  sich  einen  feststehenden  Block  von  Kautschuk  mit  einer  ver- 
ticalen  Fläche  und  eine  Kugel  etwa  bis  zur  Hälfte  in  diesen  Block 
horizontal  eingedrückt  und  dann  ruhig  gehalten,  so  wird,  obgleich 
v  =  0  ist,  auf  die  Kugel  eine  Kraft  ausgeübt;  lassen  wir  die  Kugel 
frei,  so  springt  sie  zurück;  bei  horizontaler  Fläche  und  verticalem 
Eindrücken  könnten  vor  diesen  Druck  den  Auftrieb  des  Kautschuks 
nennen.  Analog  verhält  es  sich  auch  bei  Flüssigkeiten,  folglich  auch 
bei  der  Luft.  In  der  That  erfährt  ja  das  Geschoss  in  der  Luft  einen 
Auftrieb;  allein  dieser  Druck  ist  hier  nicht  gemeint,  sondern  ein  Druck 
wesentlich  in  horizontaler  Richtung,  der  mit  v  =  0  nicht  vorhanden 
sein  kann,  da  die  Luft  allseitig  das  Geschoss  gleichmässig  umgibt; 
dies  ist  beim  Eindringen  des  Geschosses  in  Mauerwerk,  Eisenplatten  etc., 
wo  Cohäsionskräfte  —  allerdings  auch  bedeutende  Reibungskräfte  — 
zu  überwinden  sind,  nicht  der  Fall. 

Es  ist  auch  nicht  die  Absicht  von  Vallier  und  Chapel,  dieses 
Gesetz  a(v  —  b)  als  Naturgesetz  gelten  zu  lassen,  sondern  sie  wollen 
es  ebenfalls  nur  in  einem  beschränkten  Bereich  angewendet  wissen. 
Jedoch  der  Nutzen,  der  aus  der  Einführung  dieses  „Gesetzes"  ent- 
springt, dürfte  nicht  allzuhoch  anzuschlagen  sein,  da  die  Integrale, 
welche  sich  bei  der  Lösung  des  ballistischen  Problems  zur  Integration 
darbieten,  damit  so  wenig  in  aller  Strenge  insgesammt  ausgeführt 
werden  können,  wie  mit  den  andern  Gesetzen;  sondern  Chapel  ist 
genöthigt,  eine  Hyperbel  als  ballistische  Curve  zu  substituiren. 

Am  meisten  noch  erinnert  das  quadratische  Gesetz  von  Newton 
an  ein  Naturgesetz  im  Wortsinn  der  Physik,  zumal  es  aus  physikali- 
schen Erwägungen  ableitbar  ist.  Für  Geschwindigkeiten  bis  in  die 
Nähe  der  Schallgeschwindigkeit  ist  dieses  Gesetz  a  •  v*  auch  unbestritten, 
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und  es  hat  für  den  Bombenwurf  und  den  indirecten  Wurf  mit  kleinen 
Geschwindigkeiten  durch  die  Bemühung  von  Männern  wie  Euler,  Otto, 
San  Roberto,  andererseits  Didion,  Siacci,  Braccialini  eine  analytische 
Verwendung  gefunden,  welche  nunmehr  ermöglicht,  ballistische  Auf- 
gaben der  erwähnten  Art  mit  leichtester  Mühe  zu  lösen. 

Wenn  jedoch  die  Geschossgeschwindigkeit  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalls  in  freier  Luft  übersteigt,  treten  bekannt- 
lich eigentümliche,  fast  plötzliche  Aenderungen  in  der  Abhängigkeit 
des  Widerstandes  von  der  Geschwindigkeit  auf;  es  machen  sich  ander- 
weitige Einflüsse  geltend,  welche  sich  der  völlig  befriedigenden  ana- 
lytischen Lösung  des  Problems  sehr  wirksam  entgegenstellen. 

In  der  That,  man  braucht  sich  nur  die  physikalischen  Erschei- 
nungen des  Näheren  vorzustellen,  welche  das  die  Luft  durchfliegende 
Geschoss  begleiten,  um  einzusehen,  dass  die  Aufgabe,  alle  diese 
Erscheinungen  analytisch  wiederzugeben,  eine  überaus  com- 
plicirte  ist,  die  nicht  vollständig  wird  gelöst  werden  können,  oder 
aber,  falls  sie  doch  gelöst  werden  sollte,  auf  eine  Function  führt, 
für  welche  die  verschiedenen  Integrale  in  dem  ballistischen 
Problem  höchstens  durch  unendliche  Reihen  ausgewerthet 
werden  könnten: 

Man  erinnere  sich  an  die  Mach'schen  Photographieen,  welche 
zeigen,  wie  eine  Reihe  von  Verdichtungswellen  und  Verdün- 
nungswellen der  Luft  das  Geschoss  begleiten,  jedenfalls  vorn 
eine  Verdichtungs-  und  hinten  eine  Verdünnungswelle;  am  hinteren 
Ende  ferner  treten  Wirbelbewegungen  auf;  ausserdem  wird  durch 
die  Rotation  auf  der  einen  Seite  eine  Erhöhung,  auf  der  andern  eine 
Verminderung  des  Luftdrucks  erzeugt;  es  treten  weiter  tangentielle 
Reibungskräfte  auf;  die  konische  Pendelung,  welche  durch  die 
Rotation  erzeugt  wird  und  sich  zeitlich  ändert,  modificirt  endlich  die 
Umstände  des  Luftwiderstands  in  nennenswerther  und  mannigfacher 
Hinsicht,  z.  B.  der  Art,  dass  der  Luftwiderstand  nothwendig  eine  ge- 
mischt periodische  Function  der  Zeit  ist  und  dass  das  Geschoss  als 
Ganzes  sich  abwechselnd  hebt  und  senkt,  bezogen  auf  diejenige  Flug- 
bahn, welche  eine  nicht  rotirende  Kugel  einhalten  würde. 

Die  Hoffnung  auf  die  Auffindung  eines  Luftwiderstandsgesetzes 
im  Sinne  eines  physikalischen  Naturgesetzes  ist  also  so  gut  wie  aus- 
geschlossen. 

2)  Aber  angenommen,  dass  die  obigen  Gruppen  von  Luftwider- 
standsgesetzen wahre  Naturgesetze  darstellen  würden,  so  fügt  die  Ana- 
lysis  ihrerseits  Schwierigkeiten  hinzu,  indem  bekanntlich  die  Differen- 
tialgleichungen des  Problems  für  jene  Gesetze  nicht  lösbar  sind. 
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Man  muss  also  zu  Vernachlässigungen,  zu  Näherungsmethoden 
greifen.  Das  für  den  directen  Wurf  dienende  kunstvolle  System  von 
Näherungsgleichungen,  welches  man  im  Wesentlichen  Dielion  und  Siacci 
verdankt  und  welches  durch  Hojel,  Braccialini  und  Vallier  noch  ver- 
vollkommnet wurde,  gibt  nun  allerdings  eine  erfreuliche  Annäherung 
an  die  Erfahrung.  Für  die  Zwecke  der  Artillerie  muss  diese  Losung 
vorläufig  genügen.  Dagegen  ist  das  Infanteriegewehr  nachgerade 
ein  Apparat  geworden,  dessen  Pracision  an  die  eines  feinen  physika- 
lischen Apparats  erinnert. 

Fragen  wir  also,  ob  die  Uebereinstimmung  zwischen  den  Resul- 
taten der  Rechnung  mit  Hilfe  der  neueren  Losungsmethoden  und 
zwischen  den  Resultaten  der  Beobachtung  an  Infanteriegeschossen  eine 
genügende  ist,  ob  diese  Methoden  überhaupt  noch  einer  Verfeinerung 
und  Verbesserung  bedürfen  oder  nicht?  Es  kann  sich  hierbei  nur  um 
die  Systeme  von  Siacci  (§  14)  und  dasjenige  von  Vallier  (§  15  und 
§  44)  handeln,  da  die  übrigen  Methoden  entweder  das  quadratische 
oder  das  cubische  oder  endlich  das  biquadratische  Gesetz  einseitig  als 
durchweg  giltig  voraussetzen. 

Dass  beide  Methoden  noch  zu  wünschen  übrig  lassen,  folgt  zu- 
nächst daraus,   dass,  wie  wir  früher  sahen,  der  Werth  von   *  —  y 

nicht  nur  von  der  Form  der  Geschossspitze,  sondern  auch  von  der 
Anfangsgeschwindigkeit  v0,  dem  Abgangswinkel,  der  Geschosshöhe  und 
dem  Drall  abhängt.  Wir  wollen  übrigens  jene  Methoden  an  einem 
ganz  beliebig  herausgegriffenem  Beispiel  prüfen  und  die  theoretische 
Losung  dann  als  ausreichend  betrachten,  wenn  der  Fehler  der 
letzteren  Losung  gegenüber  dem  Beobachtungsmittel  kleiner  ist  als 
der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung. 

Zunächst  das  System  von  Vallier. 

Z.  B.  beim  deutschen  Infanteriegewehr  Kaliber  7,9  mm  ist  das 
Geschossgewicht  14,70g,  bei  einem  Beschuss  in  Oberndorf  war  £=0,946; 
v0  =  626,5;  aus  dem  Beschuss  mit  einem  andern  Gewehrsystem,  aber 
gleicher  Form  der  Geschossspitze  wurde  der  VaUier/sche  Coefficient 

der  Spitzenform  X  =  -r  =  1,047  empirisch  bestimmt;  (nach  Vallier 

hätte  man  X  aus  der  Tabelle  §  44  zu  entnehmen;  dies  gäbe  unsicher 
;„  =  ca.  1,0;  wir  wollen  indess  genauer  verfahren  und  die  Methode  mög- 
lichst ausnützen;)  der  Abgangs winkel  war  a  =  2°  5'  30". 

Wie  gross  ist  die  Flugbahnordinate  y  für  die  Entfernung 
x  =  1200  m? 

Es  ist  nach  Vallier 
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,       X  •  cos  «  •  P        1,047  .  cos(2°  6/6)  •  14,7         -  A1  ß0 
C  =        *.*' 0^46716 =  1>°1625 

X  1200  llß1 

a=7'=1^162=1181' 

f&r  Vq  =  626,5  und  a  =  1181  wird  *  =  0,0808,  (doppelte  Interpolation), 

y  =  x  •  tg  a  •    1 r^—  •  &\ 

y  °        L  sin  2  a        J 

-  1200  .  tg(2o  5/5)  .[l  -  &£$£*] 5,5n, 

Die  Beobachtung  ergab  y  =  0,  mit  dem  mittleren  Fehler  m  =  +  1,17  ni; 
also  ist  der  Fehler  der  Theorie  5  mal  grosser  als  m. 

Sehen  wir  noch  zu,  aus  welchen  Elementen  sich  der  mittlere 
Fehler  der  Beobachtung  vor  allem  zusammensetzt. 

Es  wird  wiederholt  unter  demselben  Abgangswinkel  geschossen, 
mit  demselben  Gewehr  und  demselben  Patronensystem.  Weder  sind 
aber  die  Pulverladungen  sämmtlich  vollkommen  gleich,  noch  auch  die 
Geschossgewichte,  noch  endlich  sind  wegen  der  wechselnden  Vibra- 
tionen des  Laufs  und  der  unvermeidlichen  Fehler  die  Abgangswinkel 
vollkommen  identisch.     Wir  berechnen  diese  Variationen« 

Als  mittlere  Abweichung  des  Geschossgewichts  vom  Mittel- 
werth  14,70  g  ergab  die  Wägung  an  einer  grosseren  Anzahl  von  Ge- 
schossen desselben  Systems  M/88  die  Zahl  0,02  g;  rechnen  wir  also 
statt  mit  14,70  g  mit  14,72  g  und  lassen  alles  Uebrige  gleich,  so  wird 

c  '=  1,0176 

1200         i1793 
a~  1,0176  —  iWV 

$  =  0,08053 
y  =  120O.tg(2O5/5).[l-^i^] 5,4m, 

also  Differenz  gegenüber  dem  Resultat  im  ersten  Fall  0,1  m.  (Selbst- 
verständlich hätte  auch  mit  Hilfe  der  Correctionsformeln  gerechnet 
werden  können;  die  Erspamiss  an  Mühe  ist  thatsächlich  gering.) 

Ferner  betrachten  wir  den  Einfluss,  den  allein  eine  Aenderung 
des  Abgangswinkels  a  zur  Folge  hat;  derjenige  mittlere  Fehler  bei 
der  Bestimmung  des  Abgangswinkels,  der  von  der  Variation 
des  Vibrationswinkels  herrührt,  ist  besonders  erheblich;  das  Gewehr 
selbst  denken  wir  uns,  der  wirklichen  Beobachtung  entsprechend, 
eingespannt  oder  wenigstens  auf  den  Sandsack  aufgelegt,  so  dass  der 
dem  Schützen  zur  Last  fallende  Fehler  verschwindend  klein  dagegen 
ist.  Die  mittlere  Abweichung  des  Vibrationswinkels  ergab  sich  zu 
+  0,00026    oder    +  0°0'54";    rechnen   wir  also  mit    a  =  2°  6'  24", 
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statt  mit  «  =  2°  5'  30",  lassen  aber  alle  übrigen  Grössen  wie  beim 
ersten  Fall,  so  wird 

c=  1,0162 
a=  1181 
<D  =  0,0808 

y=1200.tg(2«6'24").[l-^I^] 
=  —  5,19  m; 

ako  Unterschied  gegenüber  dem  Resultat  des  eisten  Falls  0,3  m. 

Endlich  der  wichtigste  Einfluss,  die  Aenderung  in  der  An- 
fangsgeschwindigkeit; die  Beobachtung  ergab  als  mittleren  Fehler 
bei  der  Messung  derselben  +8,3m;  also  v  =  626,5  +  8,3  m/sec; 
rechnen  wir  also  mit  v0=  634,8  m,  während  sonst  wieder  sei  X  =  1,047; 
d  =  0,946;  a  =  2°  57  30"  etc.  wie  im  ersten  Fall,  so  wird  wieder 
c'=  1,016;  a  =  1181;  dagegen  gehört  jetzt  zu  t?0  =  634,8  und 
a  =  1181  der  Werth  <b  =  0,07924,  somit 

^1200-^(20  5'  30").  [l-**£*/™] 
4,55  m, 

also  Differenz  gegenüber  dem  1.  Fall  ca.  0,9  m. 

Man  sieht  hieraus,  dass  in  der  That  der  Einfluss  der  mittleren 
Aenderung  der  Anfangsgeschwindigkeit  bei  weitem  am  grossten  ist 
(0,9  m);  dann  folgt  diejenige  der  Vibration  (0,2  m);  endlich  diejenige 
des  Geschossgewichts  (0,1  m). 

Nimmt  man  nun  an,  es  wirkten  alle  diese  Einflüsse  einmal  so 
zusammen,  dass  sie  die  Flugbahn  in  demselben  Sinn  gegenüber  den 
Annahmen  des  1.  Falls  ändern,  so  macht  dies  im  Ganzen  einen  Fehler 
aus  von  0,9  +  0,3  +  0,1  =  1,3  m. 

Diesem  besonders  ungünstigen  Fehler  gegenüber  war  nun  der 
Fehler  der  Theorie  5,5  m;  darnach  ist  der  Unterschied  zwischen 
Theorie  und  Beobachtungsmittel  ca.  das  4fache  sogar  von 
demjenigen  Fehler,  welchen  die  einzelne  Beobachtung  nach 
der  Rechnung  dann  ergibt,  wenn  sich  jene  3  Haupteinflüsse 
alle  in  demselben  Sinn  auf  die  Gestaltung  der  Flugbahn 
geltend  machen.  Es  ist  also  im  vorliegenden  Fall  die  Theorie  als 
noch  nicht  völlig  befriedigend  zu  erklären. 

Vielleicht  gibt  das  Siacci'sche  Gleichungs-  und  Tabellensystem  ein 
genaueres  Resultat: 

C.  x     f  Äu  —  A  ) 

y  =  z  .  tga  —  —-  r  \D  zrD-  —  «M 
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x 


C'  = 


di  •  ß-ßJQ'-lOOO 

Hier  ist  P  =  0,0147  kg;  i  =  y  =  ^ ;    0  =  1   (TabeUe  XIII),  also 
wird 

r  _   _  0,0147  ■  1,047        _  0  9--81 
°         0,946  •  0,008*  •  1000  —  viÄUM1' 

D,0  =  1325 

A  =  121,7 

J^  =  0,0736 

Dw=  1325  +  ^  =  6046;  w  =  229,2;  damit  Au  =  2114; 

ioAA    i.    /oor/r\  0,26421  -  1200     f  2114  —  122  r\r\rroa\ 

y  -  1200  ■  tg(2°  5, 5)  -  —.-^^  -  L6046  __  1326  -  0,0736] 
=  —  9,4  m, 

also  ist  der  Unterschied  hier  noch  grösser. 

Das  ist  nur  ein  einziges  Beispiel.  In  ähnlicher  Weise  wurden 
Stichproben  verschiedener  Art,  speciell  die  Infanteriewaffen  betreffend, 
angestellt.  Dabei  zeigte  sich,  dass  fast  in  allen  Fällen  die  Hojel'- 
schen  Tabellen  zu  etwas  genaueren  Resultaten  fährten  als  die  Siacci- 
schen;  dass  aber  andrerseits  auch  die  Hojel'schen  Tabellen  Unter- 
schiede zwischen  Theorie  und  Beobachtungsmittel  lieferten,  welche 
zwar  keineswegs  immer,  aber  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  grösser  waren 
als  die  mittleren  Beobachtungsfehler. 

Damit  ist  nachgewiesen,  dass  auch  die  schärfsten  der  bisherigen 
Näherungsmethoden  noch  einer  Verbesserung  bedürfen.  Die  Schuld 
liegt  hierbei  wohl  nur  zum  geringeren  Theil  in  der  analytischen 
Methode,  als  deren  Urheber  Euler,  Didion  und  Siacci  gelten  müssen, 
vielmehr  in  weitaus  grösstem  Mass  an  der  Unmöglichkeit,  die  Resultate 
der  Luftwiderstandsversuche  in  ganz  übereinstimmender  Weise  mathe- 
matisch darzustellen,  wozu  auch  die  Bestimmung  des  wichtigen  Factors  A 
gehört. 

Dies  weist  deutlich  den  Weg  an,  den  man  einzuschlagen  hat,  will 
man  eine  weitere  Verschärfung  der  ballistischen  Lösungssysteme  er- 
zielen: es  ist  noth wendig,  wieder  mehr  die  unmittelbaren  Beobachtungs- 
thatsachen  zum  Worte  kommen  zu  lassen.  Wie  dies  geschehen  könnte, 
soll  sogleich  ausgeführt  werden;  vorher  ist  jedoch  Einiges  andere  vor- 
auszuschicken. 

Das  Vallier'sche  Gleichungssystem  war  der  Hauptsache  nach  das 
folgende: 
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fr    <*'  i» 

(1)  y  =  x  •  tg«  —  2  c0B>g  •  *(a;  v0),  wobei  a  =  -.,  (für  die  Or- 

dinate y  in  der  Entfernung  #); 

(2)  tgra  =  tga  —  r— ^-..«(a;^),  wobei  a  =  7,   (Neigungswin- 

kel a>  der  Tangente  im  Punkt  (xy)) 

(3)  tga  =  2  ccog,  g  •  Ä(a';  t>0),  wobei  0'=^,    (Auffallwinkel  a') 
(4>  <  =  <^TT»o),   (Flugzeit«) 

(5)  -D(w)  =  -D(v0)  H — '}    (^r  d*e  Geschwindigkeit  v  in  einem  be- 

t;  •  cos  a>  beliebigen  Punkt), 

wobei  u  = 

cos  er 

(6)  sin  2a  =  c'-  #(a')  =  X  •  <b'(a')}    (Beziehung  zwischen  Abgangs- 

winkel a  und  Schussweite  X). 

Dabei  hat  man  für  Winkel  a  <  10°  zu  nehmen 

,_  m  P %P 

dagegen  für  grossere  Winkel  cc  ist 

m (3  2T(t>0)  + IT  (*,))•  sec8« 

\<)  m~  3.t0.£:'(t;0).sec»a  +  (1  —  0,0*8-  Y9)-it.  K'(v9)>    reSp' 

_  »-g'(*i)  +  4-  K'(u9) s 

m~  9i1Z'(t?J.(l~0,048yJsec8a)1  +  4»,.S:'(«,)(l— 0,0*8- F^'8eC  * 

xx  =  0;0225  •  X. 

Andrerseits  mögen  die  Ausdrücke  wiederholt  werden,  welche  sich 
bei  directer  Lösung  des  ballistischen  Problems  mittelst  unendlicher 
Reihen  ergaben;  es  ist,  bei  Benützung  des  allgemeinsten  eingliedrigen 
Luftwiderstandsgesetzes:  Verzögerung  =b  vH,  die  Flugbahngleichung, 
welche  (1)  entspricht,  die  folgende: 

/i    \                          x                     9            x*            2  •  6  •  o         a?8 
(1  a)         y  =  x  •  tg  a - r - 

i    f2(n — 1)  >  b  •  g*  •  sina        2(4  —  n)&*  -  fl~|     Neos  af      ,    Xcob«/ 

[.....]  +  etc.; 
speciell   für    das    quadratische    Gesetz   wird,    mit   b  =  ^-  und    mit 

2-flf 
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(ib)  y-«-tg«-    *  ,  •  Ti + 4- (— M  +  A  (-M' 

v      J       *  °  4  •  h  •  cos1  a    L      ■     8  \  c  •  cos «/    '    3  •  4  \  c  •  cos  «/ 

,       *     (     *     Vi 

~  3  •  4  •  6  \  c  •  cos  a/     ' 
sina  a?1  sin«  x* 


2*3-4     c-Ä-cos'a  2    3    6      Äc8cos3a 


c 
"2 


,        cos' er            '    ar             ,  1 

'     2    3-6    8  '  c-  Ä*cos8a     '    J ' 

mit  y  =  0  ergibt  sich  hieraus  die  Beziehung  zwischen  a  und  X, 
welche  der  obigen  Gleichung  (6)  entspricht;  ferner  durch  Ableitung 
von  (lb)  nach  x  folgt 

(2a)     tga>  =  tg«-2  fcgcoglc[l  +  l.(— ^)  +  §i^(-^-)8+... 

c  •  sin  a     /      x      \2       c  •  sin  a     /      a:      \s         ,~| 

12  •  Ä       \c  •  cos  «/  8  •  Ä        \c  •  cos  a/     "  "    •   'J } 

also  eine  Gleichung,  welche  zu  (2)  analog  ist;  endlich  der  obigen 
Gleichung  (4)  ist  die  folgende  analog: 

(4a)       t £—.[1  +  1.  ( 5 )  +  — -( - Y 

v      '  c0cos«     L      ■    2    \2cco8a/    '    28     \2ccosa/ 

.       1        (       x       y 
'2-8.4     \2-c-cosa/      • 

•  sin a  /        x        \a  6  c   sina     /        x        \*  , 

1-3-Ä  \2  •  c  •  cos  a/  2-3-4  Ä  \2  •  c  •  cos  a/  ~f~  '  '  '  ' 

.  1  /C-  CQ8tt\*  /         a;         \s_,i_  1 

■     2    34  '  \      h      /  '  \2ccosa/     ■  J  * 

Betrachtet  man   diese  Formeln  (1),  (la),  (lb),   ferner  (2)  und  (2  a), 

(4)  und  (4a)  näher,  so  sieht  man  Folgendes:   Infolge  der  Einführung 

der  secundären  Functionen  in  das  Siacci'sche  System  ist  dieses  in  ein 

anderes  umgewandelt  worden,   worin  statt  v  bezw.  statt  der  Pseudo- 

geschwindigkeit  u  jetzt  x  die  unabhängige  Variable  ist;  denn  es  ist 

x  , tnP l-P-cos« 

a  —  -,;      c  —  -gr  jgi         , 

folglich 

=      x  B* 

1  •  cos  a  •  P  } 

oder  wenn  wir  der  Kürze  halber  setzen 

X  •  P  s*  .    ,  X 

—  -  =  C      so  ist    a  =  7= 

22*  }  C  •  cos  a 

Also  ist,  wenn  wir  jetzt  die  Vallier'sche  Gleichung  (1)  ins  Auge  fassen, 

x 
die  Function  *  abhängig  von  a  oder  ^ und  von  v0;  d.  h. 

y  =  x  -  tg a  —  a  g  c,    •  *  (^  g  »    :  v0) . 

*  o  2-008'«         VC -cos«'     Q/ 

(Nach  Vallier  müsste  man  sogar  für  die  Zwecke  der  Infanterie,  wo 
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a  <  10°  ißt,  einfach  c  =  -gj ,  also  a  =  ip  =  -^  nehmen,  d  =  1 
vorausgesetzt.) 

Darnach  würde  innerhalb  der  Function  <P  die  Abscisse  x  und 

der  Abgangswinkel  a  nur  in  der  Combination  (~ )  vor- 
kommen. Nun  zeigt  die  Reihenentwicklung  (la)  und  (lb),  welche, 
weil  auf  wenig  Vernachlässigungen  beruhend,  besonders  für  die  Con- 
trole  von  anderen  Losungstheorien  geeignet  ist,  dass  die  Form  der 
Yallier'schen  Lösung  insofern  dem  wahren  Resultat  nahe  kommt,  als 

x,  c  und  a  im  Wesentlichen  in  der  Vereinigung  ( )  erscheinen; 

allein  man  erkennt  aus  (lb)  andererseits,  dass  a  ausserdem  noch 
explicit  im  sinus,  cosinus  und  deren  Potenzen  innerhalb  der  Function 
0  auftreten  müsste.  Man  begeht  also  nothwendiger  Weise  einen 
Fehler,  wenn  man  die  Vallier'sche  Tabelle  #  benützt,  weil  auch  bei 
den  flachen  Flugbahnen  der  Infanterie  der  Factor  m  von  a  abhängt 

Dies  hat  Vallier  wohl  bemerkt,  und  er  sieht  sich  genöthigt,  zur 
Erreichung  grosserer  Genauigkeit  bei  beträchtlichen  Winkeln  a  den 
Werth  m  =  X  oder  auch  den  Werth  m  =  X  •  cos  a  zu  ersetzen  durch 
die  Ausdrücke  (7),  die  aber  keineswegs  einfach  und  handlich  sind. 

Im  Ganzen  leuchtet  durch  die  Vergleichung  der  Losungen  (1) 
und  (lb)  ein,  dass  mit  dieser  Gleichung  (1)  von  Siacci -Vallier  die 
richtige  Form  zur  Bestimmung  von  y  als  Function  von  x  ge- 
funden ist,  und  dass  man  auf  Grund  dieser  Form  weiterzu- 
bauen hat,  um  eine  grossere  Genauigkeit  zu  erzielen. 

Nun  liegen  die  Werthe  von  &  vor  in  Gestalt  einer  Tabelle  (XVIII) 

mit  doppeltem  Eingang,  einerseits  für  a  also  ^ ,  andererseits  für 

v0.  Auf  welche  Weise  ist  diese  Tabelle  entstanden?  Wie  man  sich  von 
§  15  erinnert,  dadurch,  dass  die  besten  und  ausgedehntesten  Versuche 
über  den  Luftwiderstand,  besonders  die  von  Hojel  und  Krupp,  zu  einer 
Tabelle  zusammengestellt,  daraus  sodann  Gruppen  von  Luftwiderstands- 
gesetzen aufgestellt,  mit  Vernachlässigungen  die  Differentialgleichungen 
von  einem  Bereich  der  Geschossgeschwindigkeit  zum  andern  integrirt 
wurden  (Siacci'sche  Form  der  Losung)  und  schliesslich  wieder  mit  Ein- 
führung der  secundären  Functionen  O  etc.  die  Form  der  Gleichung 
vereinfacht  wurde  (Gleichung  (1)  des  Vallier'schen  Systems). 

Man  geht  also  von  einer  empirischen  Tabelle  aus  und  kehrt 
zu  einer  weniger  exacten,  weil  auf  Vernachlässigungen  beruhenden, 
theoretisch  gewonnenen  Tabelle  zurück. 

Angesichts   dieser  Thatsachen    mochte   der   Verfasser   die   Frage 
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stellen,  ob  es  nicht  angezeigt  ist,  zum  Zweck  der  Losung  der  bal- 
listischen Aufgaben  sich  zu  mehr  empirischen  Tabellen 
zurückzuwenden,  nachdem  nunmehr  die  beste  Lösungsform  ge- 
fanden ist. 

Diese  neuen  Tabellen  O,  ß,  S  etc.  denkt  sich  der  Verfasser  im 
engsten  Anschlass  an  die  schon  vorhandenen  werthvollen  Tabellen  XV 
bis  XX  folgendermassen  aufstellbar: 

Man  wählt  ein  bestimmtes  Gewehrsystem,  z.  B.  das  deutsche  Ge- 
wehr M/88,  aus  und  führt  allein  mit  diesem  eine  grössere  Zahl  von 
möglichst  exacten  Pracisionsschüssen  an  windfreien  Tagen  aus.  Man 
wählt  eine  bestimmte  Schussweite,  z.  B.  2000  m,  stellt  Zwischen- 
scheiben auf,  nimmt  die  Flughöhen  y  an  den  Scheiben  ab  und  ordnet 
die  erhaltenen  Resultate  (die  sich  auf  die  ursprüngliche,  nicht  ge- 
schwenkte Flugbahn  beziehen)  mathematisch  einer  algebraischen  ratio- 
nalen Gleichung  vom  4.  oder  5.  oder  6.  Grad  zu,  also  einer  Gleichung 
von  der  Form 

(8)  y  =  a0  -f  axx  -f  a%x*  +  a^a?  -f  a^  -\ ; 

der  Grad  der  Gleichung  richtet  sich  nach  der  Zahl  der  aufgestellten 
Scheiben«  Hinzuzufügen  ist,  dass  nothwendig  ein  Beschuss  zur  Ermitt- 
lung des  Einflusses  der  Scheiben  selbst  vorangehen  oder  folgen  muss; 
meist  bewirken  die  Scheiben  eine  Hebung  des  Geschosses;  um  diesen 
Einfluss  zu  eliminiren,  wird  man  etwa  zuerst  mit  den  Zwischen- 
scheiben, sodann  ohne  dieselben  und  allein  auf  die  Endscheibe  unter 
ganz  denselben  Umständen  schiessen,  die  Differenzen  abmessen  und 
darnach  an  den  sämmtlichen  Flughöhen  y}  die  von  den  Zwischen- 
scheiben abgenommen  wurden,  die  Correctionen  anbringen. 

Wenn  man  stets  eine  und  dieselbe  Art,  die  Scheiben  aufzustellen, 
beibehält,  so  verursacht  die  Bestimmung  der  Coefficienten  a0,  Oj,  a%  •  •  • 
nur  ganz  geringe  Mühe  (vgl.  pag.  349). 

Durch  Ableitung  von  (8)  nach  x  hat  man 

(9)  tg  cd  =  a^  +  2aix  +  Sc^x*  H ; 

Hier  ist  at  sofort  der  Tangens  des  Abgangswinkels  a  und  für  x  =  X 
(z.  B.  2000  m)  hat  man  den  Auffallwinkel  tga'.  Ebenso  liefert  Glei- 
chung (9)  für  beliebige  andere  Werthe  von  x  die  zugehörigen  Werthe 
von  a>,  also  von  dem  Winkel,  welchen  die  Flugbahntangente  gegen  die 
x-Achse  bildet. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  erhält  man  durch  besonderen 
Beschuss;  und  die  genauesten  Resultate  wird  man  erzielen,  wenn 
man  zugleich  für  jeden  einzelnen  Schuss  die  Flughöhen  y  und 
die  zugehörige  Anfangsgeschwindigkeit  t?0,   die  bekanntlich  auch  bei 
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demselben  Patronensystem  zwischen  ziemlich  weiten  Grenzen  schwankt, 
misst;  —  dann  natürlich  mit  dem  Gossot'schen  Knallunterbrecher,  der 
genaue  Messung  zulässt,  da  die  Flugbahn  in  diesem  Fall  nicht  durch 
Rahmenaufstellung  abgeändert  werden  darf. 

Damit  ist  man  im  Stande,  die  Tabelle  &  neu  aufzustellen; 
man  hat  in  der  Gleichung  (1)  oder  in 

SC  '  c' 

y  =  x  -  tir  a  —  - =—  •  * 

9  °  2.cos1a 

für  irgend  einen  bestimmt  angenommenen  Werth  von  x  aus  (8)  die 
Flughöhe  y\  ferner  aus  (9)  den  Werth  von  a;   weiter  ist 

c'=  —m-^7     -P  =  Geschossgewicht  in  t,     2R  =  Kaliber  in  m; 

der  Coefficient  A  (welcher  jetzt  nicht  mehr  mit  v0,  a,  X  variiren 
soll)  wird  nämlich  =  1  gesetzt,  indem  dann  die  Tabelle  für  die  Form 
des  Infanteriegeschosses  M/88  als  für  die  Normalform  gebildet  wird. 
Es  ist  also  y,  x}  a,  c  bekannt  und  somit  lässt  sich  O  berechnen;  für 
eine  andere  Annahme  x  erhält  man  ein  anderes  O  u.  s.  f. 

Auf  diese  Weise  hat   man   empirische  Werthe  O  je  für  das 

sc  .      

betreffende  va  und  das  betreffende  a  =  —  .     Die  Werthe  von  O  werden 

Q  c 

von  den  entsprechenden  Werthen  O  der  Vallier'schen  Tabelle  nicht 
sehr  verschieden  sein;  dies  wird  man  benützen,  um  die  sämmtlichen 
Werthe  <Z>,  die  man  für  verschiedene  Werthe  a)  von  x,  b)  von  v0, 
c)  von  a  erhalten  hat,  in  einer  neuen  passenden  Tabelle  unterzu- 
bringen. 

An  und  für  sich  müsste  dies  eine  Tabelle  0(x,  v0}  cc)  mit  3fachem 
Eingang  sein;   denn  man  wird  bald  bemerken,  dass  selbst  diejenigen 

Werthe  <Z>,  welche  zu  demselben  —  und  demselben  v0  gehören,  that- 

sächlich  mit  a  sich  etwas  ändern.  Doch  ist  diese  Aenderung  nur 
gering;  man  kann  sich  desshalb  darauf  beschränken,  am  Rand  der 
Tabelle  je  eine  kleine  Correctionstafel  anzubringen,  welche  die  weitere 
Aenderung  der  Werthe  O  mit  a  andeutet.  —  (In  ähnlicher  Weise 
verfahrt  man  bei  manchen  Tabellenanordnungen  der  Technik;  inner- 
halb der  Ballistik  sei  an  die  Didion'sche  Tabelle  für  die  Luftdichte  8 
erinnert;  diese  liefert  d  für  alle  möglichen  Werthe  des  Barometer- 
stands und  der  Temperatur,  aber  für  50%  relative  Feuchtigkeit;  Cor- 
rectionstäfelchen  am  Rand  geben  noch  die  Aenderung  an,  welche  man 
anbringen  muss,  wenn  eine  andere  relative  Feuchtigkeit  als  die  von 
50%  beobachtet  wird.)  —  In  Wirklichkeit  wird  man  finden,  dass  die 
Correctionen  betreffs   dieser   weiteren  Abhängigkeit   der  Werthe    O 
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x 


von  «,  ausser  in  erster  Linie  von  vn  und  von  a  =  ~ keineswegs 

überall  hinzugefügt  werden  müssen.     Natürlich  ordnet   man   die  Ta- 
belle so  an,  dass  die  Werthe  #  nach  gleich  weit  abstehenden  Werthen 

von  t;0  und  —7  fortlaufen. 

v  c 

Zweitens  die  Tabelle  0  erhalt  man  ganz  analog  aus  derselben 
Beobachtungsreihe;  denn  aus  der  Gleichung  (9)  kennt  man  tg©  für 
die  verschiedenen  Werthe  von  x. 

Dieselbe  Gleichung  liefert,  wie  erwähnt,  die  Auffallwinkel  «'; 
wenn  man  die  Beschüsse  für  eine  grössere  Anzahl  von  Totalschuss- 
weiten durchgeführt  hat,  kennt  man  aus  (9)  die  Werthe  a  und  kann 
somit  die  Tabelle  &  (s.  Gleichung  (3))  empirisch  umgestalten. 

Die  Gleichung  (5) 


V   cos  a  I  v  oy         c 


macht  noch  eine  Bemerkung  nöthig.  Man  weiss  aus  der  Art  ihrer 
Entstehung  (vgl.  §  13)  und  erkennt  auch  sofort  aus  ihrer  Form,  dass 
sie  nichts  anderes  repräsentirt,  als  die  Anwendung  des  Satzes  von 
der  lebendigen  Kraft;  die  Integration  wurde  durch  das  von  Siacci 
eingeführte  Näherungsverfahren  möglich  gemacht 

Nun  stellt  aber  andererseits  die  Tabelle  von  Krupp  ebenfalls 
eine  empirische  Anwendung  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  dar, 
bezogen  auf  die  Horizontalprojection  der  Geschossbewegung;  denn 
diese  Tabelle  gibt  von  Meter  zu  Meter  die  Abnahme  der  Geschoss- 
geschwindigkeit an;  statt  also  die  Kruppschen  Beobachtungen  erst  in 
analytische  Form  zu  kleiden,  dann  mit  Vernachlässigung  den  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  anzuwenden  und  eine  Tabelle  D(u)  aufzustellen, 
wird  man  zweckmässig  diesen  Umweg  vermeiden,  und  die  Tabelle  D 
einfach  durch  die  ursprüngliche  Tabelle  von  Krupp  ersetzen; 
man  hat  nur  dieselbe  durch  Multiplication  mit  einem  Formcoefficienten 
für  die  Benützung  in  der  Infanterieballistik  umzuschreiben  (das  Infan- 
teriegeschoss  als  Normalgeschoss  betrachtet),  und  bei  der  Anwendung 
sich  zu  erinnern,  dass  die  Tabelle  von  der  Horizontalprojection  der 
Geschossbewegung  handelt. 

Dieselbe  Krupp'sche  Tabelle  ersetzt  auch  die  Tabelle  T,  da  jene 
ausserdem  die  Flugzeiten  angibt. 

Immerhin  wäre  es  vortheilhaft,  speciell  mit  Infanteriegeschossen 
moderner  Form  grössere  Geschwindigkeits-  und  Flugzeitenversuche 
durchzuführen,  wie  es  Krupp  mit  Artilleriegeschossen  gethan  hat:  der 
Umfang  0  bis  2000  m  Schussweite  genügt  hierbei. 

Grans,  Ballistik.  26 
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Der  Verfasser  würde  nicht  gezögert  haben,  den  im  Vorhergehen- 
den auseinandergesetzten  Vorschlag  zu  einer  Umgestaltung  der  Ta- 
bellen O  O'  0  Sl  im  empirischen  Sinn  selbst  wirklich  durchzuführen, 
wenn  ihm  genügendes  Zahlenmaterial  im  Original  vorgelegen  hatte. 
Zwar  standen  dem  Verfasser  alle  Daten  der  Gewehrfabrik  Mauser  zur 
Verfügung;  allein  diese  Firma  wählt,  wie  schon  früher  bemerkt,  eine 
Art  der  Scheibenaufstellung,  welche  ihr  mehr  dazu  dient,  die  Gestalt 
der  Flugbahn  in  der  Nahe  des  Scheitels  zu  erforschen,  als  dazu,  alle 
Elemente  der  Flugbahn  auf  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gleichmassig  zu 
berechnen;  dazu  müsste  man  die  von  Vallier  mit  Hilfe  der  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie angegebene  Art  der  Scheibenaufstellung  wählen. 
Der  Verfasser  muss  sich  daher  darauf  beschränken,  diesen  Vorschlag 
den  Herren  Ballistikern  zu  unterbreiten  und  Andere  anzuregen,  auf 
diesem  Wege  weiterzugehen.  Für  die  ballistischen  Aufgaben,  welche 
die  Artillerie  betreffen,  mögen  dann  die  neuen  Tabellen  zurückwirken; 
zunächst  aber  gilt  der  Vorschlag  nur  für  Handfeuerwaffen;  denn  mit 
Artilleriegeschossen  sind  Flughöhenbestimmungen  nicht  wohl  im  grossen 
Massstab  durchzufahren.  Mit  seinem  Vorschlag  hofft  der  Verfasser 
auch  nicht  dem  Vorwurf  zu  begegnen,  dass  damit  die  ballistische 
Wissenschaft  um  Jahrzehnte  in  die  empirischen  Anfange  zurückver- 
setzt werden  würde;  denn  wie  der  Vorschlag  sich  direct  an  die  Theo- 
rien von  Siacci  und  Vallier  anlehnt,  ist  genügend  erörtert.  Vor  allem 
aber  handelt  es  sich  darum,  auf  irgend  eine  Weise  eine  möglichst  genaue 
Losung  der  ballistischen  Aufgaben  zu  erzielen.  Wenn  sodann  nach- 
träglich die  neuen,  mehr  empirischen  Tabellen  dazu  dienen  konnten, 
eine  mehr  befriedigende  Luftwiderstandsfunction  zu  finden,  so  könnte 
dies  nur  erfreulich  sein  und  wäre  ein  Analogon  zu  einer  bekannten 
Erscheinung  in  der  Mechanik;  zunächst  ist  jedoch  diese  Auffindung 
nicht  der  Hauptzweck.  Es  wäre  nicht  das  erste  Mal,  dass  die  Wissen- 
schaft nach  vielen  vergeblichen  Versuchen,  ein  befriedigendes  Natur- 
gesetz zu  finden,  zu  der  empirischen  Tabellenmethode  zurückkehrte; 
aus  der  Bauingenieur-,  Maschinen-,  Hydro-Technik  Hessen  sich  manche 
Beispiele  hierfür  anführen;  besonders  bekannt  dürfte  das  Beispiel  der 
Versicherungstechnik  sein:  der  Versicherungstechniker  gibt  sich  nicht 
mehr  damit  ab,  ein  mathematisches  Gesetz  für  die  Absterbeordnung 
aufzustellen,  sondern  er  rechnet  mit  den  empirischen  Sterblichkeits- 
tafeln; und  dass  diese  Selbstbeschränkung  nicht  zum  Nachtheil  der 
Methode  auszuschlagen  hat,  beweist  der  heutige  Stand  des  Versiche- 
rungswesens. 

Um   keine  Missverständnisse  aufkommen   zu  lassen,  möchte   der 
Verfasser  seinen  Vorschlag  wie   folgt  zusammenfassen.     Dieser   geht 
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dahin,  erstens  für  die  Zwecke  der  Artillerie  nach  wie  vor  die  Tabellen 
von  Siacci,  Hojel,  v.  Wuich,  bezw.  von  Otto,  Bashforth,  Chapel  etc. 
zu  verwenden;  zweitens  für  rein  theoretische  Untersuchungen  je  nach 
dem  Geschwindigkeitsbereich  das  betreffende  Luftwiderstandsgesetz,  im 
Zweifelsfall  das  Newton'sche  oder,  wenn  es  der  Charakter  der  betreffen- 
den Differentialgleichung  näher  legt,  das  neue  Chapel-Vallier'sche  Ge- 
setz zu  verwenden;  dagegen  drittens  für  die  Zwecke  der  Infanterie 
durch  Beschüsse  mit  einem  und  demselben  Gewehrsystem  unter  directer 
Anlehnung  an  die  Vallier'schen  Tabellen  neue  empirische  Tabellen  auf- 
zustellen, um  eine  noch  grössere  Genauigkeit  bei  der  Losung  der 
numerischen  ballistischen  Aufgaben  damit  zu  erzielen. 
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15.  Abschnitt. 

Die  wichtigsten  mechanischen  Hilfsmittel  der  theoretischen  Ballistik. 
§  46.  Meteorologische  und  praktisch-geometrische  Hilfsinstromente. 

A. 

Zur  Berechnung  von  ä,  also  zur  Bestimmung  des  Gewichts  von 
1  cbm  Luft  am  Versuchstag  ist  die  Beobachtung  des  Barometers,  Thermo- 
meters und  Hygrometers,  zur  Reduction  auf  Windstille  die  Beobachtung 
der  Windgeschwindigkeit  und  Windrichtung  erforderlich: 

Barometer. 

vgiNoteisi.  1)  Bestes  Normalbarometer:  das  Gefassheberbarometer  System 
Wild-Fuess;  Einstellung  auf  die  Kuppen  durch  Visire.  Preis  260  M. 
Bezugsquelle:  R.  Fuess,  Steglitz  bei  Berlin,  Düntherstrasse  Nr.  8.  VgL 
den  Fuess'schen  Katalog  vom  Jahr  1891,  pag.  2,  Nr.  2. 

Direct  verschickbare  gute  Quecksilber- Barometer  liefert  ausser 
Fuess  auch  das  meteorologische  Institut  von  Mechaniker  Lambrecht 
in  Gottingen. 

2)  Selbstthätig  aufzeichnendes  Barometer:  Barograph  von  Richard 
Frferes;  entweder  zu  beziehen  von  R.  Fuess,  (vgl.  dessen  Katalog  pag.  30, 
Nr.  78),  Preis  115  M.,  oder  direct  von  Richard  Fr&res,  Paris,  impasse 
Fessart  Nr.  8. 

Thermometer. 

1)  Bestes  Normalthermometer:  das  grosse  Normalthermometer  von 
R.  Fuess  aus  Jenaer  Normalglas,  in  V10  Centigrade  getheilt  von  0°  bis 
102°;  Preis  45  M.;  vgl  Katalog  pag.  13,  No.  22. 

Empfehlenswerth  sind  auch  die  Assmann'schen  Aspirationsthermo- 
meter resp.  Psychrometer,  Preis  155  M.,  vgl.  Katalog  von  Fuess  pag.  14, 
Nr.  32. 

Alle  diese  Thermometer  werden  auf  Wunsch  von  der  physikalisch- 
technischen Reichsanstalt  in  Berlin-Charlottenburg  geprüft. 
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2)  Thermograph  von  Richard  Freres;  Preis  bei  Fueas  125  M., 
vgl  dessen  Katalog  pag.  30,  Nr.  79. 

Betreff.  Literatur  über  meteorolog.  Instrumente  vgl.  Note  135.      vgi.NoteiM. 

Hygrometer. 

1)  Bestes  Instrument  das  Psychrometer  von  August,  mit  gutem 
Thermometer  versehen;  Bezugsquelle:  B.  Fuess,  vgl.  dessen  Katalog 
pag.  14,  Nr.  30;  Preis  30  M. 

Empfehlenswerth  ist  bei  grosser  Kälte  das  Haarhygrometer  nach 
Koppe,  Preis  36  M.;  dieselbe  Bezugsquelle,  Katalog  pag.  16,  Nr.  41. 

2)  Hygrometre  enregistreur  von  Richard  Freres;  Modele  ä  faisceau 
de  cheveux;  bei  directem  Bezug  Preis  125  Fr. 

Anemometer. 

1)  Normalanemometer  von  Recknagel;  beschrieben  von  Mack*  (vgl. 
Note  134).  Preis  inclus.  Registrirapparat  495  M.,  Bezugsquelle:  Mecha- 
niker Zschau,  Hamburg,  Seewarte. 

2)  Electrisch  registrirender  Anemograph  nach  A.  Sprung  und 
R.  Fuess.    Preis  660  M. ;  vgL  Katalog  von  Fuess,  pag.  32,  Nr.  84. 

Ein  Instrument  zur  Messung  von  Windrichtung,  Windgeschwin- 
digkeit, sowie  Vertical-  und  Horizontalcomponente  des  Luftwiderstands 
hat  neuerdings  Wellner  construirt  (1.  c). 

B. 

Praktisoh-geometrisohe  Messungen  sind  nothwendig  z.  B.  zur  mög- 
lichst genauen  Ermittlung  des  Abstands  der  Scheiben  von  der  Mün- 
dung, sowie  dazu,  den  Zielpunkt  in  die  Mündungshöhe,  also  die  Visir- 
linie  horizontal  zu  legen.  Zu  beiden  Messungen  sind  meist  auch 
Nivellirungen  erforderlich. 

1)  Längenmessung,  mit  Latten,  Ketten  oder  Stahlband.  Preis 
der  Latten  a  3m  pro  Paar  7 — UM.,  ä  5m  pro  Paar  15  M.;  Preis 
eines  Stahlmessbands  20  m  lang,  mit  End-Ringen  und  Stäben,  25 — 35  M. 

Nach  W.  Jordan  beträgt  der   mittlere  Fehler  m  einer  Messung  vgiNoteiw. 
mit  Latten  und  mit  Kette: 


gemessene  Länge  l 

in  Metern 

mit  Latten 

m  = 

mit  Kette 

m  = 

10 

0,011 

0,034 

50 

0,026 

0,076 

100 

0,036 

0,107 

150 

0}048 

0,131 

200 

0,049 

0,161 

» 

260 

0,055 

0,169 

300 

0,061 

0,186 

und  so  fort,  m  =  x  •  Yl 
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2)  Nivellirinstrument.  Im  Wesentlichen  ein  Fernrohr,  dessen 
Achse  mittelst  Libelle  horizontal  gestellt  werden  kann.  Die  Prüfung, 
die  von  Zeit  zu  Zeit  zu  wiederholen  ist,  bezieht  sich  darauf,  dass  die 
Achse  der  Wasserwaage  parallel  der  Fernrohrachse  und  beide  senkrecht 
zur  verticalen  Drehachse  des  Instruments  sein  müssen;  beim  Pendel- 
Niyellirinstrument  geschieht  die  Horizontalstellung  selbstthätig.  Preis 
des  einfachen  Instruments  60 — 120  M.,  des  vollkommenen  200 — 700  M. 
Dazu  die  Nivellirlatte,  in  cm  getheilt,  Preis  ca.  40  M.;  der  mittlere 
Fehler  eines  gewöhnlichen  Nivellements  ist  ca.  10 — 15  mm  pro  km. 
vgi.Notei87.  Gute  Bezugsquellen  für  B.:  mathem.  Institut  von  Testorp,  Stutt- 
gart; Otto  Fennel  in  Cassel,  Fr.  Wilh.  Breithaupt  u.  Sohn  in  Cassel; 
Ed.  Spranger  in  Berlin,  alte  Jakobstr.  6. 

§  47.  Mechanische  Hilfsmittel  zur  Ausfahrung  von  mathematischen 

Berechnungen. 

A)  Rechenschieber,  Rechenstäbe  etc.  zur  raschen  Ausführung 
kleiner  numerischer  Berechnungen. 

Gute  Bezugsquelle:  Dennert  und  Pape  in  Altona. 

Instrument  aus  Celluloid;  auch  für  besondere  Zwecke  und  mit 
besonderen  Theilungen  eigens  angefertigt;  Genauigkeit  ca.  1 :  900;  Preis 
des  einzelnen  12  M.  —  Empfehlenswerth  auch  die  Firma  Nestler  in 
Lahr  in  Baden;  Preis  des  Instruments  7  M. 

Artilleristischer  Rechenschieber  zum  Gebrauch  für  die  Fussartillerie; 
vgi.Noteis8  v.  Scheve. 

B)  Rechenmaschinen  zur  bequemen  Ausführung  grösserer  Zahlen- 
rechnungen, insbesondere  zu  Tabellenberechnungen. 

1)  Sehr  gutes  Instrument  von  Burkhardt  in  Glashütte,  Königreich 
Sachsen  (Thomas'sche  Rechenmaschine);  Preis  350 — 450  M.  und  darüber. 

2)  Billiger  und  ebenfalls  empfehlenswerth  die  Rechenmaschine 
„Brunsviga",  Bezugsquellen:  Grimme,  Natalis  u.  Cie.  in  Braunschweig; 
Ernst  Schuster,  Berlin  W  Schonebergerufer  5 — 9. 

Preis  bei  10  stelligen  Resultaten    225  M. 
„    13       „  „  300  „ 

«,    18       „  „  450,,. 

vgi.Not«i89.  CO  Integratoren«  Flanimeter  etc.;  für  Berechnung  von  Flächen, 
also  auch  für  Auswerthung  von  bestimmten  Integralen  und  für 
Darstellung  von  empirisch  gewonnenen  Abhängigkeiten,  die  graphisch 
oder  tabellarisch  niedergelegt  sind,  durch  analytische  Functionen. 

1)  Flanimeter  für  gewöhnliche  Zwecke  der  Flächenmessung:  Polar- 
planimeter  nach  Amsler;  Bezugsquelle:  G.  Goradi  in  Zürich,  Unterstrass. 
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Genauigkeit:  bei  einmaliger  Umfahrung  der  Flache  mit  Pol  aussen 
ca.  ^fa  der  zu  messenden  Fläche,  mit  Pol  innen  ca.  t^.   Preis  30—40  M. 

Bemerkenswerth  einfach  das  Planimeter  von  Prytz,  durch  Breit- 
haupt in  Cassel  zu  beziehen.  Verfertiger:  Mechaniker  Knudsen  in 
Kopenhagen;  beschrieben  von  E.  Hammer. 

Für  feinere  Arbeiten:  das  Kugelrollplanimeter  von  Coradi  in 
Zürich;  Preis  150  M.;  Genauigkeit  bei  einfacher  Umfahrung  ca.  -nhn 
bis  TiVif*01  der  Flache. 

Zwischen  dem  gewöhnlichen  und  dem  Kugelrollplanimeter:  das 
verbesserte  Compensationspolarplanimeter  nach  Lang  von  Coradi  in 
Zürich:  Preis  ca.  80  M. 

2)  Integrator  zum  Zweck  der  mechanischen  Ausmessung  von 
Ourvenbögen:  Curvometer  von  G.  Coradi  in  Zürich;  Genauigkeit  auf 
-pjfa-Q  angegeben;  Kartometer  von  Fleischhauer  in  Gotha,  hergestellt 
von  Mechaniker  Testorp  in  Stuttgart. 

3)  Ballistisoher  Integrator  von  J.  Amsler,  Schaffhausen;  Werk- 
statte für  Präcisionsmechanik;  Preis  1500  Fr.  Durch  einmaliges  Um- 
fahren des  halben  Längenprofils  des  Geschosses  ergibt  das  Instrument 
den  Flacheninhalt  des  Profils,  das  Volumen  des  Geschosses,  das 
Trägheitsmoment  desselben  um  die  Längsachse,  sowie  das  statische 
Moment  desselben  in  Beziehung  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur  Längs- 
achse; damit  ist  auch  die  Lage  des  Schwerpunkts  bestimmt.  (Das 
Geschoss  darf  höchstens  50  cm  lang  und  24  cm  breit  sein.) 

4)  Ein  Planimeter  und  Integrator  allgemeinerer  Art  ist  der 
Integraph  von  Abdank-Abakanowitz,  hergestellt  von  Coradi  in  Zürich. vgtNoteuo 

Der  Grundgedanke  dieses  interessanten  Instruments,  das  eine  be- 
deutende Genauigkeit  zulässt,  ist  der  folgende: 

Gegeben  sei  eine  Curve  y  =  f(x)-1  ein  Punkt  desselben  sei  C 
oder  (a?y);  von  A  aus  (Fig.  87) 
werde  die  Längeneinheit  AB  auf 
der  x- Achse  abgetragen  und  CB 
gezogen;  ferner  werde  das  Integral 
von  f(x)  als  Strecke  AD  =  z  auf- 
getragen, so  ist 

AD  =  *  =ff(x)  •  dx  +  const 

£-rt*)-f-tg«5 

Fig.  87. 

d.  h.  die  Tangente  an  die  Curve  z 

im  Punkt  D  ist  parallel  zu  CB.    Es  wird  nun  mit  einem  Fahrstift  C 

die   gegebene   Curve   y  =  f(x)   befahren;   dann  beschreibt  von  selbst 
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ein  anderer  Fahrstift  D  die  Curve   8  =j*f(x)dx]   man  erhalt  damit 

nicht  nur  den  Werth  des  Integrals  ff(x) dx  für  einen  ganz  bestimmten 

Werth  der  oberen  Grenze,  sondern  den  ganzen  Verlauf  des  Inte- 
gralwerths  als  Function  der  oberen  Grenze;   also  man   erhält 

X 

ff  (x)  dx  =  u 
o 

als  Function  von  x7  in  Form  einer  neuen  Curve;  in  jedem  Moment 

gibt  die  Ordinate  z  der  neuen  Curve  den  augenblicklichen  Werth  des 

Flächeninhalts  bezw.  des  bestimmten  Integrals  an. 

Auf  dem  Gebiet  der  Ballistik  dürfte  dieses  Instrument  zur  Tabellen- 
berechnung in  solchen  Fällen  dienen,  wo  ein  Problem  nur  auf  mecha- 
nische Quadratur  gebracht,  nicht  aber  vollständig  in  endlicher  Form 
integrirt  werden  kann. 

5)  Harmonische  Analysatoren;  es  sei  irgend  eine  Abhängigkeit 
in  der  Form  einer  empirisch  gewonnenen  Curve  gegeben.  Man  sucht 
hierfür  eine  analytische  Function,  und  zwar  in  der  Form  einer 
Fourier'schen  Reihe 

y  =  a0  +  &!  cos  x  +  o*  cos  2a?  +  03  cos  3x  +  •  •  • 
-f-  &i  sin  x  -{-b%3in2x  -{-  b9Bui3x  -\-  •  -  ] 


hier  sind 


2* 


ao  =  ^rJY(*)<** 


0 

2* 


at= /  f(x)  •  cos  x  -  dx 


0 

2* 


Oj  —  —  /  f(x)  -  cos  2x  •  dx 
0 


2* 


bx  =  —  •  f  f(x)  •  sin  x  •  dx 


0 

2  7t 


1  /• 

b2  = I  f(x)  •  sin  2a?  •  dx 

0 


etc. 


Instrumente  a)  von  A.  Sommerfeld  und  E.  Wiechert,  hergestellt 
von.  Universitätsmechaniker  Gross  in  Königsberg.  Der  Fehler  ist 
kleiner  als  ^  mm;  aber  man  muss  für  jeden  Coefficienten  die  Um- 
fahrung besonders  ausführen. 
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b)  von  Lord  Kelvin  (William  Thomson);  handlicher  ist  vgLWotei«. 

c)  das  Instrument  von  Henrici  und  Sharp,  ausgeführt  von  Coradi 
in  Zürich.  Man  umfahrt  die  Curve  4  mal  und  hat  damit  10  Glieder 
der  Reihenentwicklung  (nur  das  Absolutglied  a0  muss  mit  einem  ge- 
wöhnlichen Planimeter  bestimmt  werden). 

D)  Instrument  (Bogen  mit  Skala)  zum  Abmessen  der  numerischen 
Werthe  der  elliptischen  Functionen  (auf  welche  die  Verfolgung  des  vgLNotei«. 
ballistischen  Problems  je  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Annahme  über 

den  Luftwiderstand  führt)  von  Prof.  A.  G.  Greenhill;  das  Instrument 
beruht  auf  einer  Eigenschaft  der  sogen,  elastischen  Curve. 

E)  Photogrammetrisoher  Apparat  vonGeheimrath  Prof.  Dr.G.HauckvgLNoteus. 

an  der  technischen  Hochschule  in  Berlin-Charlottenburg.    Der  Apparat  *^WrtW/^*>^ 
gestattet,  irgend  welche  perspectivische  Ansichten  von  Gegenstanden,  M*<4<>r*~t*<<^t 
Linienzügen  etc.   (etwa   durch   photographische  Aufnahme   gewonnen)  c£»*r<?*»> *U <Vf.i> 
mechanisch  umzusetzen  in  Grundriss-  und  Aufriss- Ansicht  und  umge-^«r*V»>**X*5., 
kehrt   Man  befahrt  mit  einem  Fahrstift  die  perspectivische  Darstellungs-  *'}-  f?  x**rh 
figur,  so  zeichnen  zwei  andere  Stifte  den  Grundriss  und  den  Aufriss, 
oder  umgekehrt. 

F)  Apparate  zur  mechanischen  Auflösung  von  numerischen 
Gleichungen. 

Ist  durch  Aufstellung  von  Zwischenscheiben  und  Abnahme  der 
Flughöhen  eine  Beziehung 

y  =  ao  +  aix  +  <hx*  +  «8^  (resP-  V  =  ao  +  aix  +  <h^  +  ß»^8  +  a4**) 

zwischen  Entfernung  x  und  Flughöhe  y  aufgestellt  worden,  so  erhalt 
man  hieraus  leicht  den  Abgangswinkel  und  Auffall winkel;  ausserdem 
u.  A.  die  Schuss weite  X;  nämlich  diese  als  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

0  —  %  +  axX  +  o,X*  +  <h**> 

sowie  die  Scheitelabscisse  x9y  als  Wurzel  der  Gleichung 

0  =  0!+  2(*i%t  +  Sa^x,*. 

Zur  bequemen  mechanischen  Auflösung  solcher  Gleichungen  sowie 
zur  Schusstafelberechnung  nach  pag  334  und  335  können  dienen: 

1)  der  Apparat  von  Prof.  Dr.  C.  Reuschle  an  der  technischenvgLNoteiu. 
Hochschule   iu   Stuttgart   (vom   Jahre  1884);   im  Buchhandel  zu  be- 
ziehen; die  Wurzeln  ergeben  sich  als  Schnittpunkte  zweier  specieller 
Kegelschnitte; 

2)  die  Apparate  von  Prof.  Dr.  Mehmke  ebendaselbst  (von  1886 
und  1889);  bei  dem  einen  Apparat  ist  eine  cu bische  Ellipse  mit  un- 
gleichmässiger  Theilung  benützt,  bei  dem  andern  eine  Glastafel  mit 
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eingeritztem  Coordinatenkreuz,  beweglich  auf  einer  Pergamenttafel, 
welche  eine  Parabel  enthält.  Ausgeführt  von  Mechaniker  Preyss  in 
Stuttgart. 

§  48.  Demonstrationsmittel  zur  Erläuterung  der  oonstanten  Gesofcoss- 

abweiohungen  in  Folge  der  Rotation. 

vgLNotei45.         1)  Wurfmaschine  von  Oberst  Ludwig  1853;  es  kann  damit  der 


Flg.  88. 

Einfluss  der  Excentricität  auf  die  Gestaltung  der  Flugbahn  (Fig.  88) 
gezeigt  werden. 

YgLNoteu6.  2)  Apparat  des  französischen  Artilleriecapitäns  M.  J.  Perrodon 
zur  Nachahmung  der  konischen  Pendelung. 

Auf  einer  krummen  Schienenbahn  von  der  Form  der  Flugbahn 
läset  Perrodon  eine  Art  von  Wagen  laufen,  auf  welchem  sich  ein 
Bohnenberger'sches  Maschinchen  befindet:  es  hängt  das  Langgeschoss 
in  cardanischer  Aufhängung  frei  beweglich  und  wird  rasch  rotirt;  der 
Luftwiderstand  wird  nachgeahmt  durch  den  Druck  einer  Spiralfeder, 
die  in  der  Richtung  der  Wagenachse  (entsprechend  der  Richtung  der 
jeweiligen  Flugbahntangente)  wirkt.  Auf  diese  Weise  wird  konische 
Pendelung  erhalten,  und  Perrodon  sucht  so  eine  Beziehung  für  die 
Geschossstabilität.  , 

TgLNot«H7.  3)  Vorlesungsapparat  von  Prof.  Dr.  Pfaundler  in  Innsbruck; 
dazu  dienend,  die  Stabilität  der  Achse  eines  rotirenden  Geschosses  und 
die  mit  der  Rotation  verbundene  konische  Pendelung  zu  demonstriren. 
Es  ist  ein  Spitzgeschoss  in  einem  horizontalen  Rahmen,  der  leicht 
beweglich  aufgehängt  ist,  in  Rotation  zu  versetzen;  ein  Windflügel 
kann  am  hinteren  Ende  angeschraubt  und  in  jede  beliebige  Lage  ge- 
bracht werden;  damit  lässt  sich  die  konische  Pendelung  zeigen,  welche 
nach  der  einen  oder  andern  Seite  erfolgt,  je  nach  dem  Sinn  der  Rota- 
tion und  der  Stellung  des  Flügels.  Zu  beziehen  von  Universitäts- 
mechaniker Miller  in  Innsbruck. 
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Flg.  89. 


§  49.  Ballistische  Photographie. 

1)  Die  Anordnung  von  E.  Maoh  und  F.  Saloher  snr  photographisohen 

Aufnahme  des  fliegenden  Geschosses 
nnd  die  zugehörige  Theorie  von  E.  Maoh.  vgLNouus. 

Nach  manchen  vergeblichen  Versuchen  Anderer,  das  Geschoss  wäh- 
rend seines  Flugs  durch  die  Luft  zu  photographiren,  ist  dies  1885 
zuerst  E.  Mach  und  Wentzel  gelungen.  Die  Arbeiten  von  Mach  er- 
scheinen wichtig  genug,  um  hier  ausführlich  wiedergegeben  zu  werden; 
zumal  da  Mach  an  seine  Versuche  eine  Theorie  anknüpfte,  welche  auf 
manche  andere  Fragen  ein  helles 
Licht  geworfen  hat  und  auch  schon 
von  praktischer  Bedeutung  ge- 
worden ist. 

Die  Mach'sche  Anordnung  ist 
die  folgende  (Fig.  89). 

Das  Geschoss  Q  fliegt  zwischen 
zwei  Drahten  durch,  die  in  Kugeln 

endigen  (bei  2?);  in  dem  Moment,  wo  sich  dasselbe  zwischen  den  beiden 
Kugeln  der  Unterbrechungsstelle  B  befindet,  wird  die  Entladung  einer 
Leydener  Flasche  F  ausgelöst,  der  Funken  springt  zugleich  noch  bei  der 
Unterbrechungsstelle  A  über;  das  Licht  des  Funkens  A  beleuchtet  in 
dem  verdunkelten  Zimmer  das  Geschoss  G  und  wird  durch  das  Fern- 
rohrobjectiv  L  auf  der  OefiEhung  eines  Photographie-Apparats  P  ge- 
sammelt. Das  Linsensystem  des  letzteren  hat  eine  kurze  Brennweite 
und  ist  auf  die  Unterbrechungsstelle  B  eingestellt;  dadurch  entsteht 
auf  der  Platte  des  Apparats  ein  scharfes  Bild  der  Strecke  B  sammt 
durchfliegendem  Geschoss.  Um  ein  vorzeitiges  Ueberspringen  des  Funkens 
bei  B  zu  verhüten,  sind  die  Kugeln  bei  B  durch  ein  Glasröhrchen  ver- 
bunden, das  sodann  von  dem  Geschoss  durchschlagen  wird.  Der  Lauf 
wird  vorher  möglichst  genau  eingestellt,  damit  genau  die  Stelle  B  ge- 
troffen wird;  Mach  that  dies,  indem  er  durch  den  Lauf  des  Hinter- 
laders nach  B  sah  und  mit  Hilfe  eines  ebenen  Spiegels  die  Seelen- 
achse richtete. 

Zwei  Jahre  später  gelang  es  Mach,  unter  Mithilfe  von  P.  Salcher, 
auch  die  Vorgänge  der  Luftverdichtung  und  Luftverdünnung, 
die  in  der  Nähe  des  die  Luft  durchfliegenden  Geschosses 
stattfinden,  photographisch  zu  fixiren,  wobei  dieselbe  Vorrich- 
tung wie  früher,  in  Vereinigung  mit  der  Schlierenmethode  von 
Foucault-Huyghens-Töpler  verwendet  wurde. 


VgLNot«149. 


Diese  Methode  besteht  kurz  gesagt  in  Folgendem:  Von  der  kleinen 
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Fig.  90. 


Lichtquelle  Q  (Fig.  90)  mögen  Lichtstrahlen  auf  die  Linse  L  fallen; 
die  Strahlen  vereinigen  sich  in  q\  ist  das  Auge  oder  ein  Photographie- 
apparat  so  nahe  an  q   herangebracht,   dass   alle  Strahlen   durch   die 

Pupille  bezw.  den  Eopf  des 
Photographieapparats  gehen,  so 
erhält  man  auf  der  Netzhaut 
bezw.  der  Platte  ein  deutliches 
Bild  der  Linse.  Nun  möge  sich 
an  der  Stelle  a  in  der  Linse 
oder  auch  in  nächster  Nähe  der 
Linse  eine  Schliere,  eine  Stelle 
von  anderem  Brechungsvermögen,  befinden;  die  Strahlen,  welche  durch 
a  gehen,  vereinigen  sich  dann  nicht  gleichfalls  in  q,  sondern  sie  gehen 
oberhalb  oder  unterhalb  von  q  vorbei.  Zunächst  nimmt  man  aber  noch 
keine  Schliere  wahr,  sondern  dies  geschieht  erst,  wenn  man  eine  Blende  8 
so  heranrückt,  dass  dadurch  das  regelmässige  Strahlenbündel  abgehalten 
wird;  dann  gehen  durch  die  Pupille  oder  das  Apparatobjectiv  nur  die 
unregelmässigen  Strahlen  und  man  sieht  ein  helles  Bild  der  Schliere 
auf  dunklem  Grund.  Umgekehrt,  wenn  man  die  unregelmässigen 
Strahlen  abblendet,  so  sieht  man  nur  das  regelmässige  Bild  der  Linse 
hell  und  die  Schliere  tritt  als  schwarzer  Fleck  auf. 

Auf  diese  Weise  hatte  Mach  schon  früher  die  Schallwellen  photo- 
graphirt,  die  von  einem  electrischen  Funken  ausgehen,  und  ebenso 
fixirte  er  nunmehr  die  Verdichtung  der  Luft  vor  dem  Geschoss  und 
die  Verdünnung  hinter  demselben. 

Es  wurde  genau  die  frühere  Anordnung  benützt;  L  ist  jetzt  der 
Eopf  des  Schlierenapparats  (das  Objectiv  eines  photographischen  Appa- 
rats von  10,5  cm  Oeffnung  und  38,2  cm  Brennweite).  Zur  Erzeugung 
des  Beleuchtungsfankens  A  durfte  keine  zu  grosse  Leydener  Flasche 
gewählt  werden,  da  sonst  die  Funkendauer  zu  gross,  also  das  Bild  des 
Geschosses  wegen  dessen  grosser  Geschwindigkeit  unscharf  wurde.  In 
der  nächsten  Nahe  der  Linse  L}  nämlich  in  der  Nähe  des  Geschosses, 
entstehen  nun  Luftschlieren.  Dem  Gesagten  zufolge  erscheinen  diese 
auf  der  Platte  des  Photographieapparats.  Natürlich  erhält  man  auf 
der  Negativplatte  das  Geschoss  hell  auf  dunklem  Grund;  die  Bilder 
mussten  wegen  der  schwachen  Beleuchtung  sehr  klein  aufgenommen 
werden  und  wurden  nachher  auf  das  3  fache  vergrössert. 

Die  Resultate  waren  dabei  die  folgenden:  die  Verdichtung  lässt 
sich  optisch  nur  nachweisen,  wenn  die  Geschossgeschwindig- 
keit die  Schallgeschwindigkeit  von  ca.  340  m/sec.  übersteigt. 
Ist  Letzteres  der  Fall,  so  erscheint  auf  dem  Bild  die  Grenze 
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Fig.  91. 


der  vor  dem  Geechoss  verdichteten  Luft  (Fig. 91)  ähnlich  einem 
das  Geschoss  umschliessenden  Hyperbel-Ast  AA  (im  Baum 
die  entsprechende  Rotationsfläche);  ähnliche  aber  geradlinige 
Grenzstreifen  BB  gehen  von  der  Kante 
des  Geschossbodens  divergirend  und 
symmetrisch  zur  Schusslinie  nach 
rückwärts  ab;  bei  grösserer  Geschoss- 
geschwindigkeit werden  die  Winkel  der 
Grenzstreifen  mit  der  Schusslinie  klei-  (?f  f  f  f 
ner  und  umgekehrt;  hinter  dem  Geschoss 
erscheint  der  Schusscanal  in  eigentüm- 
lichen Wölkchen  C 

Die  vollständige  Erklärung  dieser  Um- 
stände gehört  zu  den  schönsten  Arbeiten 
Mach's: 

Man  denke  sich  für  den  Augenblick  das  Geschoss  durch  einen 
sehr  dünnen  Stab  ba  ersetzt  (Fig.  92),  der  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit v  >  340  m,  (v  >  s),  in  der  Pfeilrichtung  bewege.  Das  vordere 
Ende  des  Stabs  erzeugt  fortwäh- 
rend Verdichtungen  der  Luft;  jede 
solche  Verdichtung  kann  nach  dem 
Huyghens'schen  Princip  als  Aus- 
gangspunkt von  Elementarwellen 
betrachtet  werden;  diese  Verdich- 
tungen breiten  sich  also  nach  allen 
Richtungen  als  Schallwellen  aus; 
in  einem  1.  Moment  sei  das  vordere 
Stabende  in  6;  von  hier  geht  eine 
Schallwelle  aus;  in  einem  2.  darauf 
folgenden    Moment    befindet    sich 

dasselbe  Stabende  in  a;  indessen  hat  sich  die  Schallwelle  bis  m  und  n 
ausgebreitet;  die  Elementarwellen,  die  sich  überhaupt  indessen  aus- 
breiteten, werden  als  Einhüllende  einen  Kegel  bilden,  dessen  Schnitt 
mit  der  Zeichnungsebene  man  ist.  Es  verhält  sich  also  bm  oder  bn 
zu  ba  wie  die  Schallgeschwindigkeit  s  (rund  340  m)  zu  der  Stab-  resp. 

Geschossgeschwindigkeit  v,  und  auch  wie  sin  a;  also  ist  sin  a  =  — 

Dasselbe   gilt   für   die    kegelförmige   Verdünnungs welle    obp    am 
hinteren  Ende  des  Stabs  resp.  Geschosses. 

Nimmt  die  Stab- (Geschoss-)  Geschwindigkeit  v  ab,   so   wird   für 
v  =  s,  sina— 1  (Fig.  93).     Wenn  endlich  die  Geschwindigkeit  t; 
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kleiner  als  die  Schallgeschwindigkeit  $  wird,  so  verliert  die 
Gleichung  sina=—  ihren  Sinn;  in  diesem  Fall  eilen  die  Schall- 
wellen dem  Stab  (Geschoss)  voraus.  Ist  z.  B.  (Fig.  94)  die  Ge- 
schossgeschwindigkeit die  halbe  Schallgeschwindigkeit,  also  ca.  170  m/sec, 
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Fig.  n. 
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und  sind  p,  n,  m,  a  die  aufeinanderfolgenden  Lagen  des  vorderen  Stab- 
endes, so  hat  sich  in  derselben  Zeit,  in  welcher  das  Stabende  von  p 
bis  a  fortschritt,  die  in  p  erzeugte  Schallwelle  auf  einer  Kugelfläche 
vom  Radius  2  pa  ausgedehnt;  die  in  n  erzeugte  Welle  auf  einer 
Kugelfläche  vom  Radius  2    na  u.  s.  f. 

Damit  sind  die  wesentlichsten  Umstände  erklärt  Nun  noch  die 
Form  der  Curve  AA:  Wir  haben  keinen  Stab  von  unendlich  kleinem 
Querschnitt,  sondern  ein  Geschoss  von  endlichem  Querschnitt  Am 
vorderen  Ende  entstehen  bedeutende  Verdichtungen;  direct  vor  dem 
Geschoss  ist  die  Schallgeschwindigkeit  gleich  der  Geschossgeschwindig- 
keit, (man  muss  sich  nämlich  den  Vorgang  so  denken,  dass  an  dieser 

Stelle  die  Luftverdichtung  so  weit  wächst,  bis  die 
Schallwellen  hier  vorn  sich  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit fortpflanzen,  mit  der  sich  auch  das  Geschoss 
fortbewegt).    Folglich  gilt  für  die  Geschoss  spitze 

ß^,   die  Gleichung  sin  a  =  1  =  — ;  die  Curve,  welche  in 

der  Zeichnung  die  vorausgehende  Welle  darstellt, 
muss  also  (Fig.  95)  hier  vorn  senkrecht  zur  Ge- 
schossachse beginnen;  dann  biegt  sie  um  und  wird 
mehr  und  mehr  zu  einer  Geraden,   deren  Neigung 
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durch  sin  a  =  —  gegeben  ist.  Denn  mit  der  Aus- 
breitung der  Wellen  nimmt  sofort  die  Geschwindigkeit  der  Wellen  ab 
und  wird  sehr  bald  die  gewöhnliche  Schallgeschwindigkeit  s  =  ca.  340  m. 
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Nach  dem  Bisherigen  leuchtet  ein,  dass,  je  grosser  die  Geschoss- 
geschwindigkeit ist,  um  so  näher  der  Scheitel  der  Welle  der  Ge- 
schossspitze liegt  und  umgekehrt.    In  der  That  zeigte  dies  der  Versuch. 

Am  hintern  Ende  des  Geschosses  hat  man  die  Grenze  zwischen 
der  Verdichtung  und  der  Verdünnung  und  ist  die  Schallgeschwindig- 

keit  gleich  der  normalen;  dort  gilt  also  die  Gleichung  sin  a  =  —  am 

reinsten.  In  der  That  konnte  Mach  durch  Messung  des  Winkels  a 
mittelst  eines  Goniometers  die  Geschossgeschwindigkeit  v 
mit  sehr  befriedigender  Annäherung  bestimmen. 

Endlich  die  Wolkchen  hinter  dem  Geschoss  erklärt  wohl  Jeder- 
mann  ohne   weiteres    durch  Wirbelringe   der  Luft,   die   sich  hier 
bilden,  ähnlich  wie  bei  einer  sensiblen  Flamme.    So  sind  vollends  alle 
Einzelheiten   der   Photographie   aufgeklärt.    Und   wir   mochten  nicht 
versäumen,  noch  eine  Analogie  zu  erwähnen,   die  Mach  zur  weiteren 
Illustration  beizieht:  Taucht  man  einen  Stab  in  einen  See  ein  wenig 
ein  und  bewegt  ihn  mit  grösserer  Geschwindigkeit,  als  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  Wasserwellen  beträgt,  so  bemerkt  man  ganz 
ähnliche  Streifen  am  vorderen  und  hinteren  Ende  des  Stabs;  ebenso 
bei  einem  Schiff,  das  sich  im  Wasser  vorwärts  bewegt,  und  endlich 
bei  einem  Brückenpfeiler;  denn  die  Er-      #\ 
scheinung  muss  ebenso  auftreten,  wenn 
das  Wasser  sich  bewegt  und  der  Kör- 
per ruht. 

Im  unbegrenzten  homogenen  Luft- 
raum müsste  sich  die  Kopfwelle,  die 
Verdichtungswelle  am  vorderen  Ge- 
schossende, in  der  Art  der  Fig.  96  a 
ausbreiten  und  also  nur  einmal  das 
Ohr  0  treffen;  jedoch  durch  Reflexion 
an  einer  Wolke  und  am  Boden  etc. 
(Fig.  96  b)  gelangen  ausserdem  noch 
TPa,  TP8  etc.  ins  Ohr.  Auf  diese  Weise 
entsteht  ein  unregelmässiges  Rollen 
und  Donnern.  Andernfalls  müsste  man 
nur  den  scharfen  Knall  der  Kopfwelle  hören,  der,  wie  man  nun 
wohl  einsieht,  vom  Geschoss  mitgeführt  wird. 

Doch  hat  man  sich  nicht  zu  denken,  dass  dieselbe  Luftmasse  vom 
Geschoss  mitgeführt  wird,   wie   Meisen s  will,  sondern  eine  Welle vguvoteiso. 
begleitet  das  Geschoss,  so  lange  v  >  s  ist. 

Die  Theorie  Mach's  fand  Bestätigungen  mehrfacher  Art.    So 
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vgi.Notei5i.  beobachtete  Journee  die  Kopfwelle  und  die  Schwanzwelle  mit  einem 
Fernrohr,  hinter  dem  Geschütz  stehend  in  der  Schussrichtung  visirend. 
Dies  wird  dadurch  erklärlich;  dass  die  Geschossgeschwindigkeit  per- 
/C     <UL  •  -  £.  spectivisch  sehr  stark  verkleinert  wird 

^^C^^^^^V^       Uebrigens  glaubt  Mach,  dass  es  sogar 

möglich   wäre,   mit   dem  unbewaff- 

^  neten  Auge  die  Wellen  wahrzunehmen 

&4o6ac6k€x,  —  man   kann  ja   auch   den   Schatten 

Yig'  97'  einer  heissen  Luftsäule  im  Sonnenlicht 

unmittelbar  sehen  — ;  man  würde  zu  diesem  Zweck  am  besten  unter 
45°  gegen  die  Schussrichtung  (Fig.  97)  nach  der  Mündung  sehen  und  das 
Geschoss  verfolgen;  jedoch  wäre  dies  nur  bei  grossen  Kalibern  möglich, 
da  z.  B.  ein  Geschoss  von  2  cm  Kaliber  mit  v  =  500  m/sec  schon  nach 
%  Secunde  dem  Auge  verschwinden  würde,  weil  es  dann  die  schein- 
bare Grosse  von  %  Minute  hat. 

Ferner  zeigten  Versuche  auf  dem  Schiessplatz  bei  Meppen  durch- 
weg auffallend  grosse  Schallgeschwindigkeit  in  der  Schuss- 
richtung; dies  erklärt  sich  eben  durch  die  mit  dem  Geschoss  fort- 
schreitende Kopfwelle. 

Eine  unbewusste  und  desshalb  um  so  glänzendere  Bestätigung  der 
Kopfwellentheorie  Mach's  lieferten  Versuche  „zur  Ermittlung  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Geschützknalls  und  des  Werthes  von 
Schall-Uhren  als  Entfernungsmesser"  1891.    Es   handelte   sich   um 

vgLNotei6*.  die  Prüfung  der  Montaudon'schen  Schalluhr,  welche  zum  Zweck 
der  Distanzmessung  construirt  ist  Bei  diesem  Apparat  ist  als  Knall- 
geschwindigkeit 333%  m  vorausgesetzt.  Das  Resultat  der  Untersuchung 
war,  dass  dieser  Apparat  als  Entfernungsmesser  ganz  ungeeignet  ist. 
Die  Beobachter  fanden  Folgendes:  „Beim  Blindschiessen  und  beim 
Schiessen  mit  Anfangsgeschwindigkeiten  kleiner  als  die  gewöhnliche 
Schallgeschwindigkeit  ergibt  sich  als  mittlere  Knallgeschwindigkeit 
ca.  333  m ;  bei  grösseren  Anfangsgeschwindigkeiten  werden  grössere 
und  grössere  Knallgeschwindigkeiten  gemessen;  der  Abgangswinkel  ist 
dabei  von  Einfluss;  das  Geschoss  beeinflusst  thatsächlich  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des  Knalls.  Bis  die  Geschossgeschwindigkeit  unter 
die  gesetzmässige  Schallgeschwindigkeit  (333)  herabgesunken  ist,  bleibt 
die  Knallgeschwindigkeit  gleich  der  Geschossgeschwindigkeit;  von  da 
ab  eilt  der  Knall  in  gleichbleibender  Geschwindigkeit  dem  Geschoss 
voraus."  Offenbar  ohne  etwas  von  der  Mach'schen  Arbeit  zu  wissen, 
erhielten  also  die  Beobachter  genau  dasselbe  Resultat.  Dieses  Beispiel 
zeigt  andererseits  sehr  deutlich  den  Werth  solcher  theoretischer  Unter- 
suchungen für  die  Praxis  des  Artilleristen;  mit  Kenntniss  der  schon 
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3 — 4  Jahre  zuvor  veröffentlichten  Arbeit  von  Mach  hätten  sich  die 
Beobachter  ihre  (offenbar  sehr  exakt  durchgeführten)  mühsamen 
Versuche  völlig  ersparen  können. 

E.  Mach  wiederholte  seine  Versuche,  in  Gemeinschaft  mit  L.  Mach, 
an  Geschützen  auf  dem  Schiessplatz  bei  Meppen;  Fig.  98  gibt  die 
Versuchsanordnung  an.  Das  Ge- 
schoss  fliegt  durch  eine  Bretter- 
hütte mit  zwei  Lucken;  die  durch 
eine  Influenzmaschine  J  geladene 
Leydener  Flasche  F  wird,  um 
Ladungsverluste  zu  vermeiden,  erst 
dann  in  die  Leitung  eingeschaltet, 
wenn  sie  das  nöthige  Potential 
hat  Mit  Hilfe  des  Potentialregu- 
lators  P   wird    dann    ein   Strom 

(Batterie  Ex  dazu  ausserhalb)  selbstthätig  geschlossen,  dadurch  die 
Flasche  von  der  Influenzmaschine  isolirt  und  in  die  Leitung  einge- 
schaltet, welche  zu  den  Funkenstrecken  A  und  B  führt.  Zugleich 
unterbricht  ein  electromagnetischer  Umschalter  U  von  selbst  den  Strom 
einer  2.  Batterie  -E2;  dieser  Strom  E^  hatte  bisher  mittelst  der  Wir- 
kung von  Electromagneten  die  Lucken  verschlossen 
gehalten;  jetzt  öffnen  sich  durch  Federkraft  die 
Fensterklappen  und  zugleich  ertont,  mit  Hilfe  des- 
selben Stromes  Ei}  auf  dem  Schiessstand  ein  Glocken- 
zeichen; augenblicklich  zieht  ein  Mann  die  Schnur 
ab;  der  Schuss  fällt  und  gleich  darauf  wird  von 
Hand  die  Kammer  wieder  geschlossen.  Das  Ganze 
spielt  sich  in  weniger  als  einer  Secunde  ab.  (Ä  Aus- 
lösestelle; 0  Ofen  zum  Trockenhalten  der  Influenz- 
maschine; von  electrischer  automatischer  Abfeuerung 
des  Geschützes  wurde  aus  Gründen  persönlicher  Sicher- 
heit abgesehen.)  Die  erzeugten  Bilder  s.  in  Fig.  99  a 
und  b,  erklärt  durch  99  c;  die  Bilder  zeigten  im 
Wesentlichen  denselben  Typus;  neu  treten  Wellen 
au£  welche  von  den  Führungsringen  des  Geschosses 
ausgehen;  dabei  zeigte  sich,  dass  in  der  ganzen  Reihe 
der  Wellen  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  ab- 
wechseln. 

Weitere  Versuche  bezogen  sich  auf  quantitative  Bestimmungen; 
die  Dauer  des  photographisch  wirksamen  Beleuchtungsfunkens  ergab 
sich  aus  der  scheinbaren,   im  Bild  erhaltenen  Verlängerung  des  Ge- 
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schosses  (um  1  mm)  zu  0,000002  Secunden;  ferner  fand  Mach,  aus  der 
Ablenkung  des  Lichts,  mit  Hilfe  des  Brechungsgesetzes,  dass  bei  einer 
Geschwindigkeit  von  500  m  der  Luftdruck  an  der  Spitze  des  Geschosses 
ca.  3  Atmosphären  beträgt,  dagegen  an  der  seitlichen  Mantelfläche 
1,7  bis  1,6  Atmosphären. 

520* 

Da  der  Luftwiderstand  auf  1  qcm  0,039  •  t^    oder  rund  1  kg , 

also  auf  die  vordere  Fläche  durchschnittlich  1  Atmosphäre  beträgt,  so 
folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  das  Geschoss  keineswegs  einen 
auf  jeden  qcm  des  Querschnitts  entfallenden  gleichen  Druck  der  Luft 
zu  überwinden  hat;  vielmehr  ist  dieser  seitlich  von  der  Spitze  kleiner. 
Das  Geschoss  verliert  seine  Energie  erstens  durch  Ueberwindung  des 
3  Atmosphären  betragenden  Luftdrucks  an  der  Spitze,  ferner  durch 
Erzeugung  von  Schallwellen,  durch  Bildung  von  Wirbeln  und  durch 
Reibung;  dies  alles  hat  man  zusammenzunehmen  bei  der  Beurtheilung 
der  Resultate  von  Luftwiderstandsversuchen. 

Die  Thatsache,  dass  der  Luftdruck  in  nächster  Nähe  des  Geschosses 
verhältnissmässig  klein  ist  (ca.  2  Atm.),  beweist,  dass  die  Erzählungen 
von  schweren  Verletzungen  und  von  Tödtungen  durch  den 
Luftdruck  grosser  Geschosse  übertrieben  sind.  Auch  die  zerreissende 
vgiNoteiss.Wirkung  der  Geschosse  bei  Verwundungen  lassen  sich  also  mit 
der  Kopfwelle  nicht  erklären;  vielmehr  nur  mit  dem  hydraulischen 
Druck;  schiesst  man  durch  ein  oben  offenes  Wassergefass,  dessen 
Wände  aus  Glasplatten  bestehen,  hindurch,  so  zerspringen  alle  Wände 
nach  allen  Richtungen,  selbst  in  der  Richtung  entgegen  der  Schuss- 
richtung; diese  Sprengwirkung  gleicht,  wie  Mach  constatirt,  ganz  der- 
jenigen eines  in  einer  Flüssigkeit  übergehenden  electrischen  Funkens. 

Dass  die  Vorstellung  von  Melsens,  es  werde  vom  Geschoss  eine 
und  dieselbe  Luftmasse  mitgeführt,  nicht  richtig  ist,  dass  vielmehr 
nur  eine  Schallwelle  dem  Geschoss  vorangeht,  bewies  Mach  weiterhin 
dadurch,  dass  er  durch  einen  Karton  schoss;  es  zeigte  sich  auf  der 
Photographie  eine  deutliche  Reflexion  der  Kopfwelle  an  dem  Karton; 
jedoch  sofort  bildete  sich  hinter  dem  Karton  die  Kopfwelle  von  neuem. 
Auch  die  aus  dem  Lauf  ausgestossene  Luft  kann  die  Kopfwelle  nicht 
sein;  denn  wird  die  Funkenauslösung  unmittelbar  vor  der  Laufmündung 
angebracht,  so  sieht  man  auf  der  photographischen  Platte  deutlich 
einen  aus  dem  Lauf  herauswachsenden  Luftpilz,  der  sich  ausbreitet, 
während  aber  zugleich  die  Kopfwellen-Bildung  schon  beginnt. 

Die  Mach'schen  photographischen  Versuche   wurden   später   von 

anderer  Seite   mit  Erfolg  wiederholt;   und   seine  Theorie  wurde  von 

vgi.N0tei54.dem  franzosischen  Gapitän  Gossot  praktisch   verwendet.    Dieser 
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benutzt  die  mechanische  Wirkung  der  Kopfwelle  zur  Auslösung  des 
Stroms  bei  der  Messung  der  Geschwindigkeit  des  Geschosses 
(davon  s.  in  §  52). 

2)  Im  Jahr  1888  schlug  Marine- Artillerie-Ingenieur  Gustav  Krall  vgi.Notei55. 
vor,  die  Methode  von  Mach  zur  Losung  von  speciellen  Fragen  der 
Ballistik  zu  verwenden,  ferner  gab  er  andere  photographische  Methoden 
an;  um  erstens  die  konische  Pendelung  zu  studiren,  zweitens  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeit des  Geschosses  zu  messen  und  zu  untersuchen, 
ob  in  der  That;  wie  die  Theorie  es  will,  diese  Geschwindigkeit  wäh- 
rend des  Flugs  nahezu  constant  bleibt,  drittens  die  Bewegung  des  Ge- 
schosses während  des  Durchgangs  durch  das  Rohr,  sowie  während  des 
Eindringens  in  das  Ziel  genauer  zu  verfolgen.  Krall's  neue  Vorschläge 
gingen  vor  allem  dahin,  in  dem  Geschoss  selbst  einen  kleinen 
photographischen  Apparat  zu  befestigen,  also  eine  Platte  das 
eine  Mal  senkrecht,  das  andere  Mal  parallel  zu  der  Geschossachse  an- 
zubringen; das  Sonnenlicht,  das  durch  eine  kleine,  an  der  Geschoss- 
spitze oder  an  der  cylindrischen  Wandung  angebrachten  Oeffiiung  ein- 
fallt, sollte  dann  auf  der  Platte  Curven  verzeichnen. 

Krall  selbst  hat  keine  Experimente  angestellt.  Unabhängig  von 
ihm  hat,  wie  schon  erwähnt,  Professor  Dr.  Neesen  die  ersten  Versuche  vgi.Notei66. 
in  dieser  Richtung  1890  und  1891  wirklich  durchgeführt  und  eine 
Versuchsanordnung  gewählt,  die  auf  einem  ähnlichen  Gedanken  beruhte; 
die  technischen  Einzelheiten,  die  man  in  der  Arbeit  selbst  nachlesen 
möge,  weichen  jedoch  in  vieler  Hinsicht  von  denen  ab,  welche  Krall 
vorschlug;  die  Schiessversuche  erfolgten,  mit  Unterstützung  der  Ar- 
tillerie-Prüfungs-Commission,  auf  dem  Schiessplatz  zu  Cunnersdorf.  Der 
erste  Plan  Neesen's  war,  die  Platte  senkrecht  zur  Achse  zu  befestigen, 
eine  Oeffnung  in  der  Spitze  der  Granate  anzubringen  und  gegen  die  Sonne 
zu  schiessen;  die  konische  Pendelung  des  Geschosses  müsste  sich  dann 
durch  Spirallinien  auf  der  Platte  kennzeichnen;  man  hätte  nur  noch 
nothwendig,  die  Linien  mit  Rücksicht  auf  Sonnenhöhe  und  Elevatum 
zu  analysiren.  Da  indessen  die  Lage  des  Schiessplatzes  ein  Schiessen 
gegen  die  Sonne  unmöglich  machte,  so  wurde  die  Oeffiiung  für  den 
Sonnenstrahl  in  die  Seitenwandung  des  Geschosses  verlegt,  also  die 
Platte  parallel  zur  Geschossachse  eingelegt  (oder  vielmehr  3  Platten). 
Immer  wurden  die  Resultate  von  zwei  Schüssen,  die  unter  denselben 
ballistischen  Bedingungen,  aber  bei  zwei  um  ca.  15°  verschiedenen 
Neigungen  gegen  die  Sonnenstrahlen  abgegeben  wurden,  mit  einander 
combinirt;  mit  Stabschatten  und  einer  August'schen  Sonnenuhr  wurden 
je  unmittelbar  vor  dem  Abfeuern  die  in  Betracht  kommenden  Winkel 
gemessen.   Die  Photographien  zeigen  natürlich  eine  Menge  von  (scharfen) 
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Querlinien;  mit  Hilfe  von  Rechnung  und  Ueberlegung  suchte  Neesen 
den  Sinn  dieser  Linienzüge  zu  entwirren;  wie  er  selbst  sagt,  lag  eine 
Hauptschwierigkeit  darin ,  dass  die  zeitliche  Aufeinanderfolge  der  ein- 
zelnen Curven  nicht  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Neesen  gibt  den  Weg 
der  Geschossspitze  in  einer  Zeichnung  an,  so  wie  ihm  die  Entwirrung 
des  Zusammenhangs  der  Querstreifen  dieselbe  lieferte.  Es  ist  zu  er- 
hoffen, dass  diese  Neesen'schen  Versuche  mit  verschiedenen  Geschoss- 
geschwindigkeiten und  anderen  Einfallswinkeln  der  Sonnenstrahlen 
wiederholt  und  variirt  werden;  da  die  Resultate  mit  den  Ergebnissen 
der  Theorie  hinsichtlich  der  Dauer  einer  konischen  Pendelung  wenig 
übereinstimmen,  so  wäre  eine  Wiederholung  der  Versuche  um  so 
wünschenswerther.  Neesen  betrachtet  auch  selbst  seine  Experimente 
nicht  als  abschliessende;  er  hat  neuerdings  Versuche  damit  gemwsh^  die 
Platte  im  Geschoss  so  zu  legen,  dass  sie  an  der  Geschossrotation 
nicht  Theil  nimmt  und  er  halt  diese  Methode  für  die  günstigste.  — 
Welche  Art  der  Anbringung  der  Platte  vorzuziehen  ist,  wird  die 
Erfahrung  zeigen;  jedenfalls  ist  mit  dem  Versuche  von  Neesen  ein 
wichtiger  Anfang,  vielleicht  für  einen  später  wichtigen  und  neuen 
Zweig  der  ballistischen  Photographie,  gemacht 

§  50.  Die  älteren  Hilfsmittel  zur  Messung  der  ßesefcossgesehwindig- 
keiten;  insbesondere  das  ballistische  Pendel  und  die  Momentenwaage, 

sammt  deren  Theorie. 

1)  Bernoulli  hatte  die  Anfangsgeschwindigkeit  eines  Geschosses 
aus  der  Flugzeit,  Lombard  aus  der  Wurfweite  bestimmt  Von  eigent- 
lichen Apparaten  zur  Messung  von  Geschossgeschwindigkeiten  führen 
wir,  vor  Besprechung  des  ballistischen  Pendels,  diejenigen  von  Mathey, 
Grobert  und  Debooz  kurz  an: 

vgLNoui67.  Mathey  lässt  einen  Hohlcylinder  von  Kartonpapier  um  die  verti- 
cale  Achse  rotiren;  wird  erstens  durch  den  ruhenden  Cylinder  geschossen, 
so  kann  man  nach  dem  Schuss  den  Abstand  der  beiden  Schusslöcher 
messen;  rotirt  der  Cylinder,  so  wird  dieser  Abstand  ein  anderer;  aus 
den  Dimensionen  des  Cylinders  und  der  Umdrehungszeit  ergibt  sich 
die  Zeit,  welche  die  Kugel  braucht^  um  von  der  einen  Seite  des  Cylin- 
ders nach  der  andern  zu  gelangen,  und  sodann  aus  dem  gemessenen 
Abstand  der  Löcher  die  Geschwindigkeit;  die  Genauigkeit  der  Bestim- 
mung der  Geschossgeschwindigkeit  war  sehr  gering,  weil  abhangig  von 
der  unsicheren  Messung  der  Umdrehungsgeschwindigkeit 

2)  Auf  einem   ähnlichen   Gedanken    beruhte    die   Maschine   von 
vgLNoui58.Grobert;  welche  bessere  Resultate  lieferte:  auf  einer  4  m  langen  Walze 
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befinden  sich  zwei  Papierscheiben,  beide  durch  Radien  in  360  Grade 
getheilt;  die  Walze  lasst  sich  durch  einen  Schnurlauf  mittelst  Gewichts 
drehen;  man  wartet,  bis  die  Rotation  gleichförmig  geworden  ist,  bis 
also  die  Beschleunigung  durch 
das  fallende  Gewicht  und  die 
Verzögerung  durch  den  Rei- 
bungswiderstand gleich  gewor- 
den sind.  Es  wird  nun  zuerst 
bei  ruhendem  Apparat  hori- 
zontal parallel  einer  Mantel-  wg.ioo. 
linie  der  Welle  durch  die  Scheiben  geschossen;  beiderseits  möge  der 
Radius  für  0°  getroffen  sein;  wird  dann  durch  den  rasch  rotirenden 
Apparat  geschossen,  so  möge  das  Loch  der  zweiten  Scheibe  auf  dem 
Radius  sich  befinden,  der  um  a°  mehr  zeigt;  ist  die  Umlaufszeit  der 
Scheibe  T  sec,  so  ist  die  Flugzeit  für  den  Flug  der  Kugel  von  der 

einen  zur  andern  Scheibe  £?  •  TSecunden;  folglich  die  Geschwindig- 

keit  der  Kugel  t^?  m/sec. 

Der  ursprüngliche  Apparat  von  Grobert,  der  nur  eine  Umdrehung 

in  der  Secunde  machte  und  einen  Fehler  von  —  bis  r^  in  der  Messung 

der  Geschwkt.  zuliess,  wurde  später  in  England  vervollkommnet;  mit 
Anwendung  von  Zahnrädern  erzielte  man  8  Umdrehungen  pro  Secunde, 
der  Abstand  der  Scheiben  betrug  8  m;  immerhin  konnte  noch  ein  Fehler 
von  1  mm  in  der  Messung  der  Löchermitten  bei  einem  Kreisumfang 

von  8  dm  einen  Fehler  von  ^  der  Geschwkt.  erzeugen. 

3)  Einen  anderen  sinnreich  erdachten  Apparat,  der  in  gewissem 
Sinn  als  der  mechanische  Vorläufer  des  electrischen  Apparats  von 
le  Boulenge*  bezw.  von  Wheatstone  bezeichnet  werden  könnte,  verdankt 

man  dem  Artilleriehauptmann  

Debooz,    der    1854    an    der  P  ~~     Q 

Artillerieschule  zu  Rennes  Ver- 
suche damit  anstellte.  »^»wwp 

Man  lässt  (Fig.  101)  eine  ^  101 

Platte  A  fallen  und  misst,  um 

welche  Strecke  dieselbe  niedersteigt,  während  das  Geschoss  eine  be- 
stimmte Strecke  durchfliegt.  Die  Platte  ist  zunächst  von  einem  Faden 
gehalten,  der  über  zwei  Rollen  geht;  das  Ende  des  Fadens  befindet 
sich  vor  der  Mündung  der  Kanone  oder  des  Gewehrs;  sobald  die 
Kugel  die  Mündung  verlassen  hat,  wird  der  Faden  durchschossen  und 
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die  Platte  beginnt  herabzufallen,  die  sich  in  einer  Entfernung  von  50  m 
von  der  Mündung  befindet;  nach  einer  gewissen  Anzahl  t  Secunden 
erreicht  die  Kugel  die  fallende  Platte,  durchschlägt  diese,  sowie  das 
dahinter  stehende  Brett.    Man  kann  so  die  Fallhöhe  h  m  messen;   die 

Flugzeit  zum  Zurücklegen  der  50  m  ist  dann  t  =  1/ —  sec,  and  die 
mittlere  Geschwkt.  der  Engel  auf  diesem  Weg  —  m/sec;  die  wahre  An- 
fangsgeschwindigkeit kann  man  sodann  aus  den  ballistischen  Formeln 
errechnen. 

Die  Genauigkeit  auch  dieses  Apparats  war  gering;  denn  brauchte 
die  Kugel  z.  B.  bei  der  Anfangsgeschwkt.  480  m  zu  jenem  Weg  %  sec, 
so  war  die.  Fallhöhe  0,060  m;  diese  Fallhöhe  aber  konnte  man  höch- 
stens auf  den  halben  cm  genau  messen;  damit  beging  man  einen 
Fehler  in  der  Bestimmung  der  Geschwkt.  von  ca.  ---  -  Zudem  lag  eine 
weitere  beträchtliche  Fehlerquelle  darin,  dass  wegen  der  Fadenelastici- 
tät  die  Platte  nicht  sofort  nach  dem  Durchschiessen  des  Fadens  zu 
fallen  beginnt 

4)  Weit  grössere  Genauigkeit  wurde  erzielt  durch  Verwendung 
eines  Gedankens  von  Cassini  jun.  1707.  Dieser  dachte  dadurch  die 
Geschwkt.  der  Kugel  der  leichteren  Beobachtung  zugänglich  zu  machen, 
dass  er  die  Geschwkt.  der  Kugel  auf  eine  vorher  ruhende  weit 
grössere  Masse  sich  übertragen  Hess  und  dadurch  also  ge 
wissermassen  verlangsamte  (wie  beim  Hebel  oder  umgekehrt  bei 
der  Pendeluhr).  Stösst  nämlich  eine  Masse  von  m  I --  ■-■■■)  kg  mit  einer 
Geschwkt.  v  (=  500  m)  auf  eine  unelastische  Masse  von  ml  (=  10)  kg 
mit  i\  (=  0),  so  geht  die  letztere  Masse  m,  mit  der 
ersteren  m  vereinigt  weiter  mit  der  Geschwkt. 


_  mv+  m,  c, 


ca.  0,5  m/sec. 


Diesen  Gedanken  von  Cassini  nahm  Benjamin 
Robins  1740  auf.  Dieser  bestimmte  die  Geschwkt. 
von  Geschossen  dadurch,  dass  er  in  einen  22  kg  schweren 
eichenen  Klotz  schoss  (Fig.  102,  zugleich  Titelbild),  der 
an  einer  horizontalen  Achse  aufgehängt  war  und  sich 
um  diese  drehen  konnte;  er  mass  die  Höhe,  um  welche 
sich  der  Klotz  hob.  Uebrigens  konnte  ßobins  mit 
seinem  Apparat  nnr  die  Geschwkt.  von  Flintenkugeln  messen. 

Einen  grösseren  und  solideren,  auch  für  die  Aufnahme  von  Kanonen- 
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kugeln  geeigneten  Apparat  construirte  Hutton,  der  1775  bis  1789 
seine  Versuche  anstellte.  Späterhin  wurde  dieses  sogen,  ballistische 
Pendel  mehr  und  mehr  vervollkommnet,  besonders  von  Maguin, 
Didion,  Morin,  Piobert  (1836).  Das  von  der  Metzer  Gommission 
(Didion-Morin-Piobert)  verwendete  Pendel  enthalt  Sandmassen  bis  zu 
6000  kg  oder  auch  Bleimassen,  in  einem  Holzkasten  untergebracht, 
der  mit  Eisenbändern  versehen  und  mittelst  starker  Träger  an 
Schneiden  aufgehängt  war,  so  dass  da«  Pendel  sich  um  eine  horizontale 
Achse  drehen  konnte;  ein  Laufgewicht  liess  sich  auf  und  ab  schieben, 
womit  die  Lage  des  Schwerpunkts  -in  der  Verticalen  regulirt 
werden  konnte;  damit  konnte  nämlich  auch  die  Lage  desjenigen  Punkts 
(Stosspunkts)  regulirt  werden,  in  welchem  die  Masse  getroffen  wer- 
den muss,  wenn  die  Drehachse  selbst  keinen  Stoss  erleiden  soll; 
unterhalb  des  Elasten  war  ein  Gradbogen  mit  Theilung  angebracht; 
jenes  Laufgewicht  konnte  auch  horizontal  der  Art  verschoben  werden, 
dass  der  an  der  Unterseite  des  Pendels  angebrachte  Zeiger  auf  den 
Nullpunkt  der  Gradtheilung  zu  stehen  kam.  Wurde  nun  gegen  die 
Masse  ein  Geschoss  abgefeuert,  so  hob  sich  das  Pendel  und  erfahr 
einen  mehr  oder  weniger  grossen  Ausschlag  a,  den  Robins  durch  ein 
nachgeschlepptes  Band,  Didion  dadurch  mass,  dass  ein  Läufer  von  dem 
Zeiger  vorwärts  geschöben  wurde  und  nachher  durch  Reibung  auf  dem 
Gradbogen  liegen  blieb. 


i 


Theorie  des  ballistischen  Pendels. 

Das  Geschoss  von  der  Masse  m  kommt  mit  der  Geschwkt.  v  m  an 
seine  lebendige  Kraft  wird  dazu  verwendet,  dem  Pendel  eine  Bewegung 
zu  ertheilen,  sowie  auf  Erwärmung  und 
Schallerzeugung.  Nach  dem  Stoss,  der 
in  der  sehr  kleinen  Zeit  T  vollendet 
sei,  möge  die  lineare  Geschwkt.  von  Eugel 
und  Pendel  w,  die  Winkelgeschwkt.  a  itocßw.* 
sein;  die  Geschwindigkeitsänderung  der  »>— *  ^... 
Eugel  ist  dann  v  —  w;  die  Stosskraft  £ftx>u>ocm> 
möge  F,  das  Trägheitsmoment  des  Pen- 
dels um  die  Drehachse  J,  die  Entfer- 
nung von  Achse  und  Stosslinie  q  sein, 
dann  ist 

m~  =  F 


Fig.  102  a. 


2(dm  Tt 


■r)  =  F- 
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wobei  r  der  Abstand  des  Massenelements  dm  von  der  Achse  und 
««f'o;    ^f  (r*  •  dm)  =  J,    also  F-q  =  J-£    ist 

Streng  genommen  wirken  übrigens  5  Kräfte  wahrend  des  Stosses 
auf  das  Pendel:  erstens  die  Stosskraft  F,  zweitens  die  Schwere,  drittens 
und  viertens  die  beiden  Gegendrücke  in  den  Auflageschneiden  und  fünf- 
tens die  Reibung  in  den  letzteren  und  gegen  die  Luft;  allein  die 
Resultante  der  Schwerkräfte  geht,  wenn  wir  annehmen,  dass  während 
der  kurzen  Stossdauer  die  Pendelmasse  noch  wenig  aus  der  Ruhelage, 
wo  der  Schwerpunkt  vertdcal  unter  der  festen  Achse  liegt,  sich  ent- 
fernen konnte,  wenigstens  annähernd  immer  durch  die  Achse,  gibt  also 
das  Moment  Null;  die  Reibung  ist  durch  die  Art  der  Aufhangung  sehr 
klein  gemacht  und  die  Gegendrücke  der  Lager  geben  ebenfalls  die 
Momente  NulL  —  Integrirt  man  bis  zum  Ende  der  Stosszeit,  also  von 
*  =  0  bis  t  =  T,  wobei  für  t=T  die  Winkelgeschwkt  »  =  ©'  ge- 
worden ist,  so  wird 

m(v  —  u)  =J*F'  dt 

1=0 

T 


J .  ©'=  q  j*F  dt, 


daraus  Qm(v  —  u)  —J-  m'  oder,  da  u  =  q  •  ©'  wird, 

J '.  ©'=  mvQ  —  mp*  •  ©', 
also 

Dieser  Ausdruck  ist  noch  weiter  so  umzugestalten,  dass  er  für 
die  Messung  der  zu  bestimmenden  Grossen  geeignet  wird. 

Statt  ©',  also  die  lineare  Geschwkt  eines  in  1  m  Entfernung  von  der 
Achse  gelegenen  Punkts,  zu  messen,  wird  man  vorziehen,  den  Aus- 
schlagswinkel a  experimentell  zu  bestimmen,  um  welchen  das  Pendel 

gedreht  wird,  wahrend  es  die  1.  Halbschwingung 
ausfährt.  Wir  nehmen,  wegen  der  kurzen  Dauer 
des  Stosses,  an,  das  Pendel  verlasse  seine  Ruhe- 
lage mit  der  Winkelgeschwkt  ©';  die  vereinigte 
Masse  von  Pendel  und  Kugel  mit  Gesammtgewicht 
P'  hebe  sich  um  Am  (Fig.  103);  der  Abstand  des 
gemeinsamen  Schwerpunkts  von  der  Achse  sei  L'\ 
iig  ios„  cT  das  Trägheitsmoment  des  Gesammtkörpers;  der 
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Gewinn  P\  h  an  Energie  der  Lage  ist  gleich  dem  Verlust  «T-  —  an 
kinetischer  Energie,  also 


Dabei  ist 


h  =  L'—  L'-  cos «  —  2  •  !/•  sin»4> 


2 

also  i- «T-  »'»  =  2  •  FI'-  sin» -£- . 

Hier  ist 

P'  L'—  PL+p-Q, 

wo  j)  =  Gewicht  der  Engel  and 

«T—  J"  +  »  •  9*] 
also  wird 

i- •  (J"+  »»?*)  •  <o"  —  2(PL  +  j»p)  •  sin»  y, 


(2)  .....Ä-y^s 


Dies  eingesetzt,  hat  man  die  zur  Messung  vortheilhaftere  Gleichung 

2  •  sin  -— 

v —lypL  +  pQ.yj+mQ>. 

Noch  bequemer  wird  es  sein,  wenn  man  die  Gleichung  so  an- 
ordnet, dass  die  ballistische  Momentenwaage  verwendet  werden  kann, 
welche  gestattet,  für  einen  um  eine  Achse  drehbaren  Körper  das 
Moment  des  Gewichts,  also  das  Product  P-L  von  Gewicht  und  Ab- 
stand des  Schwerpunkts  von  der  Achse  zu  ermitteln.  Es  sei  Iq  die 
Länge  desjenigen  mathematischen  Pendels,  welches  dieselbe  Schwin- 
gungsdauer wie  das  gegebene  physikalische  Pendel  besitzen  würde,  so 

ist  (s.  w.  unten)  l0  =  -fTT.*  womit  J  erhalten  wird;   man  hat  somit, 

da  mg=p7  zur  Berechnung  der  Geschossgeschwindigkeit  v: 

(3)  v=-J-jl-Vg(I>L+pQ)-Vl>L.l0  +  p(f*. 

a  »»Ausschlagwinkel  des  ballistischen  Pendels 
P  =  Gewicht  des  Pendels  allein 
p  =  Gewicht  des  Geschosses  allein 
g  =  Fallbeschleunigung 

L  =  Abstand  der  Drehachse  von  dem  Schwerpunkt  des  Pen- 
dels allein 
q  =  Abstand  der  Drehachse  von  dem  StoBspunkt  (s.  w.  u.) 
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i0  =  Lange    des   mit    dem    ballistischen  Pendel    allein   gleich 
schnell  schwingenden  mathematischen  Pendels,  also 


^ 


T* 
l0  =  g  -  —%;  T  =  Schwingnngsdauer  des  Pendels  allein. 

Die  Formel  zeigt,  dass  man  nur  das  Product  PL  zu  ermitteln 
braucht.  Zu  diesem  Zweck  lasst  man  (Fig.  104)  das  Pendel  in  hori- 
zontaler Lage  schweben  und  hat  sodann 
PL  =  W-  fi ;  da  diese  Bestimmung  von 
P  L  wegen  der  allmählichen  Zertrüm- 
merung des  Apparats  immer  wieder  von 
neuem  vorgenommen  werden  musste, 
construirte  Didion  zur  Erleichterung 
der  Messung  die  sogen.  Momentenwaage. 

Fig.  104.  (s.  W.  U.) 


w 


2 


-je 


<2> 


Bestimmung  von  Q. 

(Abstand  des  Stossmittelpunkts  von  der  Achse.) 

Der  Schuss  muss  gegen  einen  Punkt  des  Pendels  gerichtet  sein, 
der  so  liegt,  dass,  wie  oben  erwähnt,  die  Achse  selbst  keinen  Stoss 
erleidet.  Dass  ein  solcher  Punkt  existirt,  erkennt  man  ohne  weiteres, 
wenn  man  sich  denkt,  das  Pendel  werde  das  eine  Mal  sehr  nahe  der 
Achse,  das  andere  Mal  sehr  weit  davon  entfernt  getroffen;  im  ersten 
Fall  wird  auf  das  Achsenlager  ein  Druck  in  der  Schussrichtung,  im 
zweiten  Fall  ein  solcher  in  entgegengesetzter  Richtung  ausgeübt;  also 
muss  es  einen  mittleren  Punkt  geben,  wo  der  Druck  Null  ist  Wo 
liegt  dieser  Punkt? 

Es  sei  allgemein  irgend  ein  Körper  gegeben,  der  um  eine  hori- 
zontale Achse,  in  Fig.  105  durch  0  dargestellt1,  drehbar  ist;   gemäss 

den  Andeutungen  der  Figur  nehmen  wir  3  Coor- 
^♦u,  dinatenachsen  der  x>  y7  z  an;  Oy  horizontal, 
Ox  vertical  abwärts;  Oz  auf  beiden  senkrecht 
und  horizontal,  entlang  der  Achse;  auf  den 
Körper  möge  eine  Stosskraft  mit  den  Compo- 
ponenten  X,  F,  Z  und  dem  Angriffspunkt  (abc) 
wirken.  Wegen  der  sehr  kurzen  Dauer  des 
Stosses  werden  die  Stosskräfte  gemessen  durch 
das  Product  aus  der  gestossenen  Masse  dm 
jedes  Körperelements  und  der  erzeugten  Geschwin- 
digkeitsänderung;  ruht  der  Körper  vorher,   so 

sind  die  Componenten  dieser  Aenderung  ^|,  -j- ,  ^r-   Nach  dem  d'Alem- 


♦X 


Fig.  105. 
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herrschen  Princip  ist  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  X,  Y}  Z  und 
den  Kräften  — ^w^f;  — ^ni~,  — dm~}  wo  übrigens  ~  =  0 

sein  muss,  da  die  Achse  selbst  nicht  in  ihrer  Richtung  verschiebbar 
gedacht  ist;  nach  der  Figur  haben  wir 

x  =  r  •  cosfr;    y  =  r  -  aind", 

woraus,  da  r  sich  zeitlich  nicht  ändert, 

dx  .     ^    d&     dy  -     d&       ,  .,  d& 

Tt  =  -  r  .  sin  &  •  Tt  j  f%  —  r  •  cos  &  .  ^ ;  oder  mit  cd  =  -^ 

Folglich  sind  die  6  Gleichgewichtsbedingungen  anzusetzen  zwischen 
den  Kräften  X,  Y,  Z  und  coydm,  —  toxdm,  0;  und  zwar  für  alle 
Massenelemente  dm  des  Korpers;  dies  gibt 

X  +  o  •  Eydm  =  0 

F —  co  •  IJxdm  —  0 

Z  =0 

6Z  —  c  F+  Suxzdm  =  0 

aiT  —  cX  —  Zozydm  =  0 

al —  2Ja>x*dm  —  6X —  2Jmy%dm  =  0 

Im  vorliegenden  Fall  wirke  die  Stosskraft  auf  das  Pendel  in 
einem  Punkt  ein,  der  in  der  #y-Ebene,  also  in  derjenigen  Vertical- 
ebene  liegt,  welche  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Schneiden  steht  und  diese  Linie  halbirt;  dann  ist  c  =  0;  ferner  ist, 
wenn  (xlf  yl7  0)  den  Schwerpunkt  darstellt,  Eydm  —  M-y1}  Exdm 
=  Mxx  {M  =  Gesammtmasse  des  Pendels),  und  EtooPdm  -f-  2Jcoy2dm 
=  co  •  2Jr*dm  =  a  •  J.  Der  Schwerpunkt  liegt  in  unserem  Fall  in 
der  o; -Achse,  folglich  ist  yt  =  0.    Es  bleibt  also: 

fX  =  0  (2Jxgdm  =  0 

Y=  co  •  Mxt  |  Ujsydm  =  0 

Z=  0  \aY=  G)2Jr*dm  =  g>  •  J. 

Daraus  ergibt  sich  die  Bedingung 

aY=  toJ=  a<oMxx 
oder 

In  dieser  Tiefe  q  unter  der  Drehachse  muss  der  Stoss  erfolgen. 
Im  Ganzen  haben  wir  somit  das  folgende  Resultat: 
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a)  der  Stoss  muss  senkrecht  zur  Ebene  durch  Schwerpunkt  und 
Drehachse  erfolgen; 

b)  die  Drehachse  muss  eine  Hauptträgheitsachse  des  Körpers  sein 
bezüglich  ihres  Durchschnittspunkts  mit  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene, 
welche  die  Stossrichtung  enthält; 

c)  die  Entfernung   der   Stossrichtung  von  der  Drehachse   muss 

gleich       *g    sein,  wo   J=  Trägheitsmoment   des  Körpers   um   diese 

Achse,  P  =  Gewicht,  xx  =  L  =  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der 
Achse,  —  kurz  der  Stossmittelpunkt  muss  von  der  Drehachse 
ebensoweit  entfernt  sein  als  der  Schwingungsmittelpunkt; 
nämlich  um  die  Länge  l0  des  mathematischen  Pendels,  das 
dieselbe  Schwingungsdauer  wie  der  Körper  um  jene  Dreh- 
achse besitzt. 

Diese  letztere   Beziehung   lQ  =  p  '  g  =      '^.,   die   oben  benützt 

wurde,  ist  jetzt  noch  nachzuweisen: 

Wir  benützen  dazu  dieselbe  Fig.  105.  Die  Differentialgleichung 
der  Drehung  des  Korpers  um  die  Achse  ist 

oder  da   Zydm  =  Myu  so  ist  J-  -^  =  P  •  y1. 

Andererseits  ist  für  ein  mathematisches  Pendel  m  von  der  Länge 
l0  die  Bewegungsgleichung 

m  '  ^>*  *  ~£*  ~  m^  "  ^> "  ^  *    °^er    "ST  =  "f" "  8*n  ** 
Sollen  beide  Gleichungen  übereinstimmen,  so  muss  sein 

Pyt g-  sin  fr 

*    ~      k 
oder 

1  J  -  g  •  ein  fr 

nun  ist,  wenn  L  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Achse  ist, 

sinfr  =  ^-, 
somit 

l0  =  p  j ,    wie  oben. 

Bestimmung  des  Fendelmoments;   Momentenwaage. 

Um  das  Moment  der  Schwerkraft  bezüglich  des  Pendels  einfach 
und  genau  zu  erhalten,  benützte  Didion  die  von  ihm  construirte 
Momentenwaage  (s.  Fig.  106),  welche  längere  Zeit  in  Frankreich  für 
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Fig.  106. 


die  Pulverproben  officiell  angewendet  wurde.  Dieses  Instrument  be- 
steht der  Hauptsache  nach  aus  dem  Winkelhebel  BCD,  mit  den 
gleich  langen  Armen  CB=CD—l 
und  der  Drehachse  C;  P,  C  und 
D  stellen  Schneiden  dar;  das  bal- 
listische Pendel,  schematisch  durch 
OA'  dargestellt,  Schwerpunkt  in 
in  (?',  wird  aus  der  Lage  00 A 
in  die  um  o°  verschiedene  Lage 
OG'A'  gebracht;  in  diesem  Fall 
sei  CD  horizontal,  was  durch  eine 
Wasserwaage  auf  CD  controlirt 
wird;  zugleich  ist  dann  BC _L  0A\ 
also  die  Verbindungsstange  A'B 
(vom  Gewicht  q)  senkrecht  zu  OA' 

und  zu  BC)  die  auf  die  Waagschale  bei  D  aufzulegenden  Gewichts- 
stücke, welche  die  Horizontalstellung  von  CD  bewirken,  mögen  p  kg 
betragen. 

Das  Pendel  OG'A'  ist  im  Gleichgewicht^  wenn  die  Momente  des 
Gewichts  P  und  des  Zugs  R  gleich  sind,  also  ist,  falls  jetzt  l  den 
Schwerpunktsabstand  bedeutet, 

P-Z-rin«  — 2Z-  0A'=RL. 

Die  Verbindungsstange  A'B  wird  von  drei  Kräften  angegriffen 
dem  Zug  Ria  A'  in  der  Richtung  BA\  dem  Zug  R'  nahezu  in  der  Rich- 
tung AB  und  dem  Gewicht  q\  (die  Stange  ist  sehr  leicht  gedacht,  so 
dass  der  Zug  22',  welchen  der  Winkelhebel  in  B  auf  die  Stange  A'B 
ausübt,  sehr  nahe  längs  A'B  gerichtet  ist;)  folglich  hat  man,  wenn  eine 
Verschiebung  dieser  Stange  nicht  eintritt,  sondern  Gleichgewicht  besteht 

R  -f-  2  •  sin  <*  =  22'. 
Soll  endlich  für  den  Winkelhebel  BCD  eine  Drehung  um  C  aus- 
geschlossen sein,  so  müssen  die  Drehmomente  der  4  hier  wirkenden 
Kräfte,  nämlich  des  Zugs  22'  in  2?  senkrecht  zu  BC,  der  Schwerkraft 
W  im  Schwerpunkt  Gx  (mit  CGX  =  d),  der  Schwerkraft  p  in  D  und 
des  Lagerdrucks  in  C  sich  aufheben;  letzterer  gibt  das  Moment  Null 
um  C;  also  hat  man 

R'-X=p.X  +  TT-dcos(45°+ y); 

Aus  diesen  3  Gleichungen  lassen  sich  22  und  22'  eliminiren;  man  hat 

P  •  l  -  sin  a 


22'«=  q  sin  a  + 


also 
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q  .  gin  a  .  k  +  *-*-rin«-*  =  px  +  W  d  •  cos(45°+  -J), 
folglich 

P  =  Gewicht  des  ballistischen  Pendels;  l  der  Abstand  seines 
Schwerpunkts  von  der  Drehachse  (oben  in  (3)  mit  L  be- 
zeichnet) 

L  =  OA  =  OA' 

X  =  CB=CD 

*  =  ^AOA' 

p  =  Gewicht  in  D 

W  =  Eigengewicht  des  Hebels  BCD 

q  =  Gewicht  der  Verbindungsstange  A'B 

d  =  Entfernung  der  Schneide  C  vom  Schwerpunkt  des  Hebels 
BCD. 

Bei  Didion  war 

a  =  5°  44'  21",  also  sin  a  =  0,1;  cos  (45°  +  y )  =  0,6708;  X  =  0,2  m; 

folglich  war 

P  •  Z  =  10  •  L .  (p  +  TT-  d  •  3,354)  —  g  .  L. 

Der  Apparat  gab  das  Moment  P  •  l  bis  auf  seines  Werthes  an; 

dazu  mussten  die  Armlängen  CB  und  CD  gleich  und  sehr  genau  be- 
kannt sein;   denn   ein  Fehler   um  0,1  mm  in  der  Bestimmung  dieser 

Länge  gibt  einen  Fehler  von  etwa  ^^  im  Werth  des  Moments.     Der 

Sicherheit  halber  vertauschte  man  die  Arme  des  Hebels;  hatte  man 
sodann  bei  etwas  verschiedenen  Längen  der  Arme  zwei  verschiedene 
Gewichte  p  und  pt  aufzulegen,  so  war  näherungsweise  p  durch  YpPi 
zu  ersetzen. 

Fehlerquellen  und  Oorrectionen. 

1)  Drei  Einflüsse  vermindern  die  Amplitude  und  damit  den  Aus- 
schlagwinkel a:  der  Widerstand  der  Luft,  die  Reibung  in  den  Schneiden 
und  der  Widerstand  des  Läufers,  der  von  dem  Zeiger  vorgeschoben 
wird.  Dabei  ist  jedoch  zu  bedenken,  dass  der  Widerstand  des  Läufers 
nur  während  einer  halben  Schwingung  wirkt,  da  der  Läufer  dann 
liegen  bleibt,  wogegen  der  Luftwiderstand  und  die  Reibung  fortwährend 
wirken.  Lässt  man  nun  zunächst  das  Pendel  schwingen  und  beob- 
achtet die   Abnahme    der  Amplitude    etwa    nach    10,   20,   30  Voll- 
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Schwingungen,  so  rührt  diese  Abnahme  nur  von  den  beiden  ersten 
Ursachen  her;  nimmt  man  von  dieser  Abnahme  %,  so  hat  man  den 
Theil;  der  auf  eine  Viertelschwingung  kommt.  Dann  wiederholt  man 
das  Experiment,  jedoch  so,  dass  man  jedesmal  den  Läufer  zurück- 
schiebt; die  neue  Abnahme  rührt  von  den  drei  Ursachen  zugleich  her; 
die  Differenz  der  Resultate  gibt  den  Einfluss  der  Läuferreibung 
allein.  Zu  dem  vorhin  erwähnten  4.  Theil  der  ersten  Abnahme  fügt 
man  sodann  diese  von  dem  Läufer  allein  herrührende  Abnahme  hinzu, 
so  hat  man  die  ganze  den  drei  Ursachen  zugleich  zukommende  Ab- 
nahme der  Schwingungen.  Diese  Gorrection  fügt  man  also  zu  cc  hinzu. 
Damit  sind  diese  drei  Einflüsse  beseitigt. 

2)  Eine  zweite  Correction  bezieht  sich  darauf,  dass  die  Geschwkt., 
die  man  gemessen  hat,  nicht  diejenige  an  der  Mündung  ist,  also  nicht 
v0;  man  geht  auf  v0  zurück,  entweder,  wie  früher  gezeigt,  mit  Be- 
nützung der  Tabelle  XV  für  D(m),  vgl.  §  42  und  §  44;  oder  mit  der 
Didion'schen  Function  V7  mittelst 

wenn  z.  B.  im  Abstand  10  m  von  der  Mündung  das  Pendel  stand;  über 
V  vgl.  Tabelle  X. 

3)  Eine  Fehlerquelle  liegt  darin,  dass  das  Geschoss  nicht  genau 
horizontal,  so  wie  die  Berechnung  dies  voraussetzt,  gegen  das  Pendel 
heranfliegt;  bei  kleinem  Abstand  des  Pendels  von  der  Mündung  ist  aller- 
dings der  entstehende  Fehler  so  klein,  dass  er  nicht  in  Betracht 
kommt. 

4)  Ebenso  kann  meist  der  Fehler  vernachlässigt  werden,  der  da- 
durch entsteht,  dass  das  Geschoss  nicht  sofort  innerhalb  des  Pendels 
zur  Ruhe  kommt;  bei  der  Rechnung  war  vorausgesetzt,  dass  das  Pen- 
del sich  erst  dann  in  Bewegung  setze,  wenn  das  Geschoss  vollständig 
eingedrungen  ist,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  das  Geschoss  seine  Lage 
innerhalb  des  Sandraums  nicht  mehr  ändert,  wenn  der  Schwerpunkt 
des  Pendels  sich  hebt;  nun  betrug  aber  bei  500  m  Geschwkt.  die  Ein- 
dringungsdauer  ca.  y?0  See;  der  getroffene  Punkt  des  Pendels  hat 
während  dieser  Zeit  schon  eine  Geschwkt.  von  1,6  m  und  ist  in  dieser 
Zeit  schon  um  ca.  1  cm  vorgeschritten;  doch  ist  dieser  Einfluss  gering. 

Bei  Gewehrkugeln  (die  in  eine  Bleimasse  geschossen  wurden) 
gestattete  man  sich  eine  unbedeutende  Vernachlässigung:  Wenn  eine 
Eugel  nach  der  andern  zu  der  Bleimasse  hinzukam,  so  änderte  sich 
das  Gewicht  des  Pendels;  statt  nun  jedesmal  von  neuem  durch 
Schwingungsbeobachtungen  die  Länge  l0  des  gleichschnell  schwingenden 
mathematischen  Pendels  zu  ermitteln,  nahm  man  an,  dass  alle  Schüsse 
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genau  auf  die  Achse  des  „Receptorä"  gelangt  seien,  vermehrte  also 
einfach  PL  um  p  •  9,  also  PL  •  I  um  p  •  ps;  und  zwar  dies,  so  oft 
wieder  eine  Kugel  eingeschlagen  war  und  sitzen  blieb. 

Nach  Didion  und  Sonnet  gestattete  das  ballistische  Pendel, 
Anfangsgeschwindigkeiten  bis  auf  wenige  Decimeter  genau  zu  er- 
mitteln; ungenauer  war  die  Messung  bei  grösseren  Entfernungen,  da 
erstens  das  Geschoss  nicht  mehr  genau  in  der  Achse  des  Receptors 
das  Pendel  traf  und  zweitens  die  Richtung  des  ankommenden  Ge- 
schosses von  der  horizontalen  merklich  verschieden  war. 

Wenn  die  Kanone  oder  das  Gewehr  selbst  als  ballisti- 
sches Pendel  benützt  wurde  (oanon-pendule),  so  änderte  sich  an  der 
vorerwähnten  Berechnung  nur  das  Eine,  dass  in  diesem  Fall  die  Pendel- 
masse um  das  Gewicht  p  der  Kugel  nicht  vermehrt,  sondern  vermin- 
dert wurde;  man  hat  also  in  (3)  statt  PL-\~pq  einfach  zu  setzen 
PL,  statt  PLl0  +  pq*  einfach  PLl0]  somit  ist  jetzt 

(5)  *  = jl VJT0. 

a  =  Ausschlagswinksl 

p  =  Geschossgewicht 

P  =  Gewicht  der  Kanone  oder  des  Gewehrs 

L  =  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Pendels  (allein)  von  der 
Drehachse 

l0  =  Länge    des    gleichschnell    schwingenden    mathematischen 
Pendels 

q  =  Abstand  der  Seelenachse  von  der  Drehachse. 

§  52.   Die  neueren  Apparate  für  Geschwindigkeitsmessungen. 

Das  ballistische  Pendel  hatte  zwar  schliesslich,  besonders  durch 
Didion,  eine  bedeutende  Vervollkommnung  erfahren;  indess  war  die 
Handhabung  dieses  Apparats  eine  wenig  einfache,  und  für  die  Messung 
von  Geschossgeschwindigkeiten  in  einer  grosseren  Entfernung  von  der 
Mündung  versagte  derselbe  vollständig. 

Das  Verdienst,  mit  der  Anwendung  des  electrischen  Stroms  die 
Ideen  zur  Gonstruction  von  Geschwindigkeitsmessapparaten  in  eine 
ganz  neue  und  breite  Bahn  geleitet  zu  haben,  muss  dem  bekannten  Phy- 
siker Wheatstone  zugeschrieben  werden.  Der  Grundgedanke  Wheat- 
stone's  (1840)  war  der  folgende:  das  Geschoss  durchfliegt  eine  Strecke 
von  bekannter  Länge,   von   einem  ersten  Rahmen  oder  Draht  A  zu 
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einem  zweiten  Rahmen  (oder  einer  Platte)  B.  Man  misst  electrisch 
die  Flugzeit,  also  die  Zeit,  welche  das  Geschoss  braucht,  um  von  A  nach 
B  zu  gelangen.  Wenn  nämlich  das  Geschoss  den  Rahmen  oder  Draht 
A  durchschlagt,  so  wird  ein  erster  Stromkreis  unterbrochen  und  da- 
durch der  Anfang  des  Vorgangs,  dessen  Dauer  gemessen  werden  soll 
(also  hier  der  Anfang  der  Flugzeit  zwischen  A  und  B)  markirt;  bei 
Wheatstone's  Apparat  geschah  dies  dadurch,  dass  ein  Uhrwerk,  welches 
vorher  durch  die  Wirkung  eines  Electromagneten  gehemmt  war,  nun 
ausgelost  wurde,  so  dass  ein  Zeiger,  getrieben  durch  ein  fallendes  Ge- 
wicht, sich  in  Bewegung  setzte.  Ist  das  Geschoss  am  Rahmen  (oder 
der  Platte)  B  angelangt,  so  wird  ein  zweiter  Stromkreis  unterbrochen 
und  dadurch  das  Ende  des  Vorgangs,  hier  der  Flugzeit,  markirt;  bei 
Wheatstone  wurde  durch  das  Unterbrechen  des  zweiten  Stromkreises 
das  Uhrwerk  wieder  gehemmt. 

Kennt  man  so  die  Flugzeit  t,  so  erhält  man  aus  der  bekannten 

Entfernung  e  der  beiden  Rahmen  sofort  die  mittlere  Geschwkt.  v  =  ^ 

des  Geschosses  zwischen  A  und  B. 

Diese  Grundidee  Wheatstone's  erlebte  später  ausserordentlich  zahl- 
reiche Variationen,  Verbesserungen  und  Complicationen.  Bei  der  grossen 
Zahl  von  Gonstructionen  electrischer  Ghronoskope,  die  sich  zum  Theil 
nur  unwesentlich  von  einander  unterscheiden,  müssen  wir  uns  darauf  be- 
schränken, überall  die  leitenden  Gedanken  herauszuheben;  über  die 
technischen  Einzelheiten  vergleiche  man  die  betreffenden  Original- 
schrifben.  (Zahlenangaben,  welche  die  Genauigkeit  der  sämmtlichen 
Geschwindigkeitsmessapparate  objectiv  zu  vergleichen  gestatten  würden, 
sind  selbst  in  den  amtlichen  Berichten  der  electrischen  Ausstellungen 
nicht  zu  finden.) 

Eine  bestimmte  Ordnung  für  die  systematische  Einreihung  der 
einzelnen  Apparate  liesse  sich  folgendermassen  gewinnen:  die  Apparate 
unterscheiden  sich  dadurch,  dass  während  des  Flugs  des  Geschosses 
vom  ersten  zum  zweiten  Rahmen  entweder 

a)  ein  Gewicht  fällt 

(bei  den  Apparaten  von  Wheatstone,  le  Boulenge,  Watkin,  Bianchi), 

b)  ein  Pendel  oder  Balancier  schwingt 
(Navez-Leurs,  Caspersen,  Schmidt), 

c)  die   Magnetnadel  eines   Galvanometers   seine  Schwin- 
gungen ausführt 

(Pouillet), 

d)  eine  Stimmgabel  vibrirt 
(Beetz,  La  Cour- Caspersen,  Sebert), 

Cr  an«,  Ballistik.  28 
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e)  eine  Trommel  oder  Scheibe  sich  dreht 

(Breguet  und  Wheatstone,  Mahieu,  Siemens,  Bashforth,  Noble,  Martin 
de  Brettes), 

f)  Quecksilber  ausfliegst, 
(Klepsydra  von  le  Boulenge). 

Die  Markirung  des  Anfangs  und  des  Endes  bezüglich  der 
zu  messenden  Flugzeit  wird  dabei  ihrerseits  wieder  auf  verschiedene 
Weise  bewirkt;  nämlich  entweder  und  meistens 

a)  direct  electromagnetisch 

dadurch,  dass  beim  Beginn  des  zu  messenden  Vorgangs  ein  Electro- 
magnet,  also  ein  Eisenkern  mit  Drahtspule,  seine  magnetische  An- 
ziehungskraft gegenüber  besonders  von  Eisen  erhält  oder  auch  verliert, 
und  ebenso  am  Ende  des  Vorgangs, 

b)  durch  den  Inductionsfunken 

(wie  bei  den  Apparaten  von  Siemens,  Noble,  Martin  de  Brettes,  Watkin), 

c)  indirect  electromagnetisch  mit  Benützung  der  Drehung   der 
Polarisationsebene  des  Lichts  durch  den  Magnetismus 

(Cushing  Crehore  und  Owen  Squier). 

Endlich  die  Stromunterbrechung  resp.  Stromschliessung  zu 
Anfang  und  zu  Ende  des  Vorgangs  geschieht  entweder  und  meistens 

a)  durch  Zerreissen  eines  Drahts,  Durchschlagen  eines  Draht- 
rahmens, bez.  durch  mechanisches  Zusammendrücken  zweier  Platten, 
Drehen  einer  Platte  durch  den  Druck  des  Geschosses,  oder 

b)  durch  die  mechanische  Wirkung  der  Luftverdichtungswelle, 
der  Kopfwelle,  welche  dem  Geschoss  vorangeht  (Gossot). 

Wir  gehen  dazu  über,  die  wichtigsten  der  electrischen  Geschwin- 
digkeits-  und  damit  Zeitmessapparate  kurz  einzeln  zu  besprechen  und 
zwar  zuerst  kurz  die  historisch  frühesten  von  Wheatstone  und  Pouillet, 
sodann  etwas  ausführlicher  den  besonders  häufig  verwendeten  von 
le  Boulenge;  sodann  die  übrigen  kurz  gruppenweise. 

1)   Ohronoskop  von  Wheatstone  (1840),  verbessert  von  Hipp. 

Wenn  das  Geschoss  den  Rahmen  A  passirt,  wird,  wie  schon  er- 
wähnt, ein  Strom  unterbrochen;  ein  Electromagnet,  welcher  vorher  die 
Zeiger  einer  Uhr  festhielt,  hört  auf,  ein  Magnet  zu  sein,  die  Zeiger 
setzen  sich  in  Bewegung.  Beim  Passiren  des  Rahmens  B  bezw.  Auf- 
schlagen auf  eine  Platte  B  wird  der  Strom  wieder  geschlossen;  der 
Electromagnet  hemmt  die  Zeiger  von  neuem.  Aus  der  Differenz  der 
Ablesungen  an  dem  Zeiger  (bei  grosseren  Zeiten  auch  an  zwei 
Zeigern)    ergibt   sich   die  Flugzeit.      Der   langsamer    gehende  grosse 
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Zeiger  macht  dabei  in  10  Secnnden  einen  ganzen  Umlauf,  oder  legt 
100  Theilstriche  zurück;  der  kleine  Zeiger  geht  lOOmal  rascher  auf 
einem  zweiten  Zifferblatt,  das  ebenfalls  in  100  Theile  getheilt  ist; 
man  kann  auf  diese  Weise  noch  Tausentel  Seconden  messen. 

2)  Onronoakop  von  Wneatatone  and  Bregnet  (1840). 
Ein  Cylinder  rotirt  gleichmässig;  sowohl  zu  Anfang  als  zu  Ende 
bewegt  sich,  electromagne tisch  angezogen,  ein  Stift  gegen  den  Cylinder 
und  ritzt  denselben  (ähnlich  wie  heim  älteren  Morse'-Apparat);  aus 
dem  Abstand  der  Marken  und  der  Rotationsgeschwkt.  des  Cylinders  er- 
gibt sich  die  Dauer  des  Vorgangs. 

8)   Apparat  von  Foufllet  (1844). 

Beim  Passiren  des  Geschosses  durch  A  wird  ein  Strom  geschlossen, 
der  durch  die  Spule  eines  Galvanometers  flieset;  hierdurch  wird  die 
Magnetnadel  abgelenkt;  beim  Fassiren  durch  B  wird  derselbe  Strom 
wieder  unterbrochen,  was  sich  ebenfalls  durch  die  Bewegung  der  mit 
Spiegel  versehenen  Nadel  anzeigt.  Der  Apparat,  der  zuerst  für  artil- 
leristische Zwecke  construirt  wurde,  ist,  bei  nicht  zu  kurzen  Flug- 
zeiten, desshalb  besonders  vorteilhaft,  weil  hier  nur  eine  sehr  kleine 
Masse,  nämlich  die  der  Magnetnadel,  bewegt  wird;  er  wurde  später 
von  v.  Helmholtz  vervollkommnet  und  für  physiologische  Zwecke 
benutzt. 

4)   Apparat  von  Le  Boulenge*  1864  (verbessert  von  Breger). 

Der  belgische  Artillerieoberst  le  Boulenge  bat  zwei  Apparate  con- 
struirt, wovon  der  eine,  den  wir  zunächst  besprechen  und  der  besonders 
häufig   verwendet   wird,   die   Messung  von  . 

kleinen  Flugzeiten,  also  auch  von  Geschoss- 
ge  ach  windigkeiten  gestattet,  der  andere  für 
die  Messung  grösserer  Flugzeiten  dient. 

An  den  Electromagneten  E,  und  Et 
(Fig.  107),  die  an  einer  und  derselben  Säule 
sich  befinden,  hängen  die  Stäbe  A  und  B; 
der  electrische  Strom,  welcher  den  Electro.  *°  J 
magneten  EL  umkreist,  geht  zugleich  durch 
einen  Draht,  der  über  den  ersten  Rahmen 
gespannt  (oder  vor  der  Gewehrmündung 
befestigt)  ist;  wenn  also  das  Gesehoss  den  mg  IOT 

ersten  Rahmen   durchfliegt  und  den  Draht 

zerreisst,  so  wird  dieser  erste  Stromkreis  unterbrochen,  der  Electro- 
magnet  verliert  seinen  Magnetismus  und  der  Stab  A  fängt  an,  zu  fallen. 


& 


£ 


nun 


X 


C/v, 
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Indessen  fliegt  das  Geschoss  bis  zum  zweiten  Rahmen  und  durch- 
schlagt dessen  Draht;  letzterer  befindet  sich  in  demselben  zweiten 
Stromkreis,  in  welchen  auch  der  Electromagnet  E2  eingeschaltet  ist; 
nunmehr  wird  auch  dieser  zweite  Stromkreis  unterbrochen,  und  auch 
der  Stab  B  fangt  an,  zu  fallen;  B  schlagt,  durch  eine  Hülse  durch- 
fallend, die  in  der  Figur  nicht  angedeutet  ist,  auf  eine  Platte  P  auf^ 
wodurch  mittelst  eines  Federmechanismus  (ebenfalls  nicht  im  Einzelnen 
angedeutet)  eine  Feder  ausgelost  wird;  ein  Bolzen  geht  vor  und  macht 
auf  dem  vorbei  fallenden  Stab  A,  der  eine  Zinkhülse  tragt,  eine  scharfe 
Kerbe  ÜT8. 

Im  Anfang  der  betreffenden  Versuchsreihe  wird  der  Nullpunkt 
auf  dem  Stab,  also  derjenige  Punkt,  von  welchem  aus  die  Fallhohen 
abzumessen  sind,  dadurch  festgelegt,  dass  durch  eine  eigens  hierzu 
construirte  Unterbrechungsvorrichtimg  beide  Stromkreise  zu  gleicher 
Zeit  unterbrochen  werden;  der  Stab  B  fallt  dann  wieder  auf  die  Platte 
P  und  wieder  entsteht  eine  Kerbe  J8^. 

Löst  man  endlich,  während  der  Stab  A  am  Electromagnet  hängt, 
die  Feder  bei  P  von  Hand  aus,  so  entsteht  eine  Kerbe  Kt  auf  A.  Man 
sieht  leicht,  dass  der  Abstand  K±K%  genau  der  Abstand  des  unteren 
Endes  von  B  von  der  Platte  P  ist  (in  Fig.  107  nebenan  vergrössert 
dargestellt). 

Die  Zeit,  welche  verfliesst  zwischen  erstens  dem  Moment,  wo  das 
Geschoss  den  ersten  Rahmen  oder  den  vor  der  Gewehrmündung  aus- 
gespannten Draht  passirt  und  zweitens  dem  Moment,  wo  Stab  B  unten 
angelangt  ist  und  die  Kerbe  K^  erzeugt,  setzt  sich  somit  aus  zwei 
Theilen  zusammen: 

a)  aus  der  zu  messenden  Zeit  x  bis  zu  dem  Augenblick,  wo  der 
zweite  Rahmen  durchbrochen  wird,  also  B  zu  fallen  beginnt  und  zweitens 

b)  aus  der  Zeit  von  letzterem  Moment  bis  zum  Aufschlag  des 
unteren  Endes  von  B  auf  der  Platte  P;  also  zusammen  aus 


X  +  V     9,808     > 

also  ist 

X         V     9,808  V     9,808      8eC' 

(Zur  Vereinfachung  der  Berechnung  werden  Kalibermassstäbe  be- 
nützt, mittels  deren  man  nur  den  Abstand  KtK9  abzumessen  hat,  worauf 
man  auf  dem  Massstab  selbst  schon  die  betreffende  Geschwkt.  notirt 
findet). 

Die  Strome  müssen  so  schwach  gehalten  werden,  dass  die  Electro- 
magnete  gerade  noch  die  Stäbe  zu  halten  vermögen. 
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Der  ältere  Apparat  von  le  Boulenge  gestattete  nur  Geschwktn  von 
300  bis  600  m/sec  zu  messen;  neuerdings  wurde  das  Instrument  dem 
Geschwindigkeitsbereich  400  bis  1000  m  angepasst. 

5)   Die  elektrische  Elepsydra  von  le  Boulengö 

dient  besonders  zum  Messen  grösserer  Zeiträume,  z.  B.  der  ganzen 
Flugzeit  eines  Geschosses  bis  zum  Aufschlag. 

Bei  Passiren  der  Mündung  wird  vom  Geschoss  ein  Draht  durch- 
schlagen und  dadurch  ein  Stromkreis  unterbrochen,  in  welchem  ein 
Electromagnet  eingeschaltet  ist;  dieser  verliert  nun  seinen  Magnetis- 
mus (fast  vollständig)  und  lässt  einen  vorher  von  ihm  festgehaltenen 
Hebel  frei,  wodurch  ein  Ventil  geöffnet  wird  und  aus  einem  grösseren 
Behalter  Quecksilber  in  sehr  dünnem  Strahl  ausfliesst.  Beim  Aufschlag 
des  Geschosses  am  Ziel  wird  ein  anderer  Stromkreis  unterbrochen; 
hierdurch  wird  ein  anderer  Hebel  freigelassen,  und  das  Ventil  wird 
wieder  verschlossen.  Dafür,  dass  die  Ausflussmenge  des  Quecksilbers 
pro  Zeiteinheit  fast  genau  constant  ist,  wird  dadurch  gesorgt,  dass 
die  obere  Niveaufläche  eine  sehr  grosse  ist.  Aus  der  ausgeflossenen 
Menge  Quecksilbers  berechnet  sich  die  Ausflusszeit 

.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  eine  etwas  längere  Zeit  verstreicht, 
bis  das  Ventil  geschlossen,  als  bis  es  geöffnet  ist,  nachdem  der  be- 
treffende Stromkreis  unterbrochen  war,  —  weil  im  Fall  des  Schliessens 
das  Gewicht  der  Quecksilbersäule  entgegenwirkt.  In  der  That,  unter- 
bricht man  mit  einem  sogen.  Disjunctor  beide  Ströme  gleichzeitig, 
so  fliesst  eine  kleine  Menge  Quecksilber  aus;  diese  Menge  wird  sodann 
von  der  gesammten  ausgeflossenen  Menge  abgezogen. 

6)  Der  Pendelehronograph,  von  Navez-Leurs. 

Der  Navez'sche  Apparat,  der  von  ca.  1850  ab  besonders  in  Belgien 
verwendet  wurde,  besteht  in  der  Hauptsache  aus  zwei  Pendeln,  die 
rasche  Schwingungen  auszuführen  vermögen.  Beide  seien  vorerst, 
abseits  von  der  natürlichen  Buhelage,  je  durch  einen  Electromagneten 
festgehalten.  Durchbricht  nun  das  Geschoss  den  ersten  Rahmen,  so 
wird  der  erste  Strom  unterbrochen,  das  erste  Pendel  beginnt  seine 
Bewegung.  Beim  Passiren  des  zweiten  Rahmens,  also  Unterbrechen 
des  zweiten  Stromkreises,  beginnt  auch  das  zweite  Pendel  zu  fallen; 
dieses  hemmt  aber  mit  dem  Beginn  seiner  Bewegung  einen  Zeiger, 
der  mit  dem  ersten  Pendel  verbunden  war.  Es  lässt  sich  so  erkennen, 
um  welche  Strecke  in  der  Zwischenzeit  das  erste  Pendel  gefallen  war. 
Auch  hier  erfolgt  die  Vorbereitung  der  Messung  dadurch,  dass  mittelst 
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eines  Disjunktors  beide  Leitungen  gleichzeitig  unterbrochen  werden; 
der  hierbei  erhaltene  Zeigerausschlag  wird,  da  er  auf  Rechnung  der 
Trägheit  des  Mechanismus  kommt,  vom  ganzen  Ausschlag  abgezogen. 

7)  Beim  Chronograph  von  Sohmidt 

wird  zur  Zeitmessung  die  Bewegung  des  Balanciers  der  Chronometer- 
uhr benützt.  Auf  der  Achse  des  Balanciers  ist  ein  Zeiger  befestigt, 
der  vor  jeder  Beobachtung  auf  den  Nullpunkt  einer  Gradeinteilung 
gestellt  wird.  Der  Chronograph  setzt  sich  in  dem  Moment  in  Be- 
wegung, in  welchem  ein  denselben  durchlaufender  electrischer  Strom 
unterbrochen  wird.  Der  Apparat  zeichnet  sich  durch  sehr  kleine  Di- 
mensionen aus. 

8)  Der  Pendelehronograph  von  Caspersen 

dient  für  die  Messung  längerer  Zeiten,  also  z.  B.  totaler  Flugzeiten, 
Verbrennungszeit  eines  Zündsatzes  etc.  Ein  Secundenpendel  ist  fest- 
gehalten durch  einen  Electromagneten,  der  durch  Strom  I  erregt  ist. 
Wird  dieser  Strom  I  unterbrochen,  so  beginnt  das  Pendel  zu  schwingen 
und  treibt  mit  Hilfe  eines  anderen  Stroms  eine  sogen,  sympathetische 
Uhr,  die  j^j^  Secunde  anzeigt  (auf  ähnliche  Weise,  wie  beim  Zeigertele- 
graphen, der  electrischen  Uhr  von  Hipp  etc.).  Durch  die  Unterbrechung 
yon  Strom  H,  der  mit  dem  Draht  des  zweiten  Rahmens  in  Verbindung 
steht,  wird  sodann  das  Zeigerwerk  wieder  gehemmt. 

0)  Das  Vibrationsehronoskop  von  Beetz, 

hergestellt  von  Edelmann  in  München,  dient  vorzugsweise  zum  Messen 
von  Fallzeiten  an  der  Fallmaschine,  kann  jedoch  auch  für  den  vor- 
liegenden Zweck  Verwendung  finden.  Eine  mit  einem  Schlitten  fort- 
bewegte Stimmgabel  zeichnet  auf  einer  berussten  Fläche,  einer  me- 
tallenen Schiene,  die  Schwingungen  auf.  Anfang  und  Ende  des  zu 
messenden  Zeitintervalls  werden  durch  die  Marken  bestimmt,  welche 
überschlagende  Inductionsfunken  erzeugen.  Man  zählt  die  dazwischen 
liegenden  Schwingungen  ab.  Der  Apparat  gestattet,  noch  0,0005  sec 
zu  messen. 

10)  und  11)  Beim  Stimmgabelehronograph  nach  Carl  und  bei  dem- 
jenigen von  H.  Mahlen  rotirt  eine  mit  Secundenpendel  verbundene 
Schraubenwalze  gleichförmig  um  ihre  Achse;  darauf  registrirt  eine 
schwingende  Stimmgabel 
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12)  Beim  Fallohronograph  von  Bianohi 
fällt  zwischen  zwei  eisernen  Standern  ein  10  kg  schweres  Prisma  frei 
herab;  während  dessen  zeichnet  eine  schwingende  Stimmgabel  auf  der 
bernssten  Fläche  des  einen  Ständers  eine  Sinuscurve,  deren  Anfangs- 
und Endpunkte  —  entsprechend  dem  Anfang  und  dem  Ende  der  zu 
messenden  Zeit  —  electromagnetisch  markirt  werden. 

18)   Das  Velooimeter  von  Söbert 
dient  zunächst  zur  Messung  der  Rücklaufsgeschwindigkeit  eines  Ge- 
Schutzes  oder  Gewehrs  in  den  einzelnen  Phasen  von  deren  Bewegung. 

Ein  berusstes  Stahlband  ist  fest  mit  dem  Geschützrohr  verbunden 
(welch  letzteres  in  einer  Rücklaufsvorrichtung  liegt);  über  dem  Stahl- 
band befindet  sich  eine  electromagnetisch  erregte  Stimmgabel  mit  um- 
gebogenem Zinken.  Bei  ruhendem  Geschütz,  also  ruhendem  Stahlband 
geht  folglich  der  auf  das  Band  nur  leicht  angedrückte  Zinken  der 
Stimmgabel  in  derselben  Querlinie  auf  dem  Stahlband  hin  und  her; 
bewegt  sich  aber  das  Geschütz  und  damit  das  Band,  so  wird  eine 
Wellenlinie  auf  dem  berussten  Band  entstehen;  diese  Linie  erscheint 
um  so  mehr  langgezogen!  je  grosser  die  Geschwkt.  der  Bewegung  ist 
und  umgekehrt  (Fig.  108);  eine  andere 
Feder  schreibt  auf  dem  Band  die 
gerade   Mittellinie,   welche   zum    ge-  g'108' 

nauen  Abmessen  der  Wellenlinie  dient.  Da  die  Schwingungszahl,  also 
die  Schwingungszeit  der  Stimmgabel  bekannt  ist,  kann  man  die  vom 
Geschütz  pro  Zeiteinheit  zurückgelegten  Wegstrecken  abmessen.  Hieraus 
erhält  man  leicht  auch  die  Geschwkt.  und  die  Beschleunigung,  folglich 
die  bei  dieser  Bewegung  wirkende  Kraft. 

Um  mit  diesem  Apparat  auch  Geschossgeschwindigkeiten  zwischen 
zwei  Rahmen  zu  messen,  benützt  man  noch  den 

Registrir-Apparat  von  Deprez: 
Wenn  der  erste  Rahmen  durchschlagen  wird,  so  lässt  ein  Electro- 
magnet  seinen  Anker  frei;  dieser  Anker  dreht  sich  sodann  um  seine 
Achse,  kräftig  angetrieben  durch  eine  starke  Feder;  mit  dem  Anker 
dreht  sich  zugleich  die  schwingende  Stimmgabel,  welche,  wie  vorhin 
geschildert,  auf  dem  vom  zurücklaufenden  Geschütz  mitgenommenen 
Stahlband  jetzt  eine  Wellenlinie  zeichnet;  Anfang  und  Ende  des  Vor- 
gangs werden  durch  Querstriche  markirt;  man  misst  den  Abstand  der 
zwei  Querstriche  und  zählt  die  Anzahl  von  Wellenlängen,  welche  auf 
die  Strecke  zwischen  den  beiden  Querstrichen  kommen;  so  erhält  man 
die  Zeit  für  den  Flug  des  Geschosses  vom  ersten  zum  zweiten  Rahmen. 
Es  lassen  sich  damit  noch  %0  sec  genau  messen. 
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14)  Chronograph  von  Caspersen 
mit  Anwendung  des  sogen,  phonischen  Bads  von  La  Cour. 

Das  letztere  Bad  dient  dazu,  eine  möglichst  gleichmassige  Rota- 
tion zu  erzeugen:  eine  Stimmgabel  schwingt,  in  der  bekannten  Weise 
fortwährend  electromagnetisch  angeregt;  dadurch  wird  ein  Strom  in 
ganz  kurzen,  regelmassigen  Intervallen  abwechselnd  geschlossen  und 
unterbrochen;  ähnlich  wie  beim  Zeigertelegraph  wird  hierdurch  ein 
Zahnrad  gedreht 

Dieses  Rad  verbindet  der  dänische  Artilleriecapitan  Gaspersen  mit 
einem  Siemens'schen  Funkeninductorchronographen  (s.  w.  u.);  nämlich 
auf  derselben  Achse  wie  das  phonische  Rad  befindet  sich  eine  berusste 
Trommel,  auf  welcher  die  Funken  überspringen;  an  beliebig  vielen 
Stellen  der  Schiessbahn  können  Rahmen  aufgestellt  sein;  bei  jeder 
Stromunterbrechung  entsteht  eine  Inductionsfunken-Marke  auf  der  Ober- 
fläche der  berussten  Trommel;  die  Trommel  schiebt  sich,  während  sie 
rotirt,  zugleich  in  der  Richtung  der  Achse  durch  ein  Schraubengewinde 
fort  (ähnlich  wie  es  beim  Phonographen  der  Fall  ist),  so  dass  die 
einzelnen  Funkenmarken  nicht  zusammenfallen. 

Der  mittlere  Fehler  des  Apparats  wird  zu  30000  angegeben.  Letz- 
terer lässt  sich  auch  mit  kleiner  Abänderung  —  unter  dem  Namen: 
Accelerograph  ä  diapason  von  Deprez  und  Sebert 

—  zur  Messung  des  zeitlichen  Verlaufs  der  Grasdrücke  im  Innern  eines 
Geschützrohrs  verwenden. 

15)  Chronograph  von  Werner  Siemens. 

Siemens  scheint  der  Erste  gewesen  zu  sein,  der  den  Inductions- 
funken  zur  Markirung  von  Anfang  und  Ende  des  zu  messenden  Vor- 
gangs benützte  (1844);  damit  hat  ihm  vielleicht  der  Gedanke  Wheat- 
stone's  bei  dessen  bekanntem  Versuch  betreffs  der  Messung  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit einer  electrischen  Ladung  zur  Richtschnur 
gedient.  Wie  wir  schon  sahen  und  noch  sehen  werden,  fand  die 
Methode  von  Siemens  viele  Nachahmungen 

Der  Apparat  von  Siemens  kann  sowohl  für  äussere,  als  innere 
Ballistik  nutzbar  gemacht  werden;  es  wird  angegeben,  dass  damit  noch 

26000Ö  sec  8enau  gemessen  werden  könne.  Er  besteht  kurz  in  Folgen- 
dem: Eine  Trommel  rotirt  sehr  rasch  um  ihre  Achse;  die  Gleichförmig- 
keit der  Umdrehung  kann  man  an  der  Tonhohe  des  entstehenden  Tons 
erkennen;  die  Geschwkt.  der  Umdrehung  kann  regulirt  werden;  meist 
werden  100  Umdrehungen  pro  sec  benützt;  nach  allemal  100  Touren, 
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also  im  lezterem  Falle  je  nach  1  Secunde,  ertönt  eine  Glocke.  Zu 
Anfang  und  zu  Ende  des  zu  messenden  Vorgangs  springt  ein  Funke 
zwischen  einem  isolirten  Platindraht  und  der  Stahltrommel  über;  der 
Abstand  der  beiden  Funkenstrecken  wird  mit  Mikrometer  und  Lupe 
gemessen;  da  die  Rotationszeit  der  Trommel  bekannt  ißt,  ergibt  sich 
aus  der  Grosse  des  Abstands  sofort  die  verflossene  Zeit. 

16)   Der  Chronograph  von  Noble 

beruht  im  Wesentlichen  auf  demselben  Princip  wie  Nr.  14;  nur  ge- 
stattet dieser  Apparat,  bei  dem  die  Trommel  durch  mehrere  Scheiben 
ersetzt  ist,  mit  einem  und  demselben  Experiment  mehrere  Zeitinter- 
valle zu  messen,  wie  z.  B.  die  Zeiten,  welche  das  Geschoss  braucht, 
um  die  Strecken  zwischen  mehreren  hinter  einander  aufgestellten  Rahmen 
oder  die  Strecken  zwischen  mehreren  Punkten  im  Rohr  des  Geschützes 
oder  Gewehrs  zu  durchlaufen.  Zu  diesem  Zweck  enthalt  der  Apparat 
mehrere  Scheiben  ähnlicher  Construction  wie  die  einzige  Trommel 
beim  Apparat  von  Siemens. 

Der   speciell  f&r  innere  Ballistik   dienende   Apparat  von  Noble, 

hergestellt  von  Glosener,  lässt  noch  100000  sec,  hergestellt  von  Schulz 
und  Lissajous,  noch  40Q    0  sec  messen. 

17)  Chronograph,  von  Martin  de  Brettes. 

Ein  Cylinder  ist  mit  chemisch  präparirtem  Papier  umgeben;  um 
diesen  rotirt  ein  Platinstift  in  nächster  Nähe;  zu  Anfang  und  zu  Ende 
des  Vorgangs  springt  ein  Inductionsfunken  über  und  durchbohrt  das 
Papier. 

Aehnlich  wie  14),  15)  und  16)  ist  der  Hauptidee  nach  der 

18)  Chronograph  von  Bashforth, 
rotirender  Cylinder  und  Stift.    Markirung  durch  den  Inductionsfunken. 

10)  Chronograph  von  Watkin  (englischer  Capitan).       I 

Zwei  verticale  parallele  Cylinder  (Fig.  109)  drehen 
sich  rasch  und  gleichmässig  um  ihre  Achsen;  sie  stehen 
in  einiger  Entfernung  von  einander  und  sind  berussi 
Wird  der  erste  Rahmen  durchschossen,  so  wird  ein 
Electromagnet  unmagnetisch,  und  zwei  Hebelarme  lassen 
ein  schweres  Gewicht  von  der  Form  etwa  einer  Gra- 
nate frei;  das  Gewicht  beginnt,  zwischen  den  Cylindern  ii  ii 
herabzufallen,  ohne  diese  indessen  zu  berühren.  Wird  |  | 
der  zweite   Rahmen   durchschossen,  so  wird  ein  In-          Fig.iw. 
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ductionsstrom  erregt  und  geht  von  dem  einen  Cylinder  durch  das  Ge- 
wicht hindurch  zum  andern  Cylinder  über;  zu  diesem  Zweck  hat  das 
Gewicht  beiderseits  je  einen  spitzen  Ansatz;  auf  den  beiden  berussten 
Cy lindern  werden  durch  die  erregten  Inductionsfunken  Punkte  markirt; 
deren  Lage  gibt  die  Fallhöhe  an;  hieraus  erhält  man  die  Fallzeit 
und  damit  die  mittlere  Geschossgeschwindigkeit. 

20)   Comparator-Regulator  von  A.  u.  V.  Piamache. 

Die  Vergleichsmessungen  der  Untersuchungscommission  für  die 
electrischen  Ausstellungen  in  Paris  1881,  München  1882,  Wien  1883 
zeigten,  dass  die  ausgestellten  Chronographen  mit  nngleichen  Fehlern 
behaftet  waren;  es  gab  Caspersen's  Apparat  im  Mittel  5,2  m  grossere 
Geschwkt.  als  der  le  Boulenge- Apparat;  die  Fehler  betrugen  -^  bis  yi^1*1 
des  Resultats. 

Wegen  dieser  Ungleichförmigkeiten  erscheint  es  wünschenswert!^ 
einen  Normal-Apparat  zu  besitzen,  welcher  die  Genauigkeit  der 
einzelnen  Apparate  zu  prüfen  gestattet.  Der  erste  solche  Ver- 
gleichsapparat ist  derjenige  von  A.  und  V.  Flamache.  Hier  erfolgt,  da 
für  das  Zeitmaass  durchweg  der  Fall  im  leeren  Raum  benützt  wird, 
der  Fall  einer  Kugel  in  der  That  im  leeren  Raum.  Den  möglichen 
Fehler  einer  Zeitangabe  dieses  Normalapparats  berechnen  die  Erfinder 
zu  M^ 0,0000032  sec.    [Nämlich  es  ist 

t  —  "|/55.     Ai  _  Jh        J9  . 


g  '       t  2Ä        2-0' 

g  ist  durch  Pendelversuche  bis  auf  0,1  mm  genau  bestimmt;  h  kann 
mit  dem  Eathetometer  bis  auf  y800  mm  genau  abgelesen  werden,  also 
ist  /Ig  =  0,0001  m;  4h  =  0,000005  m.    Ist  nun  h  =  0,5  m,  so  ist 

^  =  0,00001;     ^  =  0,00001,     also    ^<0fiOO01-7 

für  h  =  0,5  m  ist  t  =  0,32  sec ;  also  ist  4  *  <[  0,0000032  sec] 

21)  Oomparator-Ohronograph  von  W.  Wolff. 

An  dem  Control-Apparat  von  Flamache  weist  Wolff  mehrere  Fehler 
nach,  u.  a.  und  vor  allem  den,  dass  der  nicht  sofort  verschwindende 
Magnetismus  des  die  Kugel  festhaltenden  Electromagnets  Verzögerungen 
verursacht,  so  dass  anfangs  der  Fall  der  Kugel  kein  freier  ist.  Daher 
gibt  der  Comparator  von  Flamache  die  Fallzeit  nicht  auf  0,0000032, 
sondern  höchstens  auf  0,00045  sec  genau  an.  Dem  gegenüber  schlägt 
Wolff  eine  gewisse  Pendelvorrichtung,  die  er  genau  beschreibt,  zur 
Prüfung  der  Chronoskope  vor.  In  der  That  scheint  die  Methode  Wolfis 
derjenigen  von  A.  und  V.  Flamache  überlegen  zu  sein. 
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W.  Wolff  findet,  dass  bei  einem  guten  Boulenge- Apparat  für  eine 
Fallzeit  von  %  sec  der  mittlere  Instrumentenfehler  noch  nicht  0,08  Proc. 
der  zu  messenden  Grosse,  also  ca.  0,00027  sec  beträgt;  die  Vergleichung 
zwischen  dem  Boulenge'-Apparat  und  einem  Stimmgabelchronographen 
fällt  zu  Gunsten  des  ersteren  aus: 

le  Boulenge-Apparat,  mittlerer  Fehler  —  0,00005  bis  0,00015  sec 

Stimmgabel-       „  „  „      =  0,00022  sec. 

22)  Knall-Unterbrecher  von  Gossot  (franz.  Capitän  d.  Marineartillerie). 

Bei  den  bisher  besprochenen  Chronographen  1  bis  19  war  voraus- 
gesetzt, dass  die  Stromunterbrechung  durch  Zerreissen  eines  Drahts 
oder  Aufschlagen  des  Geschosses  auf  eine  Platte  erfolgt. 

Gossot  hatte  1891  den  sinnreichen  Gedanken,  die  Unterbrechung 
des  ersten,  wie  des  zweiten  Stroms  durch  die  mechanische  Wir- 
kung der  das  Geschoss  begleitenden  Luftverdichtungswelle 
bewirken  zu  lassen;  er  schloss  damit  an  die  Untersuchungen  von 
E.  Mach  direct  an  (vgl.  §  50). 

Im  Innern  eines  Schallbechers,  der  in  Form  eines  Hohlspiegels 
construirt  ist,  befindet  sich  eine  leichte  Membran.  Durch  den  Druck 
der  Kopfwelle  wird  die  Membran  zurückgebogen;  der  Strom  ist 
momentan  unterbrochen;  der  eine  Stab  eines  Boulenge- Apparats  (z.  B.) 
fallt  herab.  Wenn  das  Geschoss 
in  der  Nähe  eines  zweiten  eben- 
solchen Schallunterbrechers  P. 
vorbeifliegt,  wird  ebenso  durch  &  ~^^yi 
die  Kopfwelle  des  Geschosses  \ 
der  zweite  Strom  unterbrochen 
u.  s.  f.  .      

Die  beiden  Schallunterbre-      . < 


eher  P  und  Px  mögen  (Fig.  110) *  " 

die  Entfernung  d  m  haben;  G  sei 

die  Geschütz-  oder  Gewehrmündung.  In  A  und  Ax  ist  das  Geschoss 
in  zwei  Lagen  angedeutet,  zugleich  je  mit  der  Mach'schen  Kopfwelle. 
Zu  dieser  senkrecht,  also  in  den  zu  einander  parallelen  Richtungen 
AP  und  ^Pj  pflanzt  sich  die  Luftverdichtung  mit  der  Schallgeschwkt.  a 
fort;  zuerst  wird  die  Membran  von  P  eingedrückt,  nach  tt  sec  die- 
jenige von  P1;  nachdem  nämlich  das  Geschoss  in  A1  angelangt  ist. 

Die  Zeit  tt  und  die  Entfernung  ergibt  mit  dem  Boulenge-Apparat 

die  scheinbare  mittlere  Geschwkt.  vt  —  —  • 

h. 
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Die  mittlere  Geschwkt.  v,  welche  das  Geschoss  selbst  zwischen  A 
und  A±  besitzt,  wird  sodann  nach  Gossot  folgendermassen  berechnet: 

Nach  der  Theorie  von  Mach  war  (vgl.  §  50,  sowie  die  Bezeich- 
nungen in  Fig.  110) 

Schallgeschwindigkeit  a 

*        Geschossgeschwindigkeit        v  } 

wobei  a  =  330,9  •  l/l  +  öt«  m/sec    ('  sas=  Lufttemperatur);    ferner    ist 

die  Geschwkt.  v1}   mit  der  sich  die  Einwirkung  auf  P  und  Pt  fort- 
pflanzt, projicirt  auf  die  Richtung  AP  oder  A1Pl)  gleich  der  Schall- 

geschwkt,  d.  h.  es  ist 

a  =  vt  •  cosqff; 

ferner  ist  als  Aussenwinkel 

y  =  cd  +  ip 

und  nach  dem  Sinusgesetz 

s :  6  =  sin  tp  :  sin  y ; 

also  ist  die  Methode  die  folgende: 

Man  misst  d  und  tx ,  also  vx  —  — ,  hat  damit  cos  t/>  =  — :   man 

misst  ferner  die   Entfernung  e   des  Mittelpunkts  von  PPX   und   der 
Geschützmündung,  so  kennt  man,  da  jetzt  rp  und  wegen  y  =  rp-{-(D  auch 

y  bekannt  ist,   die   Entfernung  s  =    * .  (wobei   cd   der  mittlere 

Neigungswinkel  der  Tangente  der  Flugbahn  zwischen  A  und  A1  ist). 

Dann  ist 

v  =  a  •  secy. 

Endlich  ergibt  sich  v0  aus: 

8  l  P 

D(v0)  =  D(v)  —  -]    wobei    c  =  -j  •  cos  a  •  ^  (vgl.  §  44). 

28)  Photo-Chronograph  von  Oushing  Crehore  und  Owen  Squier. 

Eine  neue  Methode,  den  Anfang  und  das  Ende  des  zu 
messenden  Vorgangs  zu  markiren,  gehört  der  jüngsten  Zeit  an; 
hierbei  ist  die  von  Faraday  entdeckte  Beziehung  zwischen  Licht  und 
Magnetismus,  die  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichts 
im  Magnetfeld  zur  Verwendung  gebracht;  da  die  auf  Letzteres  be- 
züglichen Thatsachen  in  jedem  grosseren  Lehrbuch  der  Physik  ent- 
halten sind,  dürfen  sie  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden« 

Intensive  Lichtstrahlen  gehen  durch  ein  Nicol,  eine  Schwefelkohlen- 
stoffröhre, die  sich  innerhalb  eines  Solenoids  befindet,  und  endlich  durch 
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ein  zweites  NicoL  Das  Solenoid  kann  in  denselben  Stromkreis  ein- 
geschaltet werden,  in  dem  sich  auch  der  Draht  des  ersten  nnd  des 
zweiten  Rahmens  befindet  Zunächst  sei  der  Strom  unterbrochen; 
ferner  werde  zur  Vorbereitung  der  Messung  das  zweite  Nicol  durch 
Drehen  auf  Dunkel  gestellt,  so  dass  kein  Licht  durch  das  Ganze  mehr 
gehen  kann,  und  die  Stromstarke  werde  so  regulirt,  dass,  wenn  der 
Strom  eingeschaltet  wird  und  damit  das  Solenoid  ein  magnetisches 
Feld  erzeugt,  die  Ebene  der  Polarisation  des  Lichts  um  einen  Winkel 
gedreht  wird,  bei  welchem  das  zweite  Nicol  wieder  auf  hell  steht, 
also  Licht  durch  die  beiden  Nicola  und  die  Röhre  hindurchgelangen 
kann.     Jetzt  ist  die  Vorbereitung  fertig. 

Das  Oeschoss  durchschlagt  den  ersten  Rahmen;  der  Strom  wird 
hierdurch  selbstthätig  eingeschaltet;  das  Solenoid  wird  magnetisch,  die 
Polarisationsebene  momentan  gedreht;  das  Licht  fallt  durch  die  Nicola 
und  die  Rohre  auf  photographisches  Papier,  welches  auf  einen  mit 
constanter  Geschwkt  (electromagnetisch)  rotirenden  Cylinder  aufgewickelt 
ist.  Hierdurch  wird  das  Papier  so  lange  belichtet,  als  der  Strom 
eingeschaltet  ist.  Nun  gelangt  das  Geschoss  zum  zweiten  Rahmen 
und  durchschlagt  dessen  Draht;  derselbe  Strom  wird  dadurch  wieder 
unterbrochen,  die  Polarisationsebene  wird  zurückgedreht,  und  das 
photographische  Papier  wird  nicht  mehr  belichtet. 

Auf  diese  Weise  erhalt  man  einen,  je  nach  der  Geschossgeschwkt. 
mehr  oder  weniger  langen  schwarzen  Streifen  auf  dem  Papier.  Aus 
der  Länge  dieses  Streifens  und  der  Rotationsgeschwki  des  Cylinders 
(welch  letztere  durch  Schreiben  einer  Stimmgabelzinke  gemessen  wird) 
ergibt  sich  die  Flugzeit  und  damit  die  Geschossgeschwindigkeit. 

Der  Vorzug  dieses  Apparats  ist  der,  dass  hier  weniger  ponde- 
rable  Massen  bewegt  werden,  sowie  dass  derselbe  Strom  zu  An- 
fang und  zu  Ende  des  Vorgangs,  dessen  Dauer  gemessen  werden  soll, 
zur  Benützung  kommen  kann. 

Die  Erfinder  theilen  mit,  dass  sie  mit  Hilfe  ihres  Apparats  die 
Geschossgeschwkt.  zwischen  zwei  sehr  nahen  Punkten  zu  messen  im 
Stande  seien;  es  sei  dadurch  z.  B.  constatirt,  dass  die  Geschoss- 
geschwkt. auf  kurze  Entfernung  ausserhalb  der  Mündung  (1,8 
bis  2,1  m)  noch  wächst,  durch  Nachwirkung  der  Pulvergase; 
dass  das  Maximum  der  Geschwkt.  ca.  2  m  vor  der  Mündung 
liegt  und  dass  in  ca.  30  m  Entfernung  die  Geschossgeschwkt. 
gleich  der  Mündungsgeschwkt.  ist. 

Es  wird  sich  zunächst  darum  handeln,  hinsichtlich  des  geschil- 
derten Apparats,  welcher  vermöge  seiner  erwähnten  Vorzüge  vielleicht 
eine  bedeutende  Zukunft  hat,  die  möglichen  Fehlerquellen  zu  unter- 
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suchen;  solche  konnten  a)  darin  liegen,  dass  wegen  der  Selbstinduction 
(Extrastrom  in  dem  Solenoid)  derselbe  Strom  langsamer  ansteigt, 
wenn  der  Strom  geschlossen  wird;  als  er  aufhört  bei  Unterbrechung 
desselben;  b)  möglicherweise  auch  darin,  dass  in  Folge  von  Beugung 
des  Lichts  an  den  Kanten  des  Spaltes  und  in  Folge  von  Reflexion 
desselben  an  den  Theilchen  des  Bromsilbers  und  Silbers  eine  Ver- 
grösserung  des  auf  dem  Papier  oder  auf  der  Platte  erzeugten  Streifens 
in  ähnlicher  Weise  eintritt,  wie  dies  z.  B.  bekanntlich  bei  den  photo- 
graphischen Stern-Aufnahmen  beobachtet  wird. 

Wenn  sich  das  Ergebniss  der  Erfinder  bewahrheitet,  so  ist  damit 
bewiesen,  dass  die  bisher  übliche  Methode,  zur  Ermittlung  der 
Anfangsgeschwkt.  v0  die  Geschwkt.  %  zwischen  0  und  50  m 
Entfernung  zu  messen,  eine  unrichtige  war.  Es  müsste  die 
Geschwkt  in  grosserer  Entfernung  gemessen  werden. 

Nach  Vallier  soll  die  Entfernung  des  ersten  Rahmens  oder  Drahts 

=  Jq  der  muth masslichen  Anfangsgeschwkt.  v0  sein;  der  zweite  Rahmen 

(oder  Draht  oder  Platte)  soll  um  weitere  ^  v0  von  der  Mündung  ent- 
fernt sein;  darnach  müsste  also  z.  B.  bei  den  neueren  Infanteriegewehren 
zwischen  ca.  70  und  140  m  gemessen  werden. 

Ueber  die  Literatur  betreff,  die  electrischen  Apparate  zur  Messung 
vgi.Kouieo.der  Geschossgeschwindigkeiten  vgl.  man  Note  160. 
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Handbook  of  problems  in  direct  fire,  New-York  1890;  s.  darüber  auch  v.  Wuich, 
Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  u.  Geniewesens,  Jahrgang  1891, 
1.  Heft.  — -  de  la  Llave  y  Garcia,  balistica  abreviada.  Madrid  1888;  cientifico-militar, 
Barcelona;  vgl.  auch  darüber  Vallier,  balistique  expenm.  Paris  1894,  pag.  7.  — 
Krupp,  ballistische  Formeln  von  Mayevski  nach  Siacci,  Essen  1883;  ferner  „Ver- 
suche von  Fr.  Krupp,  in  Essen  zur  Ermittlung  des  Luftwiderstands  bei  grösseren 
GeschoBsgesch windigkeiten,  Herbst  1881,  Archiv  für  die  Artill.-  u.  Ing.-Offiz.  d. 
deutsch.  Reichs,  XVIII,  1889,  pag.  429.  —  Zabudski,  „über  den  Luftwiderstand 
bei  sehr  grossen  Geschossgeschwindigkeiten",  aus  dem  Russischen  übersetzt  von 
Klussmann  s.  o.;  vgl.  Archiv  f.  die  Artill.  u.  Ing.-Offic.  d.  deutsch.  Reichs,  Jahr- 
gang 1895,  pag.  18.  —  Ein  selbständiges  Werk  von  Zabudski,  „äussere  Ballistik", 
ist  neuerdings  erschienen,  aber  noch  nicht  übersetzt;  St.  Petersburg  1895.  —  Vgl. 
endlich  J.  M.  deTilly,  Notice  sur  deux  traites  räcents  de  balistique  et  sur 
l'fitat  actuel  de  cette  science;  Mem.  de  Bordeaux,  IX,  359 — 387. 

Note  18.    Vgl.  hierüber  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte; 
Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  Leipzig  1879;  1.  Band  pag.  360  ff. 
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Note  14.  Vgl.  Jahns  1.  c.  Band  II,  pag.  1421.  —  Betr.  der  vorstehenden  Ab- 
leitung ygl.  Bordoni,  memorie  della  Societa  Italiana  1816,  t.  XVII,  I,  pag.  191. 
—  Ueber  die  mathematische  Theorie  s.  weiter  E.  deJonquieres,  „aar  le  ricochet 
des  projectiles  Bpheriques  ä  la  snrface  de  Feau";  Compt.  rend.  97;  pag.  1278  ff.; 
es  finden  sich  hier  Berechnungen  über  die  Mitteilung  des  General  Douglas,  dass 
kugelförmige  Geschosse  von  0,16  m  Kaliber  bei  v0  *=  455  m  im  Mittel  22  Sprünge 
oder  Ricochets  auf  Wasser  machten  und  eine  Wurfweite  von  2470  m  erreichten; 
Jonquieres  führt  die  Rechnung  mit  Hilfe  gewisser  Näherungsannahmen  durch  und 
kommt  zu  dem  Schluss,  dass  die  Kugel  dabei  sehr  wenig  weit  in  das  Wasser 
eintaucht.    Die  Rechnung  wird  durch  Versuche  mit  1500  Schüssen  controlirt. 

Weiteres  über  die  Bewegung  der  Geschosse  im  luftleeren  Baum: 
P.  G.  Tait,  mathematical  notes.  Proceedings  of  the  royal  society  of  Edinburgh 
1875;  Beziehungen  zwischen  den  Flughöhen  zweier  gleichzeitig  aus  demselben 
Punkt  abgehender  Körper  nach  einer  bestimmten  Zeit.  —  W.  Walton,  on  a 
problem  in  the  calculus  of  Variation.  Quarterly  Journal  of  pure  and  appl.  Mathem. 
X,  1869;  pag.  72 — 78;  über  die  verschiedenen  möglichen  Curven  zwischen  dem 
Abgangspunkt  0  und  einem  bestimmten  Punkt  P;  speciell  über  den  Satz,  dass 
bei  gleicher  Anfangsgeschwindigkeit  jede  Geschossbahn  zwischen  0  und  P  die 
Bahn  der  kleinsten  Arbeitsleistung  ist. 

Weitere  Uebungsaufgaben  s.  bei  R.  Klimpert,  Lehrbuch  der  Dynamik 
fester  Körper;  (Theil  der  Encyklop&die  Kleyers);  Stuttgart  1889;  pag.  254—279; 
dort  zahlreiche  Aufgaben  gelöst;  ferner  yonWuich,  Lehrbuch  der  äusseren  Bal- 
listik, Wien  1882,  Heft  I,  pag.  45 ff.;  ferner  die  Uebungsbücher  zur  analytischen 
Mechanik:  Ferd.  Kraft,  „Sammlung  von  Problemen  der  analytischen  Mechanik41, 
Stuttgart  bei  Metzler  1885,  2  Bände,  I,  pag.  100;  die  meisten  Aufgaben  mit  Lö- 
sungen versehen.  W.  Walton,  Collection  of  problems  of  the  theoretical  mecha- 
nics,  Cambridge  1876  u.  Jullien,  problemes  de  mecanique  rationelle.  Paris  1855; 
Fuhrmann,  gleicher  Titel,  Leipzig;  A.  de  St.  Germain,  recueil  d'exercises  sur 
la  mecanique  rationelle,  Paris  1877;  P.  Zech,  gleicher  Titel,  Stuttgart  1864, 
neue  Ausgabe  mit  Lösungen  unter  Mitwirkung  von  C.  Cranz,  Stuttgart  1891. 

Note  15.    Vgl.  Didion,  traite'  de  balistique,  Paris  1848,  pag.  16. 

Note  16«  VgL  besonders  Poncelet,  introduction  ä  la  mecanique  indu- 
strielle, 1889,  2.  e*dit.  pag.  522—697;  ferner  Rühlmaan,  Hydromechanik,  Han- 
nover 1880. 

Note  17.    Dubuat,  Principes  d'hydraulique;  tom.  H,  sect.  I  u.  II. 

Note  18.  Vgl.  Alois  Indra,  Aufsatz  der  Zeitschrift:  „Mitteilungen  über 
Gegenstände  des  Artillerie-  u.  Geniewesens",  Jahrgang  1886,  pag.  1—80;  es  wer- 
den die  Luftwiderstandsversuche  eingehend  besprochen,  auch  Zahlenreihen  mit- 
getheilt.  Die  verschiedenen  Luftwiderstandsgesetze  sind  ferner  aufgeführt  von 
N.  von  Wuich,  Lehrbuch  der  äusseren  Ballistik,  Wien  1882  1.  Heft,  pag.  49  u.  f.; 
s.  weiter  v.  Pfister,  „Beurteilung  unserer  ballistischen  Rechenformelnu  in  dem 
„Archiv  für  die  ArtiU.-  u.  Ingenieurofficiere  des  deutsch.  Reichs14,  Jahrg.  1881, 
pag.  489  ff.  u.  E.  Vallier,  „£tude  sur  les  lois  de  la  reustance  de  1'air";  revue 
d* Artillerie,  tom.  26;  pag.  226—285  u.  824—847. 

Note  19«  Dr.  A.  Schmidt,  Professor  am  Realgymnasium  in  Stuttgart. 
Programm  für  1877/78,  „über  die  cyklische  Refraction",  Stuttgart  1878;  pag.  25, 
Nr.  VI;  die  Constitution  des  Aethers  (das  Gesetz  für  diesen  abgeleitet). 

Note  20.    Borda,   Abhandl.  der  Berliner  Academie  1768;  pag.  858;  vgl. 
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auch  Duchemin,  Experimentaluntersuchungen  über  die  Gesetze  des  Widerstands 
der  Flüssigkeiten,  deutsch  von  Schnuse,  1842. 

Note  21.  Bobins,  new  principles  of  gunnery;  deutsch  von  L.  Euler, 
Berlin  1746.  —  Hutton,  tracts  1778,  Nr.  27  bis  37;  französ.  Uebersetzung  von 
0.  Terquem,  nouvelles  explriences  d' Artillerie,  II.  part.  pag.  84. 

Note  22.  Thibault,  lieutenant  de  yaisseau,  „recherches  expe*rimentales 
sur  la  resistance  de  Fair,  1826,  pag.  11,  62,  128. 

Note  28.  „Memorial  d' Artillerie44,  Nro.  6,  pag.  653  und  „Memoire  präsente* 
ä  M.  le  Ministre  de  la  guerre  et  au  concours  pour  le  grand  prix  de  Mathema- 
tiques  de  Tlnstitut  sur  la  resistance  des  fluides44;  1837.  vgl.  Didion,  traite*  de 
balistique,  1848,  pag.  33. 

Note  24.  Vgl.  Didion,  traite'  de  balistique,  Paris  1848,  pag.  43  ff.  und  Me- 
moire sur  la  balistique,  präsente  au  Comite'  d' Artillerie,  1844. 

Note  25.  J.  B.  Baille,  sur  la  resistance  de  Tair  dans  les  mouvements 
oscillatoires  tres  lents.  Compt.  rend.  96;  1493.  —  Thiesen,  Wiedemann's  Anna- 
len  Band  26,  pag.  309;  Jahrgang  1885.  Hierbei  bewegt  sich  ein  cylindrischer 
Stab  von  Z  cm  Lange  und  d  Durchmesser  senkrecht  zu  seiner  Achse  mit  der 
Geschwindigkeit  v  (cm/sec);  dann  ist  der  Widerstand  (g) 

TT=  10-6Z.[7,26«  +  0,486  •  d- t?f  +  0,0000698    d1*8]; 

wenn  dagegen  der  Stab  nur  rotirt  (t  sec  Umdrehungszeit),  so  ist  das  Moment  des 
Widerstands 

M  =  10-8  •  Z8  [8,80  •  y  +  0,699  •  Z  •  ~  +  0,000216  •  I»  ~]  • 

Note  26.  Generalmajor  Otto,  „Ein  Beitrag  zur  Ermittlung  des  Luftwider- 
standsgesetzes44 vgl.  Journal  von  Schlömilch  1866,  pag.  515. 

Note  27.  Versuche  von  Krupp,  Archiv  für  Artillerie-  u.  Ingenieurofficiere 
des  deutschen  Reiche,  Jahrgang  1889,  IX,  pag.  193  ff. 

Note  28.  Vgl.  Siacci,  balistique  extärieure,  französ.  Uebersetzung  von 
Laurent,  Paris  1892,  pag.  7,  Tabelle  für  den  Formcoefficienten  t. 

Note  29.  Schmidt,  „Theorie  des  Widerstands  der  Luft  bei  der  Bewegung 
der  Körper  1831;  dieses  Gesetz  wurde  als  ungenügend  nachgewiesen  von  Otto, 
s.  ScMömilch's  Zeitschrift  Jahrgang  1866,  pag.  518  ff. 

Note  80.  Comte  de  St.  Robert,  „du  mouvement  des  projectiles  dans  les 
milieux  re'sistants14.  1859. 

Note  81.    Vgl.  Vallier,  „balistique  exp&imentale44,  Paris  1894,  pag.  4. 

Note  82.  de  la  Llave,  balistica  abreviada,  s.  die  Zeitschrift  revista  cien- 
tifico  militar  Barcelona;  Vallier,  balistique  experim.  1894;  pag.  6. 

Note  88.    Ingalls,  exterior  balistics,  New  York  1886. 

Note  84.  Zabudski,  äussere  Ballistik,  St.  Petersburg  1895;  Druckerei  der 
Kais.  Akad.  cL  Wissensch.  —  Bericht  über  dieses  in  russischer  Sprache  geschrie- 
bene, schon  erwähnte  Werk,  von  Hauptmann  Klussmann,  „über  den  Luftwider- 
stand bei  sehr  grossen  Geschossgeschwindigkeiten44.  Archiv  für  die  Artill.  u.  In- 
genieurof&c.  cL  deutsch.  Reichs,  Jahrg.  1895.  pag.  18. 

Note  85.  Chapel,  compt.  rend.  10.  Dec.  1894  u.  1895  pag.  677;  ferner 
E.  Vallier,  £tude  sur  les  lois  de  la  resistance  de  Fair;  Basal  J.  pag.  147 — 194. 

Note  86.    Didion,  traite*  de  balistique  1848;  Anhang  pag.  6  u.  7. 

Note  87.    Siacci,  balistique  exteneure,  franz.  von  Laurent,  1892,  pag.  14. 
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Note  88.  Näheres  hierüber  s.  bei  Didion,  traitä  de  balistique,  1848, 
Nro.  94,  pag.  124. 

Note  89.  Vgl.  hierüber  Poisson,  trafte*  de  mäcanique,  Paris  1833.  —  Du- 
hamel, Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,  deutsch  von  Wagner,  Braunschweig 
1853.  —  Basal,  traitä  de  mecanique  generale,  tom.  I,  1873  u.  A.  Der  Verfasser 
folgt  im  Wesentlichen  hier  den  Ausführungen  von  Poisson. 

Note  40.  Euler,  Abhandlungen  der  Berliner  Academie  1753,  pag.  321  ff. 
—  Otto,  „Allgemeine  ballistische  Tabellen  u.  mathematische  Theorie  des  Rico- 
chetschusses  1844;  französ.  Uebersetzung  von  Rieffei.  —  v.  Grävenitz,  „Abhand- 
lung über  die  Bahn  der  Artilleriegeschosse14  1844.  —  Lägendre,  Abhandlungen 
der  Berliner  Academie  1782  und  Journal  de  l'ficole  polytechn.  11.  cah.,  memoire 
de  Moreau,  pag.  222.  —  Didion,  traite*  de  balistique,  1848,  p.  160.  —  Neil, 
(Grunert'e  Archiv,  Th.  36,  pag.  861  u.  Th.  47,  p.  838)  hat  die  Euler'sche  Tabelle 
noch  einmal  berechnet;  wahrscheinlich  ohne  Kenntniss  von  Euler's  Arbeit  gehabt 
zu  haben. 

Note  41.  San  Roberto,  „de  moto  de1  proietti  ne'  mezzi  resistent^4  1855. 
Memorie  della  R.  Academia  scienze  di  Torino,  serie  II,  tomo  XVI.  —  Siacci, 
balistique  exterieure,  übersetzt  von  Laurent,  Paris  1892,  pag.  25 ff.  —  Siacci, 
„über  den  Winkel  der  grössten  Schussweite ";  s.  Mittheilungen  aus  dem  Gebiet 
des  Artill.-  u.  Geniewesens;  Referat  von  Kriwanek;  Jahrg.  1888,  1.  Heft  pag.  49. 
E.  Va liier,  Note  sur  la  dätermination  de  1'angle  de  plus  grande  porte'e.  Revue 
d' Artillerie  81,  pag.  362—367.  —  N.  Zabudzki,  über  die  Lösung  der  Probleme 
des  indirecten  Schiessens  und  über  den  Winkel  der  grössten  Schussweite;  St.  Peters- 
burg, 1888;  Referat  von  Elussmannim  „Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingenieur- 
officiere  des  deutsch.  Reichs14,  1889,  pag.  376.  —  H.  Re*sal,  Note  sur  dein  pro- 
prie'te'B  de  la  courbe  balistique,  quelque  soit  l'exposant  de  la  puissance  de  la 
vitesse  ä  la  quelle  est  proportioneile  la  resistance  du  milieu.  Compt.  rend.  LXXIX, 
1217 — 1221.  —  R.  Davis,  Solution  of  a  question.  „Educationed  Times44.  London, 
edited  by  W.  J.  C.  Miller;  C.  T.  Hodgeson  and  Son;  47—48;  s.  auch  Guäbhard, 
Solution  de  question  1021.  Nouvell.  Ann.  XHI,  486 — 438.  —  Radau i  remarques 
sur  le  tir  des  projectiles  oblonge.  Compt.  rend.  LXYI,  1032 — 1034.  —  M.  de  Brettes, 
Compt.  rend.  LXVm,  1836—1338;  ebenda  LXIX,  394—397;  LXIX,  1239—1242; 
LXYI,  657;  LXVII,  896.  Sätze  über  Schaaren  ahnlicher  Flugbahnen  s.  bei  Siacci, 
baliBt.  exter.  1892,  pag.  97.  —  A stier,  revue  d1  Artillerie  1877. 

Note  42.  s.  Jacobi,  Crelle's  Journal  Band  XXTV,  pag.  25,  1842  und  ge- 
Bammte  Werke,  Band  4,  pag.  286  „de  motu  puncti  singularis44 ;  vgl.  auch  Siacci, 
balistique  exte*r.  1892,  pag.  26. —  Schell,  theor.  Mechanik  1879,  1.  Band,  pag.  368. 

Note  48.    Vgl.  hierüber  Siacci,  baiist.  exte*r.  1892;  pag.  84  ff. 

Note  44.  Ueber  die  Arbeit  von  Zabudski  vom  Jahr  1888  vgl.  den  oben 
erwähnten  Aufsatz  von  Elussmann,  „über  die  Lösung  der  Probleme  des  Schiessens 
mit  gekrümmter  Flugbahn  und  über  den  Winkel  für  die  grösste  Schuseweite44; 
Archiv  für  die  Artill.-  u.  Ingenieurofnc.  d.  deutsch.  Reichs  1889,  pag.  376;  vgl.  auch 
de  Sparre,  Compt.  rend.  114,  1892,  pag.  1172—1174.  —  Allegret,  Bulletin  de 
la  socie'te'  mathemat.  de  France;  Paris  1875. —  Die  Arbeit  von  A.  G.  Greenhill, 
Professor  of  Mathematics  to  the  advanced  Class  of  Artillery-Ofncers:  „on  the 
motion  of  a  projectile  in  a  resisting  medium44.  Woolwich,  royal  Artillery  Insti- 
tution, 1882;  Greenhill  hat  auch  gezeigt,  wie  die  Bashforth'sche  Methode  für 
Schusstafelberechnung  gekürzt  werden  kann:  Proceedings,  royal  Artillery  Insti- 
tution, Nro.  2,  vol.  Xm,  1884;  dort  auch  einige  Citate  englischer  Ballistiker.  — 
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Vgl.  ferner  Merrifield,  Messenger,  V,  6 — 12,  1869,  betreffs  des  cubischen 
Gesetzes. 

Note  45.  Ueber  die  Planetenbewegung  im  widerstehenden  Mittel  vgl.  Pois- 
son,  mlcan.  rationelle  1838;  Basal,  mecan.  generale  1878,  tome  I,  pag.  169. 

Note  46.  Dies  ohne  speoielle  Ableitung  hier  nur  zusammengestellt;  vgl. 
darüber  Siacci,  bal.  exter.  Paris  1892,  pag.  82;  von  Wuioh,  Lehrbuch  der 
äusseren  Ballistik  1888,  2.  Heft,  pag.  199;  dort  bequeme  Tabellen;  endlich  Dr.  Jul. 
Märker,  Oberlehrer  am  Fr.  Gymnasium  in  Harford;  Gymnasialprogramm  1876. 

Note  47.  Didion,  traite*  de  balistique,  Paris  1848.  —  Vgl.  auch  den  sehr 
klaren  Auszug  aus  den  Didion'schen  Entwicklungen  von  Sonnet,  dictionnaire  des 
mathematiques  appliqules,  Paris  1874;  pag.  98  ff.  Die  Tabellen  und  Beispiele  sind 
aus  Sonnet. 

Note  48.  Euler,  Abhandl.  d.  Berliner  Aoademie,  1758,  pag.  848,  dort  findet 
sich  die  Euler'sche  Tabelle. 

Note  49.  Vgl.  hierüber  Siacci  selbst  (Giornale  di  Artigleria  e  Genio,  1880, 
parte  2,  punt.  4,  aprile)  auch  Mayevski,  „über  die  Lösung  der  Probleme  des 
directen  und  indirecten  8chiessen8u,  deutsch  von  Elussmann,  Berlin  1886  bei 
E.  S.  Mittler. 

Note  50.  Siacci,  balistique  extärieure,  1892,  pag.  84—67.  Ferner  Siacci* s 
Aufsätze  in  der  „Rivista  d' Artigleria  e  Genio",  Jahrgang  1886,  Band  m,  pag.  202; 
Jahrgang  1889,  Band  IV  u.  Jahrgang  1890,  Band  IV,  pag.  20—28;  im  letzteren 
Aufsatz  die  Berechnung  des  Factor  ß  allgemein  für  das  Widerstandsgesetz  a  •  vn ; 
die  Specialisirung  für  v*  und  v*  liefert  ihm  die  Vergleichung  mit  der  entsprechen- 
den Methode  von  Bashforth  (v*)  und  von  Zabudski  (t?4).  —  Mola  in  seinem 
Aufsatz  Rivista  d'Artigleria  e  Genio  1892,  Band  I  specialisirt  sodann  für  o*  und 
vergleicht  die  Siacci1  sehe  Methode  mit  derjenigen  von  Otto  (Tafeln  für  den 
Bombenwurf  1842),  wobei  er  gute  Uebereinstimmung  findet.  Vgl.  hierüber  auch 
den  Aufsatz  im  „Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingenieurofnc.  des  deutschen 
Reichs11,  Jahrgang  1892,  pag.  888,  „über  die  genaue  Lösung  des  ballistischen 
Problems  für  quadratischen  Luftwiderstand". 

Note  51.  Ueber  den  Formcoefficienten  s.  Tabelle  bei  Siacci,  baiist.  exter. 
1892,  pag.  7;  genauer  bei  Vallier,  baiist.  experim.  1894,  pag.  10;  die  Tabellen 
beziehen  sich  nur  auf  Artilleriegeschosse;  für  Infanteriegeschosse  ist  i  aus  der  Er- 
fahrung zu  bestimmen. 

Note  52,  Ferruccio  Mola  hat  die  Siacci'sche  Tabelle  seiner  Zeit  verlängert, 
s.  Rivista  d' Artigleria  e  Genio,  Dec.  1891,  pag.  482;  verdeutscht  im  Archiv  für 
die  Artill.  u.  Ingenieuroffic.  d.  deutsch.  Reichs,  Jahrgang  1892,  pag.  188.  —  Be- 
rardinelli  hat  in  der  Tabelle  für  D  eine  Abänderung  getroffen,  indem  er  ab- 
hängige und  unabhängige  Variable  vertauscht,  also  D  in  gleichen  Intervallen 
fortschreiten  lässt  und  dazu  die  Werthe  von  u  angibt,  was  für  manche,  aber 
nicht  für  alle  Aufgaben  bequemer  ist;  s.  darüber  Berardinelli  „tavola  ba- 
listica",  Rivista  d'Artigleria  e  Genio,  1886,  Band  II.  —  Vgl.  ferner  den  Aufsatz 
von  von  Wuich,  „die  Berechnung  der  Schusstafeln  seitens  der  Gussstahlfabrik 
Fr.  Krupp"  (die  sich  auf  die  Siacci'sche  Methode  stützt);  Mittheilungen  über 
Gegenstände  d.  Artillerie  u.  Geniewesen,  Jahrgang  1891,  1.  Heft.  —  von  P fister, 
„Siacci  u.  die  stückweise  Berechnung  der  Flugbahn11,  Archiv  f.  d.  Art.  u.  Ing.-Off. 
d.  d.  R.  Jahrgang  1882,  pag.  198;  der  Verfasser  weist  darauf  hin,  dass  noch  der 
Einflus8  der  Geschossspitze  zu  berücksichtigen  bliebe. 

Note  58.  S.  darüber  Vallier,  baiist.  exp&im.  1894,  pag.  6 ff. ;  pag. 44 ff. ;  pag. 66. 
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Note  54.  Vallier,  bal.  expär.  1894;  pag.  46,  Note  A;  ygl.  auch  Siacci, 
baiist.  exter.  1892,  Chap.  m,  pag.  34  bis  46. 

Note  55.    Ygl.  revue  dT Artillerie,  1890,  April,  Mai,  Dec. 

Note  56.    Vgl.  Siaocci,  baiist.  extlr.  1892,  pag.  79  ff. 

Note  57.  Braccialini,  revue  d' Artillerie,  tom.  27;  1886,  pag.  287.  —  Ueber 
die  Arbeit  von  Zabudski  ygl.  Vallier  1.  c.  pag.  108.  —  Vgl.  auch  Mayevski- 
Elus8mann,  1.  o.  1886,  pag.  61  ff. 

Note  68.  Fr.  Bashforth,  a  mathematical  treatise  on  the  motion  of  projec- 
tiles.  London,  Asher  1878.  —  Vgl.  über  die  Bashfort'sche Methode  auch:  Mayevski- 
Elus8mann  1.  c.  Berlin  1886  bei  Mittler,  pag.  28;  dieser  Darstellung  folgen  wir 
hier.    Das  Zahlenbeispiel  nach  Klussmann. 

Note  59.  de  Saint  Robert,  memoires  scientifiques;  tom.  m,  hypsomätrie. 
Turin  1874;  vgl.  auch  Mayevski-Klussmann  1.  c.  1886.  pag.  84 ff. 

Note  60.  Siacci  leitet  seine  Methode  für  den  Bombenwurf  selbst  aus  der 
oben  erwähnten  Methode  für  den  directen  Wurf  ab,  indem  er  statt  u  wieder  x 
als  unabhängige  Variable  einfuhrt  und  sodann  speciell  das  quadratische  Gesetz 
wählt,  s.  baiist.  exter.  1892,  pag.  79  ff.  —  F.  Chapel,  französ.  Artilleriecapitän, 
sur  le  calcul  des  el&nents  balistiques,  Paris,  Berger-Levrault,  1881;  seine  Tabelle 
auch  bei  Siacci,  baiist.  exter.  pag.  466.  —  Hauptmann  von  Scheve,  „zur  Auf- 
stellung der  Schusstafeln  für  Wurffeuer",  Archiv  für  die  Artill.  u.  Ing.-Offic.  d. 
deutsch.  Reichs  1886,  pag.  629.  (v.  Scheve  hat  auch  die  Werke  von  Siacci  und 
Braccialini  übersetzt.)  —  v.  Scheve,  „Tafeln  für  das  indirecte  und  Wurffeuer44, 
Archiv  f.  d.  Art.-  u.  Ing.-Offic.  d.  d.  Reichs,  Jahrgang  1886,  pag.  97  ff.;  dort  die 
neuern  Tabellen  v.  Scheve's;  Verbesserungen  dazu  pag.  271  u.  272.  —  Feruccio 
Mola,  italien.  Artillerielieutenant,  „über  die  Aufstellung  der  Schusstafeln  für  den 
Bogenschuss,  Rivista  d'Artigleria  e  Genio,  Aug.  1892,  verdeutscht  im  „Archiv  für 
die  Artill.-  u.  Ing.-Offic.  d.  d.  Reichs,  Jahrgang  1893,  pag  1.  —  Die  Verwendung 
des  biquadratischen  Gesetzes  durch  Zabudski  bespricht  Siacci  abfällig; 
insbesondere  das  Verfahren  Zabudski's,  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  dabei 
zu  benützen;  s.  hierüber:  Rivista  d'Artigleria  e  Genio,  1889,  vol.  IH,  u.  1891,  Febr.; 
Archiv  f.  d.  Artill.-  u.  Ing.-Off.  d.  d.  R.  Jahrgang  1890,  pag.  1  (Arbeit  von  Za- 
budski) u.  Archiv  Jahrgang  1892,  pag.  172  (Arbeit  von  Siacci). 

Note  61.  Poncelet,  lecons  de  Mecanique  industrielle,  Metz  1828/29,  Hpartie, 
pag.  66;  nach  ihm  Didion,  traitä  de  balistique,  1848,  pag.  196  ff. 

Note  62.  Denecke,  „neue  ballistische  Rechenformeln44,  Archiv  f.  d.  Artül.- 
u.  Ingen.-Offic.  d.  d.  R.,  Jahrgang  1888,  pag.  231  ff.;  er  legt  den  Anfang  des  Coor- 
dinatensystems  in  den  Flugbahnscheitel  und  stellt  für  das  Gesetz  b  •  vn  die  Reihen- 
entwicklung auf;  auf  diese  Weise  controlirt  er  den  Werth  der  verschiedenen 
speciellen  Luftwiderstandsgesetze  an  der  Hand  der  Erfahrung. 

Note  63«  Lambert,  Abhandl.  d.  Berliner  Academie,  1766,  „über  den  Wider- 
stand der  Flüssigkeiten  mit  der  Lösung  des  ballistischen  Problems44,  pag.  102 — 188. 
Ueber  die  verschiedenen  Reihenentwicklungen  vgl.  besond.  auch  Didion,  traitä 
de  balistique  1848,  pag.  163. 

Note  64.  Bor  da,  Abh.  d.  Pariser  Acad.  1769,  sur  la  courbe  de*crite  par 
les  boulets  et  les  bombes,  en  ayant  egard  ä  la  r&istance  de  l'air.  —  Tempelhof, 
Abh.  d.  Berliner  Acad.  1788/89,  „über  das  ballistische  Problem  und  über  die  Be- 
wegung eines  Körpers  im  widerstehenden  Mittel14;  auch  besonders  erschienen  (s.  o.) 
unter  dem  Titel:  „der  preussische  Bombardier44,  Berlin  1791.  —  Aehnliche  Reihen 
stellte  Otto  auf  (mathemat.  Theorie  des  Ricochetschusses  1883). 
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Note  65«  von  Pf  ister,  „Beurtheilung  unserer  ballistischen  Rechenformeln", 
Archiv  für  die  Artill.-  u.  Ingen.-Offic.  d.  d.  R.,  Jahrgang  1881,  p.  489  ff.,  vgl.  auch 
Didion,  1.  c.  pag.  179  ff. 

Note  66.  Prehn,  die  Ballistik  der  gezogenen  Geschütze,  Berlin  1864,  bei 
Mittler. 

Note  67.  A.  Mieg,  Major  z.  D.,  theoretische  äussere  Ballistik;  Berlin  1884 
bei  Mittler. 

Note  68.  A.  Indra,  synthetische  Entwicklung  eines  allgemein  giltigen  Luft- 
widerstandsgesetzes;  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artill.-  u.  Geniewesens, 
XVII,  pag.  1—34  u.  66—80. 

Note  69«  E.  Oekinghaus,  Lehrer  an  der  Kgl.  Baugewerkeschule  in  Königs- 
berg i.  Pr.  „die  Hyperbel  als  ballistische  Curve";  Archiv  f.  d.  Artill.-  u.  Ingen.- 
Offic.  d.  d.  B.,  1898,  p.  241,  mit  Fortsetzungen  bis  1896;  die  angeführten  Glei- 
chungen im  Jahrgang  1894,  pag.  620  ff. 

Note  70«  Chapel,  sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  l'air.  Compt. 
rend.  lO.Dec.  94  u.  26.  März  1896;  er  bespricht  das  von  Vallier  (und  früher  von 
Chapel)  aufgestellte  Gesetz  a(v  —  Ä),  das  auf  die  russischen  und  englischen  Be- 
obachtungen vom  Jahr  1876  gegründet  wird  und  von  v  =  300  bis  1100  giltig 
sein  soll. 

Note  71.  S.  darüber  Poncelet,  introduction  ä  la  mecanique  industrielle 
s.  o.,  Not.  61. 

Note  72.  Didion,  1.  c.  pag.  39;  vgl.  ferner  Bühlmann,  Hydromechanik, 
Hannover  1880. 

Note  78.  Ueber  die  Arbeit  von  Duchemin  vgl.  Bühlmann,  Hydromecha- 
nik, 1880,  pag.  789;  ferner  Memorial  de  T Artillerie,  Nr.  6,  §  63. 

Note  74.  F.  B.  von  Lössl,  E.  Gerlach,  Bayleigh:  s.  Ingenieurtaschen- 
buch „Hütte",  Jahrgang  1893,  I.  Theil,  pag.  278.  —  F.  Fink:  s.  Civilingenieur 
1892,  pag.  636. 

Note  75.  Otto  Lilienthal,  über  den  Vogelflug  als  Grundlage  der  Flieg- 
kunst, Berlin  1889.  —  G.  Wellner,  Professor  an  der  techn.  Hochschule  zu  Brunn, 
„Versuche  über  den  Luftwiderstand  gewölbter  Flächen  im  Winde  und  auf  Eisen- 
bahnen11; Zeitschrift  für  Luftschifffahrt  und  für  Physik  der  Atmosphäre;  Beilage  zu 
Heft  X,  Oct.  1893;  u.  in  der  Zeitschrift  des  Österreich.  Ingenieur-  u.  Architecten- 
vereins,  Nr.  26 — 28,  1893.  G.  Wellner,  der  besonders  umfassende  Versuche  an- 
stellte, führt  an,  dasB  grössere  Flächen  im  Vergleich  mit  kleinen,  ebenso  Quadrate 
u.  kreisrunde  im  Vergleich  mit  langgestreckten  oder  in  mehrere  Theile  gesonderten 
Flächen  einen  merklich  kleineren  Luftwiderstand  pro  Quadratmeter  ergaben.  Er 
erklärt  dies  wie  folgt:  Vor  der  (senkrecht  bewegten)  Fläche  schieben  sich  die 
Lufttheilchen  dichter  zusammen;  es  bildet  sich  eine  hügelförmige  Anstauung  von 
Luftmassen,  welche  sich  fest  an  die  Fläche  anschmiegen  und  mit  ihr  weiter- 
gehen, während  die  neu  herankommende  Luft  ausweichend  quer  zur  Seite  ge- 
drängt wird;  und  zwar  entspreche  die  Verdichtung  auf  der  Vorderseite  der  Fläche 

v1 
einer  Luftsäulenmanometerhöhe  - —  ,  ebenso  die  auf  der  Bückseite  herrschende 

2  -  q ' 

Verdünnung  einer  ebenso  grossen  Höhe  - — ,  so  dass  die  Druckdifferenz  zu  beiden 

Seiten  der  Fläche  den  Werth  - —  =  —  annimmt.     Dagegen  an  den  Kindern 

2-0         9 

der  Fläche,  wo  die  Luft  nach  vorn  und  rückwärts  herüberfliesst,  entstehen  Con- 
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tractionserscheinuiigen  und  Wirbelbüdungen,  durch  welche  der  vordringende  Quer- 
schnitt der  bewegten  Fläche  wiederum  einen  kleinen  Zuwachs  erfahrt,  und  zwar 
einen  Zuwachs,  der  um  so  mehr  zur  Geltung  kommen  muss,  je  länger  im  Ver- 
hältniss  zum  Inhalt  der  Fläche  die  Ausdehnung  ihres  Umfangs  ist.  —  Gegenüber 
dem  1.  Theil  dieser  Erklärung  möchte  der  Verfasser  bemerken,  dass  nach  seiner 
Ansicht  von  einem  Mitgehen  derselben  Luftmasse  im  eigentlichen  Sinne  nicht  ge- 
sprochen werden  kann;  vgl.  auch  die  Theorie  von  Mach,  15.  Abschnitt. 

Note  76.  S.  die  schon  erwähnten  Lehrbücher  der  Ballistik;  ferner  Basal, 
essai  sur  la  ddtermination  du  frottement  de  l'air  sur  un  projectile  oblong.  Nou- 
velle  Annal.  Xu,  561 — 665.  —  P.  Gautier,  mouvement  d'un  projectile  dans  Tair. 
Annales  de  l'ficole  Normale,  V,  7 — 65;  es  werden  Besultantenberechnungen  durch- 
geführt; besonders  bequeme  Tabellen  gibt  von  Wuich,  1.  c.  1.  Heft,  pag.  82 — 101. 

Note  77«  H.  v.  Helmholtz,  Wissenschaftl.  Abhandlungen,  1.  Band  pag.  169 
„über  ein  Theorem,  geometrisch  ähnliche  Bewegungen  flüssiger  Körper  betreffend, 
nebst  Anwendung  auf  das  Problem,  Luftballons  zu  lenken". 

Note  78.  Professor  D.  August,  über  die  Rotationsfläche  kleinsten  Wider- 
stands und  über  die  günstigste  Form  der  Geschossspitze  nach  der  Newton'schen 
Theorie14.  Journal  für  Mathem.  Band  103.  pag.  1 — 24  u.  Archiv  für  die  Artill.  u. 
Ingen. -Offic.  d.  d.  R.  Jahrgang  1887,  pag.  1.  —  G.Freiherr  von  Lamezan,  bayer. 
Artillerieoberst,  „die  Flächen  kleinsten  Widerstands  oder  grössten  Antriebs, 
berechnet  und  verwerthet  für  das  Vordertheil  und  Hintertheil  von  Schiffen", 
Archiv  etc.  Jahrgang  1880,  pag.  485 f.;  besonders  für  solche  Leser  zu  empfeh- 
len, welchen  die  Variationsrechnung  nicht  bekannt  ist ;  diese  wird  hier  abgeleitet. 
—  Vgl.  auch  v.  Wuich  1.  c.  1.  Heft,  pag.  128. 

Note  79.  Kummer,  f  Professor  der  Mathem.  an  der  Universität  in  Berlin, 
„Ueber  die  Wirkung  des  Luftwiderstands  auf  Körper  von  verschiedener  Gestalt, 
insbesondere  auch  auf  die  Geschosse".  Abhandlungen  der  Berliner  Academie, 
27.  Mai  1876;  mit  einem  Nachtrag:  „neue  Versuche  zur  Bestimmung  des  Angriffs- 
punkts der  Resultante  des  Luftwiderstands  gegen  rechteckige  schiefe  Ebenen",  1876. 

Note  80.  Vallier,  baiist.  experim.  1894,  pag.  67.  —  Siacci,  baiist.  exte>. 
1892,  pag.  105  ff.  —  von  Wuich,  Lehrbuch  d.  äuss.  Ballistik  1882,  p.  82 ff.  — 
Didion,  1.  c.  pag.  841. 

Note  81.  Denecke,  „über  Tageseinflüsse";  Archiv  f,  d.  Artill.-  u.  Ingen - 
Offic.  d.  d.  R.,  Jahrgang  1886,  pag.  1  u.  1887,  pag.  226;  eine  eingehende  Unter- 
suchung über  den  Einfluss  der  Temperatur,  des  Luftdrucks,  der  Luftfeuchtigkeit, 
des  Winds,  mit  zahlreichen  Beispielen,  auf  Grundlage  praktischer  Erfahrungen.  — 
„Der  Einfluss  des  Luftdrucks  und  der  Wärme  auf  die  Schussweite".  Aufsatz  im 
Archiv  f.  d.  Artill.-  u.  Ing.-Offic.  d.  d.  R.,  Jahrgang  1890,  pag.  274;  mit  Beispielen 
betreffs  der  englischen  Erfahrungen  im  Transvaalkrieg.  —  H.  Putz,  Note  sur  les 
imperfections  inevitables  des  projectdles  et  leur  influence  sur  la  justesse  du  tir. 
Revue  d' Artillerie,  Band  24,  pag.  298—305.  —  v.  Pf  ister,  „ein  ballistischer  Irr- 
thum";  Archiv  f.  d.  Artill.-  u.  Ingen.-Offic.  d.  d.  R.,  Jahrgang  1886,  pag.  73.  Es 
wird  nachgewiesen,  dass  man  den  Einfluss  einer  Veränderung  des  Luftgewichts  9 
auf  die  Schussweite  nicht  durch  eine  allgemeine,  für  jede  Entfernung  giltige  Pro- 
centzahl angeben  kann.    (Folgt  übrigens  direct  aus  der  Formel;   dX  ist  propor- 

portiond   Xir)- 

Note  82.   Aufsatz  im  Archiv  f.  d.  Artill-  u.  Ing.-Offic.  d.  d.  R.,  Jahrgang  1886, 
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pag.  455,  „über  den  Einfiuss  deB  schiefen  Räderstands  auf  das  Schiessen  der 
Feldartillerie'4.  —  S.  ferner  Didion  1.  c.  pag.  864. 

Note  88.  Ueber  die  Geschossabweichungen  in  Folge  der  Erdrotation  vgL 
Poisson,  Memoire  sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  Fair.  Journal  de  l'ficole 
Polytechnique  XV,  1.  Cah.  pag.  21;  auch  als  besondere  Schrift  erschienen.  — 
Schell,  theoretische  Mechanik,  1879,  pag.  628  ff.  —  A.  Sprung,  Stadien  über 
den  Wind  und  seine  Beziehungen  zum  Luftdruck;  J)  zur  Mechanik  der  Luftbewe- 
gungen; pag.  27  „Archiv  der  deutschen  Seewarte",  2.  Jahrgang  1879.  —  A.  Sprung, 
geometrische  Ableitung  der  Grösse  des  ablenkenden  Einflusses  der  Erdrotation; 
deutsche  meteorolog.  Zeitschrift,  I,  250—252;  ähnlich  Basal,  mecan.  generale, 
tom.  1,  pag.  107.  —  J.  Finger,  über  den  Einfiuss  der  Erdrotation  auf  die  parallel 
zur  sphäroidalen  Erdoberfläche  in  beliebigen  Bahnen  vor  sich  gehenden  Bewegungen; 
Sitzungsberichte  der  Wiener  Acad.,  1877,  II.  Abth.  Juniheft.  —  Oekinghaus, 
Klein' 8  Wochenschrift  für  Astronomie,  Meteorologie  und  Geographie,  1891  pag.  89; 
s.  darüber  auch  Fortschritte  der  Physik  1898,  Band  m,  pag.  421.  —  Wiegrebe 
und  Darapsky,  Dingler's  polytechn.  Journal  1867;  186.  Band,  pag.  98. —  Mann- 
heim, revue  d' Artillerie  VII;  es  wird  der  Fall  behandelt,  dass  das  Ziel  über  dem 
Horizont  liegt.  —  Berger,  über  den  Einfiuss  der  Erdrotation  auf  den  freien  Fall 
der  Körper  und  die  Flugbahnen  der  Projectile,  Coburg  1876.  —  Page,  mouve- 
ments  relative  ä  la  surface  de  la  terre.  Nouv.  Annales  1867;  VI,  pag.  97, 887, 481.  — 
Hoppe,  Archiv  für  Mathematik  und  Physik,  1879,  pag.  96. 

Note  84.  Benzenberg,  Versuche  über  die  Gesetze  des  Falles,  Dortmund 
1804.  —  Reich,  Fallversuche,  Freiberg  1881.  —  S.  auch  Winkelmann,  Hand- 
buch der  Physik,  Breslau  1891,  1.  Band  pag.  107. 

Note  85.  Diese  .Bemerkung  stammt  von  Prof.  Dr.  A.  Schmidt,  der  sie 
dem  Verfasser  mittheilte.  A.  Schmidt  selbst  hat  sich  in  einem  längeren  Aufsatz 
in  den  „mathem.  naturwissenschaftl.  Mittheilungen14  (herausgegeben  von  Rektor 
Dr.  Böklen,  Verlag  von  Fues  in  Tübingen,  Jahrgang  IE,  1889  pag.  59)  eingehend 
über  das  Wesen  der  Centrifugalkraft  geäussert;  letzterer  Aufsatz,  welcher  dem  Ver- 
fasser besonders  aufklärend  hinsichtlich  dieses  so  vielfach  falsch  aufgefassten  Be- 
griffs erscheint,  sei  zur  Leetüre  empfohlen. 

Note  86«  Die  Bewegung  des  Geschosses  unter  dem  Einfiuss  der  Windströmung 
wurde  zuerst  mathematisch  behandelt  von  Bor  da,  „die  Bewegung  der  Geschosse 
in  einem  bewegten  Mittel",  Memoires  de  l'Acad.  des  sciences  1769.  —  Ferner 
Persy,  cours  de  balistique,  lithogr.  de  l'ficole  d1  Application  de  V Artillerie  et  da 
Genie,  Metz  1884;  s.  Didion  1.  c.  pag.  811.  —  von  Wuich  1.  c.  Heft  HI  pag.  474. 
—  Siacci,  baiist:  exter.  1892,  pag.  118  ff.  —  Räsal,  mecanique  generale,  Tome  EL, 
append.  pag.  409  ff. 

Note  87.   Didion,  1.  c.  pag.  804 ff. 

Note  88«  Piobert,  traite*  d'  Artillerie,  partie  elementaire  et  pratique,  2*  6dit. 
pag.  169.  —  Didion  1.  c.  pag.  317. 

Note  89«  Poisson,  memoires  sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  l'air 
en  ayant  egart  ä  leur  rotation;  2.  Mem.  1889. 

Note  90«  Didion,  experiences  sur  les  balles  spheriques,  plates  et  longues; 
Journal  de  l'ficole  polytechnique,  27°  cahier  1839. 

Note  91.  Magnus,  f  Professor  der  Physik  in  Berlin,  „über  die  Abweichung 
der  Geschosse",  Abhandl.  der  Berliner  Academie  1862  und  Poggendorffs  Annalen 
LXXXVm,  1,  auch  besonders  erschienen  im  Verlag  von  Dümmler,  Berlin  1860. 

Note  92.   Hälie,  traite*  de  balistique  exter.  1884,  Band  I,  pag.  328;  P.  G.  Tait, 
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einige  Punkte  zur  Physik  des  Golfballs",  Nature  48,  pag.  SOS— 204,  1898;  „über 
die  Bahn  eines  rotirenden  Geschosses44,  Transact.  Royal  Society  of  Edinburgh, 
37»(2)»  pag.  427— 440,  1898;  s.  auch  Beiblätter  zu  Wiedemanns  Annalen  1895, 
Nr.  4,  pag.  288.  Beide  setzen  übereinstimmend  voraus,  dass  die  Grösse  der  ab- 
lenkenden Kraft  proportional  der  Translationsgeschwindigkeit  v  und  der  Ro- 
tationsgeschwindigkeit  sei;  die  letztere  wird  als  constant  behandelt;  dann  ist 
die  ablenkende  Kraft  proportional  v;  falls  die  Kugel  von  hinten  über  unten  nach 
vorn  rotirt,  hat  man  also  einfach  in  der  Rechnung  jene  Kraft  als  eine  der  Schwer- 
kraft entgegengesetzte  hinzuzufügen,  d.  h.  g  zu  ersetzen  durch  g  —  pt?,  was  übrigens 
auch  schon  Didion  1848  andeutete;  es  wird  dann  eine  N&herungsgleichung  für 
die  Flugbahn  gegeben.  Tait,  der  die  analoge  Erscheinung  beim  Ballspiel  be- 
obachtete, macht  —  wie  schon  früher  Robin 8  1747  —  Versuche  mit  rotirenden 
Holzkugeln,  die  an  Drähten  hingen  und  welche  elliptische,  statt  ebene  Schwingungen 
ausführten. 

Note  98«  S.  Didion,  traitä  de  balistique  1848,  pag.  380;  andere  Angaben 
über  Versuche  von  Boormann  in  Belgien  1843  s.  ebenda  pag.  881. —  Vgl.  ferner 
V.  von  Vieth,  k.  k.  österr.  Major  a.  D.,  „die  Flugbahn  der  Geschosse44  1861. 

Note  94.  Vgl.  Otto,  Bemerkungen  über  den  Einfluss  der  Umdrehung  der 
Artilleriegeschosse  auf  ihre  Bahn,  Berlin  1847,  1.  Forts,  pag.  VI  und  Allgemeine 
Militärzeitung,  Jahrgang  1846,  Nr.  64/66,  Bericht  von  Flygare. 

Note  95.  Major  Heim,  Beiträge  zur  Ballistik,  Ulm  1848,  pag.  169;  die  Ver- 
suche wurden  ausgeführt  im  Nov.  und  Dec.  1840. 

Note  96.  Robins-Euler,  1.  c.  1745,  II,  Satz  7;  besonders  686  bis  700.  Ueber- 
setzung  von  Lombard  1783,  vgl.  pag.  494. 

Note  97«  Rohde,  preuss.  Lieutenant,  „über  die  Abweichung  geworfener 
Körper  von  der  verticalen  Richtungsebene44;  Berlin  1796. 

Note  98.  Hut  ton,  tracts  ou  mathematical  subjects  1812,  übersetzt  von 
Terquem  im  2.  Band  seiner  „nouvelles  expenences  .  .  ."  1826;  vgl.  pag.  179.  — 
Gassendi,  Aide-memoire  ä  l'usage  des  ofnoiers  d' Artillerie  1819,  tomell,  pag.  807. 
—  Paixhans,  nouvelle  force  maritime  .  .  .,  1822,  Chap.  22. 

Note  99.  P  o  i  s  s  o n ,  recherches  sur  le  mouvement  des  projectiles . . . ,  Paris  1839. 

Note  100.  Neumann  I,  See-Lieutenant  der  6.  Artilleriebrigade,  „die  Ele- 
mente der  Fortbewegung  und  Rotation  der  Körper  von  beliebiger  Form  und 
Dichtigkeit  im  flüssigen  Mittel44,  Archiv  für  die  preussischen  Artillerie-  und  Ingen. - 
Officiere,  6.  Band,  pag.  213;  derselbe,  „das  ballistische  Problem14,  gleiches  Archiv, 

14.  Band,  pag.  49. 

Note  101.  Cours  d' Artillerie,  parthie  theoretique,  redige'  d'apres  les  Cahiers 
et  les  lecons  de  ö.  Piobert,  professeur  et  capitaine  d' Artillerie,  par  Didion 
et  Saulcy,  Paris,  Avril  1841. 

Note  102,  Timmerhans,  essai  d'un  traite*  d1  Artillerie;  Paris  1841,  tome  H, 
pag.  118—114. 

Note  108.  F.  Otto,  (Hauptmann  der  Gardeartillerie,  Director  der  Kgl.  Pul- 
verfabrik zu  Neisse)  „über  die  Umdrehung  der  Artilleriegeschosse44,  Berlin  bei 
ßehr  1843;  vgl.  pag.  109.  —  F.  Otto,  „Fortsetzung  der  Bemerkungen  über  den  Ein- 
fluss der  Umdrehung  der  Artilleriegeschosse44,  Neisse  bei  Müller  1847,  (pag.  282 
das  Motto  des  Titelblatts).  —  Dort  auch  abfällige  Kritik  des  Aufsatzes  von  Sec- 
Lieutn.  von  Brockhusen,  Archiv  für  die  preuss.  Artillerie-  und  Ingen.-Officiere, 

15.  Band  (1843),  pag.  93,  „über  die  Rotation  und  deren  Einfluss  auf  die  Bahn  der 
Geschosse". 
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(Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt,  dass  Otto  schon  1856  auf  die  grossen 
Vortheile  der  Schiessbaumwolle,  als  rauchlosen  Pulvers,  aufmerksam  machte  und 
Versuche  damit  anstellte,  die  aber  in  Folge  einer  Explosion  von  ca.  30  kg  Schiess- 
baumwolle in  der  Pulverfabrik  zu  Spandau  eingestellt  werden  mussten;  Tgl.  den 
Aufsatz:  „Generalmajor  Otto  und  das  rauchlose  Pulver  in  Preussen,  Archiv  für 
die  Artill.-  und  IngeiL-Officiere  des  deutschen  Reichs,  1891,  pag.  101.) 

Note  104.  J.  P.  G.  von  Heim,  „Beitrage  zur  Ballistik  in  besonderer  Be- 
ziehung auf  die  Umdrehung  der  Artilleriegeschosse14;  Ulm  bei  Nübling  1848.  — 
Heim  gibt  in  dieser  Arbeit  auch  eine  Anleitung  zum  Gebrauch  der  Excentricitats- 
waage,  pag.  202;  sowie  eine  Auflösung  des  ballistischen  Problems  ohne  Rücksicht 
auf  Rotationen,  mittelst  Reihenentwicklungen  für  die  allgemeine  Widerstands- 
funotion  avn ;  pag.  205  ff. 

Note  105.    Dr.  Jul.  Mark  er,  Programm  des  Gymnasiums  zu  Herford,  1876. 

—  pag.  6  leugnet  Märker,  dass,  wenn  die  Resultante  der  Luftwiderstände  durch 
den  Schwerpunkt  geht,  bei  Langgeschossen  das  ganze  Geschoss  sich  etwas  hebe. 

—  Seine  Erörterungen  über  die  Unmöglichkeit  einer  weiteren  Steigerung  der  Ge- 
schossgeschwindigkeit sind  durch  die  Erfahrungen  mit  den  modernen  In&nterie- 
geschossen  und  diejenigen  über  die  Schallgeschwindigkeit  durch  die  Versuche  von 
Mach  widerlegt. 

Note  106«  Einige  weitere  Literaturangaben  betreffs  der  Seitenabweichung 
von  Geschossen:  Die  schon  öfters  erwähnten  Werke  von  Mayevski,  lngals, 
von  Wuich,  Vallier;  ferner  Magnus  de  Sparre,  mouvement  des  projectQes 
oblongs  dans  le  cas  du  idr  de  plein  fouet,  1875;  vgl.  auch  Mayevski-Kluss- 
mann  1.  c.  pag.  66 — 78.  —  A.  G.  Greenhill,  Proceedings,  Royal  Artillery  Insti- 
tution, Nr.  2,  vol.  XI;  es  wird  darin  eine  andere  Näherungsformel  zur  Berechnung 
der  Seitenabweichungen  gegeben,  sammt  Tabelle.  —  C.  Mondo  (Kgl.  sardin.  Ar- 
tilleriemajor), „über  die  Derivation  der  Langgeschosse  aus  gezogenen  Rohren"; 
deutsch  von  Schmölzl;  München  1860,  bei  Cotta.  —  G.  A.  Baurmeister,  die 
Derivation  der  aus  Kriegsgeschützen  geworfenen  Kugeln  und  die  Wirkungen  der 
gezogenen  Geschütze  entschleiert  und  nachgewiesen11;  Leipzig  1861,  beiE.  G.Meyer. 

—  A.  Gurlt,  Ingenieur  und  N.  v.  Egerström,  russ.  Stabscapitän,  „der  Einfluss 
der  Rotation  auf  die  Abweichung  der  Geschosse  in  ihrer  Flugbahn  erläutert"; 
Köln  1857  bei  F.  C.  Eisen.  —  (Diese  letzteren  drei  Werke  nur  hinsichtlich  der 
allmählichen  Entwicklung  der  Abweichungstheorie  interessant);  ferner  H.  T.  Eddy, 
on  the  lateral  derivation  of  spherical  projectiles,  Americ.  Journ.  II,  85 — 88.  — 
O.  Stone,  on  the  dynamics  of  a  curved  ball,  Am.  Journ.  ü,  211— 21S.  —  Th.  J.  van 
Burren,  Bydrage  tot  de  leer  der  Ballistica;  Dissertat.  Leyden  s.  Fortschritte  der 
Mathem.  1879;  pag.  651.  —  M.  de  Tilly,  Note  sur  la  the'orie  de  la  rotation  des 
projectiles  et  sur  la  similitude  mecanique;  Mem.  de  Bord.  H  67 — 72  (es  werden 
die  Arbeiten  von  Mayevski  und  de  Sparre  besprochen).  —  Aufsatz  „über  konische 
Pendelungen1*  im  Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingen.-Officiere  des  deutschen 
Reichs,  Jahrgang  1891,  pag.  471 ;  offenbar  aus  kameradschaftlichen  Besprechungen 
und  Belehrungen  entstanden;  und  für  solche  wieder  geeignet,  wegen  der  klaren 
und  völlig  elementaren  Darstellung.  —  „Die  Ursachen  der  Derivation  der  Spitz- 
geschosse11; dasselbe  Archiv  1880.  (Hier  wird  z.  B.  gesagt,  dass  die  Geschoss- 
achse vielleicht  später  auf  die  linke  Seite  der  Flugbahnebene  übergehe,  dass 
aber  dann  der  Luftwiderstand  zu  gering  sei,  um  erhebliche  Aenderungen  zu 
bewirken.) 

Note  107.    A.  Dähne,  „neue  Theorie  der  Flugbahnen  von  Langgeschossen 
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auf  Grund  einer  neuen  Theorie   der  Drehung  der  Körper";   Berlin  bei  Eisen- 
schmidt, 1888. 

Note  108*  Hilken  und  Zwenger,  „die  Erziehung  der  Einjährig -Frei- 
willigen .  .  ."  1894  bei  Liebel,  pag.  79. 

Note  100.  Rutzky,  „Bewegung  und  Abweichung  der  Spitzgeschosse*4  1861, 
pag.  10. — Fr.  Hentsch,  Ballistik  der  Handfeuerwaffen,  1878. — Mieg  1.  c.  pag.  286.  — 
„Langgeschosse  vor  der  Mündung",  Archiv  für  die  Artill.- . . .  1890,  pag.  424  u.  497.  — 
Siacci,  baiist.  exter.,  traduit  par  P.Laurent  1892;  suivie  d'une  Note  sur  les  projec- 
tiles  discoides  par  F.  Chapel,  chef  d'escadron  d' Artillerie;  es  werden  in  diesem 
Anhang  zur  Ballistik  von  Siacci  verschiedene  andere  Geschoss  formen  besprochen. 

Note  110.  Vgl.  Vallier,  baiist.  experim.  1894,  pag.  89  u.  177;  Vallier  hat 
eine  Formel  mit  Tabelle  zur  Berechnung  des  Trägheitsradius  hinzugefugt. 

Note  111«  Haupt,  mathematische  Theorie  der  Flugbahnen  gezogener  Ge- 
schosse, Berlin  1876,  bei  Voss.  —  Mayevski  1.  c.  pag.  164.  —  von  Wuich  1.  c. 
pag.  869 ff.  —  Engelhardt,  „Beitrag  zur  äusseren  Ballistik  der  Langgeschosse"; 
Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingen.-Officiere  des  deutschen  Reichs  1893,  pag.  403 
u.  449.  —  Vgl.  ferner  K.  B.  Bender,  die  Bewegungserscheinungen  der  Langgeschosse 
und  deren  Beziehungen  zu  den  Eigenschaften  des  Feldgeschützes  der  Zukunft. 
Darmstadt  1888.  —  Jouffret,  the'orie  eläment.  du  mouvement  du  gyroscope,  de 
la  toupie  et  du  projectile  oblong;  Revue  d'Artillerie  1874.  —>  Muzeau,  Mouve- 
ment des  projectileB  oblongs  dans  1'air;  ebenda  1878. 

Note  112«  Ueber  die  Mechanik  der  Kreiselbewegung  vgl.  den  Aufsatz  von 
A.  Schmidt,  „Elementare  Behandlung  des  Ereiselproblems";  Mathem.-Naturwiss. 
Mittheüungen,  herausgegeben  von  0.  Böklen,  Tübingen,  1.  Band  1886;  3.  Heft 
pag.  66;  ferner  das  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  von  Riecke,  Leipzig  1896, 
pag.  86  ff. ;  betr.  der  analyt.  Berechnung  u.  a.  das  Lehrbuch  der  analyt.  Mechanik 
von  0.  Rausenberger,  1888,  Leipzig  bei  Teubner. 

Note  113.  Ueber  die  Drallgesetze  vgl.  E.  Terssen,  belg.  Major,  „Gezogene 
Geschütze;  Abhandlung  über  das  Gesetz  zwischen  Drall  der  Züge  und  dem  Kaliber 
gezogener  Rohre",  aus  dem  Französ.  übersetzt,  Berlin,  Vossische  Buchhdlg.  (Strikker), 
1861;  dort  auch  Timmerhans  und  Gillion  erwähnt.  —  Fr.  Hebler,  Professor, 
„das  kleinste  Kaliber  oder  das  zukünftige  Infanteriegewehr*',  Zürich  bei  Müller 
1886,  pag.  94.  —  Vallier,  balistdque  experim.  Paris  1894;  pag.  43;  ein  anderes 
Gesetz  von  Vallier  s.  Revue  d'Artillerie,  Tome  XL,  pag.  6  u.  101,  „sur  les  condi- 
tione  de  stabilite  des  projectiles  oblongs*4.  —  v.  Wuich,  „Studien  über  Drall- 
geßetze";  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  und  Geniewesens,  1884; 
pag.  268;  ferner  vgl.  sein  öfters  erwähntes  Lehrbuch  der  äusseren  Ballistik,  Wien 
1886;  pag.  419  ff.  —  v.  Wuich  scheint  auch  als  Erster  darauf  aufmerksam  ge- 
macht zu  haben,  dass  in  dem  Luftwiderstandscoefficienten  der  Grad  der  Stabilität 
der  Geschossachse  ausgedrückt  liegt  (vgl.  pag.  117).  —  Die  Untersuchungen  von 
Professor  Kaiser,  „Construction  der  gezogenen  Geschützrohre",  Wien  1892; 
pag.  112  ff.  gehören  mehr  zur  inneren  Ballistik.  —  Eine  zusammenfassende  Studie 
mit  Beispielen  s.  in  der  Zeitschrift  Rivista  d'Artigleria  e  Genio,  Aufsatz  von 
Matt  ei,  italien.  Artillerielieutn.,  „delle  Rigatura  nelle  moderne  Artiglerie";  ver- 
deutscht von  Fellmer  im  Archiv  für  die  Artill.-  und  Ingen.  Officiere  des  deutschen 
Reichs,  Jahrg.  1896;  pag.  26  „über  die  Construction  der  Züge  bei  den  modernen 
Artillerien".  —  Greenhill,  „Proceedings,  Royal  Artülery  Institution",  Nr.  7;  vol.  X 
und  Nr.  2;  vol.  XI;  dasselbe  populär  dargestellt  von  J.  P.  Cundill,  der  die  Ta- 
belle nach  der  Formel  von  Greenhill  berechnet  hat;  ebendas. 
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Note  114.  Quicnnx,  Apparat  zur  Illustration  des  Fehlergesetees;  vgl.  den 
Katalog  mathematischer  und  mathem.-physic.  Modelle,  Apparate  und  Instrumente, 
herausgegeben  von  W.  Dyck,  München,  Verlag  von  Wolf,  1892;  pag.  164. 

Note  115.    Laplace,  theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812. 

Note  116*  Siacci,  Revue  d' Artillerie,  Band  22,  pag.  621 — 544  „snr  les  axes 
des  groupements".  —  Putz,  Revue  d'Artill.,  Band  24;  pag.  6 — SO  und  106 — 122, 
Memoire  sur  l'application  du  calcul  des  probabilites  aux  questions  d' Artillerie; 
ferner  vgl.  auch  Putz,  ebenda  Band  32,  pag.  218 — 240  und  818 — 843;  Memoire 
sur  les  principes  fondamentaux  de  l'application  du  calcul  des  probabilites  aux 
questions  d' Artillerie. 

Note  117.    Yallier,  baiist.  experim.  1894,  pag.  166. 

Note  118.  Vallier,  Revue  d' Artillerie,  t.  9;  pag.  222  und  t.  24;  pag.  462; 
baiist.  exper.  pag.  160 ff.  — Siacci,  Revue  d' Artillerie  1888,  Sept.  — Putz,  Revue 
d' Artillerie  1884,  April. 

Note  119.  v.  Wuicht  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  und 
Geniewesens,  Jahrgang  1889,  „Betrachtungen  über  das  Gruppenschiessen  und  elemen- 
tare Theorie  des  Gabel  Verfahrens";  ebenda  1892,  4.  Heft  pag.  236  „zur  Frage  der 
Bestimmung  der  Procentzahl  der  zu  erwartenden  Treffer";  ferner  v.  Wuich, 
„16  gemeinverständliche  Vortrage  über  die  Wirkungsfahigkeit  der  Geschütze",  1892. 
—  E.  Strnad,  österr.  Hauptmann  im  Festungsartilleriebataillon  Nr.  6  „über  die 
Ausnützung  der  Schusspr&cision  eines  Geschützes";  dieselbe  Zeitschrift:  Mitthei- 
lungen . . . ,  Jahrgang  1887,  8.  Heft  pag.  376  und:  „zur  Theorie  des  Einschiessens 
von  Geschützen",  ebenda,  Jahrgang  1896,  8.  und  9.  Heft.  —  Rohne,  Generalmajor, 
„Studie  über  den  Shrapnelschuss  der  Feldartillerie";  Archiv  für  die  Artill.-  und 
Ingen.-Officiere  des  deutschen  Reichs,  1894;  pag.  418;  ferner  „über  die  Trefffahig- 
keit  und  ihre  Bedeutung",  dasselbe  Archiv,  1884,  3  Aufsatze  pag.  193,  219  u.  466.  — 
Bonsdorf,  „Untersuchungen  einiger  das  Einschiessen  mit  Granaten  betreffenden 
Fragen",  russisches  Artill  .-Journal  1886. 

Note  120.    Paul  Jakobi,  „collegium"  1760—1764. 

Note  121«  Poisson,  „formules  de  probabilite  relatives  au  resultat  moyen 
des  observations",  Memorial  d' Artillerie,  Nr.  3,  1830. 

Note  122.  Didion,  „experiences  sur  la  justesse  du  tir  compare'  des  balles 
spheriques,  plates  et  longues".    Journal  de  l'ticole  polytechn.   27e  cah.    1839. 

Note  128.  Hälie  (professeur  pour  F Artillerie  de  Marine  ä  Lorient),  „Me- 
moire sur  la  probabilite'  du  tir  des  projectües  de  l1  Artillerie  navale",  Imprimerie 
imperiale  1864. 

Note  124.  Is.  Didion,  calcul  des  probabilites  applique*s  au  tir  des  pro- 
jectües, Paris,  Mallet-Bachelier  1868. 

Note  126.  S.  besonders  v.  Wuich,  Lehrbuch  der  äusseren  Ballistik  1886; 
pag.  481  u.  666 ff.;  dort  auch  die  Arbeiten  von  Adan,  Bonsdorf,  v.  Bylandt- 
Rheidt,  Jardel,  Jouffret,  Percin  erwähnt.  —  Weiter  vgl.  K.  Endres,  „die 
Wahrscheinlichkeitstheorie  in  ihrem  Yerhältniss  zur  Ballistik4*,  Archiv  für  die 
Artill.-  und  Ingen.-Offic ,  1883,  pag.  118  ff.  —  Einige  Werke  über  die  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie überhaupt:  Laplace,  theorie  analytique  des  probabilites, 
Paris  1812.  —  Gauss,  Abhandlungen  zur  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  deutsch 
von  Börsen  u.  Simon,  Berlin  1887;  (theoria  combinationis  observationum  erroribus 
minimi8  obnoziae,  Göttingen  1823).  —  Liagre,  calcul  des  probabilites  et  theorie 
des  errenrs,  Brüssel  1862.  —  Hagen,  Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Berlin  1882.  —  Meyer,  Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung;  deutsch 


Literaturnoten.  461 

von  E.  Czuber,  Leipzig  1879.  —  W.  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde, 

1.  Band,  Methode  der  Ideinsten  Quadrate;  Stuttgart  bei  Metzler  1893. 

Note  126.  Vgl.  die  Schiessvorschrift  für  die  Feldartillerie,  Berlin  1893  bei 
Mittler. 

Note  127«    Vgl.   besonders    Jordan,    Handbuch    der  Vermessungskunde, 

2.  Auflage  1893,  Stuttgart  bei  Metzler;  1.  Theil:  Methode  der  kleinsten  Quadrate. — 
Ferner  L.  Natani,  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  Berlin  Winkelmann  1876. 

Note  128*  Siacci,  Rivista  d'Artigleria  e  Genio,  Not.  1891.  —  Eine  deutsche 
(durch  viele  Druckfehler  entstellte)  Uebersetzung  s.  im  Archiv  für  die  Artülerie- 
und  Ingen. -Officiere  des  deutschen  Reichs,  Jahrgang  1892,  pag.  509,  „über  den 
Abgangsfehlerwinkel  und  die  Methoden,  denselben  zu  bestimmen". 

Note  129«  Betreffs  des  Verfahrens  von  v.  Wuich  vgl.  besonders  den  Aufsatz 
von  Oberlieutenant  Weigner,  „die  8  mm  Handfeuerwaffen  in  Oesterreich-Ungarn, 
deren  Entwicklung,  ballistische  Eigenschaften  und  Wirkungsfähigkeit".  Mitthei- 
lungen über  Gegenstande  des  Artillerie-  und  Geniewesens,  Jahrgang  1889,  2.  Heft; 
das  Wuich'sche  Verfahren,  auf  Grund  des  biquadratischen  Gesetzes,  ist  hier  aus- 
führlich erörtert  und  durch  praktische  Beispiele  klar  gelegt. 

Note  180.  Vgl.  über  die  Eindringungstheorie  besonders  Didion  1.  c.  p.  228  ff. 
Siacci  1.  c.  pag.  142 ff.;  H.  Basal,  „sur  la  penätration  d'un  projectile  dans  les 
8emi-fluides  et  les  solides14.  Compt.  rend.  1895,  pag.  397—401;  ferner  M.  de  Brettes, 
Note  sur  la  pene*tration  des  projectiles  oblonge  dans  les  milieuz  r&istants.  Compt. 
rend.  LXXVT,  278 — 280  und  „sur  quelques  lois  de  la  pene"tration  des  projectiles 
oblongs  dans  les  milieux  r&istants;  Compt.  rend.  LXXV;  pag.  1702 — 1705. 

Note  131.  Ueber  schiefes  Eindringen  vgl.  einen  Aufsatz  von  Mayevski, 
revue  de  technologie  militaire,  1866,  tom.  V  und  Vallier  1.  c.  pag  220. 

Note  182.  S.  besonders  den  Aufsatz  von  Oberst  Ritter  von  Wuich,  „Bei- 
trage zur  Theorie  der  Wirkung  der  Geschosse*4;  Mittheilungen  über  Gegenstände 
des  Artillerie-  und  Geniewesens,  Jahrgang  1893,  1.  u.  8.  Heft;  es  werden  die  ver- 
schiedenen Panzerplatten-Formeln  einer  Kritik  unterzogen. 

Note  188.  S.  Vallier  1.  c.  201;  dort  sind  noch  andere  derartige  Formeln, 
sowie  weitere  werthvolle  Einzelheiten  gegeben. 

Note  184.  Die  nachstehenden  Mittheilungen  über  bewährte  meteorologische 
Instrumente  verdankt  der  Verfasser  der  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Mack  in 
Hohenheim,  Vorstand  der  meteorologischen  Centralstation  daselbst;  vgl.  auch 
dessen  Beschreibung  der  Station,  deutsches  meteorolog.  Jahrbuch,  Jahrgang  1889, 
pag.  344  und  Jahrgang  1893. 

Note  185«  Ueber  die  Literatur  und  die  Construction  einer  sehr  grossen  An- 
zahl von  Instrumenten  dieser  Art  vgl.  Hellmann,  Bepertorium  der  deutschen 
Meteorologie,  1883,  pag.  714  f. 

Note  186«  W.  Jordan  1.  c,  sowie  „Taschenbuch  der  praktischen  Geometrie" 
von  demselben  Verfasser,  Stuttgart  1878. 

Note  187.  Herrn  Professor  E.  Hammer  an  der  technischen  Hochschule  in 
Stuttgart  verdankt  der  Verfasser  die  Mittheilung  von  dessen  Erfahrungen  über 
Instrumente  der  praktischen  Geometrie  und  über  Rechenmaschinen. 

Note  188.  Artilleristischer  Rechenschieber  von  v.  Scheve;  dient  für  Be- 
rechnungen mit  den  Wahrscheinlichkeitsfactoren,  sowie  zur  Lösung  der  Winkel- 
Aufgaben  mit  Hilfe  der  Schusstafeln;  vgl.  Archiv  für  die  ArtilL-  u.  Ingen.-Officiere 
des  deutschen  Reichs,  Jahrgang  1881,  pag.  805.  —  Ein  Streuungslineal  hat  der 
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niederländische  Hauptmann  Wilde  construirt  (s.  ebenda). —  Die  Distanzmesser 
sind  hier  grundsätzlich  nicht  erwähnt,  weil  zur  praktischen  Schiesslehre  gehörend. 

Note  139.  Zusammenfassende  Besprechung  der  Integratoren  und  speciell 
Planimeter  von  Dr.  A.  Amsler,  „über  mechanische  Integrationen",  Hauptkatalog 
mathematischer  und  math.-physikalischer  Modelle  und  Apparate  (Ausstellung  in 
München),  herausgegeben  von  W.  Dyck,  München  1892,  pag.  99  ff. 

Note  140.  Derselbe  Katalog,  pag.  99 ff.,  sowie:  Abdank-Abakanowitz, 
„les  Integraphes,  la  courbe  integrale  et  ses  applicationsu,  Paris,  Gauthier-Villars, 
1889;  deutsch  von  E.  Bitterli,  Leipzig,  Teubner  1889.  Dort  auch  Ausführliches 
über  Planimeter  und  Integratoren  anderer  Construction. 

Note  141.  Näheres  über  harmonische  Analysatoren  s.  in  dem  Aufsatz  von 
0.  Henrici  in  London,  „Ueber  Instrumente  zur  harmonischen  Analyse";  derselbe 
Katalog  von  W.  Dyck,  pag.  126. 

Note  142.    Derselbe  Katalog  pag.  179. 

Note  143.  Betreffs  des  Hauck'schen  Apparats  vgl.  dens.  Katalog  pag.  234, 
sowie  das  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  95,  Heft  1 ,  und 
die  Verhandlungen  der  physikalischen  Gesellschaft  in  Berlin,  Sitzungsbericht  vom 
4.  Mai  1883,  Nr.  8,  pag.  43. 

Note  144.  Vgl.  denselben  Katalog  pag.  158,  159,  sowie  den  Nachtrag  dazu 
pag.  8  u.  9;  ferner  C.  Beusohle,  graphisch-mechanischer  Apparat  zur  Auflösung 
der  numerischen  Gleichungen;  in  Mappe  mit  Text;  Stuttgart  bei  Metzler  1884. 

Note  145.  Ludwig  (badischer  Artillerieoberst),  „Studien  über  Ballistik41, 
Karlsruhe  1863. 

Note  146*  M.  J.  Perrodon,  „sur  un  appareil  deetine'  ä  figurer  le  mouve- 
ment  des  projectiles  oblongs  dans  l'air."    Paris,  Berger-Levrault,  1876. 

Note  147.  Ueber  den  Pfaundler'schen  Apparat  vgl.  Klimpert,  Dynamik, 
Stuttgart  1889,  bei  Julius  Maier. 

Note  148.  E.  Mach  und  Wentzel,  ein  Beitrag  zur  Mechanik  der  Explo- 
sionen; Berichte  der  Wiener  Academie,  Band  92,  2.  Abtheilung,  16.  Juli  1886.  — 
E.  Mach  und  P.  Salcher,  photographische  Fixirung  der  durch  Projectile  in  der 
Luft  eingeleiteten  Vorgänge;  ebenda  1887;  ferner  1888  pag.  1046;  1889  pag.  41,  1267 
und  1803;  1892  pag.  977. 

Note  149.  Top ler,  Beobachtungen  nach  einer  neuen  optischen  Methode, 
Bonn  1864;  vgl.  auch  das  ausführliche  Referat  im  Archiv  für  die  Artillerie-  und 
Ingen.-Officiere,  Jahrgang  1887,  pag.  485  ff. 

Note  150.  Melsens,  balistique  experimentale;  Annales  de  Physique  et 
Chimie;  5.  Ser.  Tom.  25;  Mars  1882. 

Note  151.  Journle,  Compt.  rend.  23.  Jan.  1888;  Labouret,  Compt.  rend. 
25.  März  1888.  —  Bemerkt  sei,  dass  die  Arbeit  von  Oberst  Sebert,  „sur  le  mode 
de  propagation  du  son",  Socie'te*  francaise  de  Physique  1888,  pag.  36,  worin  ganz 
ähnliche  Resultate  wie  die  von  Mach  sich  finden,  ein  Jahr  nach  der  1.  Arbeit 
Mach's  erschienen  ist. 

Note  152.  „Versuche  zur  Ermittlung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Geschützknalls  und  des  Werthes  von  Schalluhren  als  Entfernungsmesser"  (Mon- 
taudon'sche  Schalluhr),  s.  Archiv  für  die  Artill.-  u.  Ingen.-Officiere  1891,  pag.  149. 

Note  153«  Vgl.  Reger,  die  Gewehrschusswunden  der  Neuzeit,  Strassburg  1884. 

Note  154.  Vgl.  C.  V.  Boys,  photography  of  flying  bullets.  Journal  of  the 
Photographie  society  of  great  Britain.  April  1892.  Die  Methode  ist  weniger 
günstig  (Schattenbild). 
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Kote  155«  Krall,  „zur  Lösung  ballistischer  Aufgaben  auf  photographischem 
Wege";  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  und  Geniewesens,  Jahr- 
gang 1888,  8.  Heft,  pag.  118  ff. 

Note  156.  Neesen,  photographische  Aufzeichnung  und  Theorie  der  Ge- 
schosspendelung11,  Archiv  für  die  Artill.-  u.  Ingen.  -  Officiere  1889,  pag.  68;  1892 
(pag.  476)  und  1894.  Vgl.  ferner  Neesen:  „Vorrichtung  zur  photograph.  Wieder- 
gabe der  Präcessionsbewegung,  insbesondere  bei  der  Geschossbewegung";  Katalog 
mathem.  und  mathem.-physikal.  Modelle,  Apparate  und  Instrumente;  Nachtrag, 
pag.  81;  München  bei  Wolf,  herausgegeben  von  W.  Dyck  1898. 

Note  157.  Mathey's  Apparat  erwähnt  von  Antony,  examen  de  la  poudre; 
traduit  de  l'Italien  par  Flavigny,  1778;  vgl.  Didion  1.  c.  pag.  266. 

Note  158.  Grob  er  t,  rapport  ä  l'Institut,  Gasse  des  sciences  mathematiques, 
2.  Germinal,  an  Xu;  hierüber,  sowie  über  den  Apparat  von  Debooz  vgl.  Didion  1.  c. 

Note  159.  Cassini  fils,  Histoire  de  rAcademie  des  sciences  de  Paris,  1707. 
Ueber  die  Theorie  des  ballistischen  Pendels  vgl.  man  besonders  Didion  1.  c. 
pag.  261  ff.  und  Sonnet  1.  c;  der  Letztere  behandelt  den  Gegenstand  besonders 
erschöpfend. 

Note  160«    Ueber  die  electrischen  Ghronoskope  vgl.: 

1)  F.  Wächter,  die  Anwendung  der  Electricität  für  militärische  Zwecke. 
Leipzig  1888;  pag.  182  ff. 

2)  H.  v.  Helmholtz,  wissenschaftliche  Abhandlungen  2.  Band,  pag.  865  ff. 

3)  Internationale  electrotechnische  Zeitschrift  und  Bericht  über  die  electrische 
Ausstellung  in  Wien  1888,  Bedaction  von  Krämer  und  Lecher,  Leipzig-Wien- 
Pest;  Verlag  von  Hartleben,  pag.  234,  „die  Verwendung  der  Electricität  für  Zwecke 
der  Ballistik,  insbesondere  zu  Geschwindigkeitsmessungen  der  Geschosse14;  Auf- 
satz von  0.  Volkmar;  (Katalognummer  91,  171,  173,  244,  292,  302%). 

4)  Euchinka,  „die  electroballistischen  Chronographen  auf  der  Wiener  elec- 
trischen Ausstellung  1883u;  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  und 
Geniewesens,  Jahrgang  1885,  9.  Heft  und  Jahrgang  1886,  7.  Heft. 

5)  Siemens,  Poggendorffs  Annalen  Band  66;  1845;  pag.  435. 

6)  Electrotechnische  Zeitschrift,  1880,  Aufsatz  von  Frölich. 

7)  Encyclopaedia  britannica,  XI,  pag.  298  („gunnery");  betr.  die  Apparate 
von  Noble  und  Watkin. 

8)  Mittheilungen  über  Gegenstände  des  Artillerie-  und  Geniewesens,  Jahr- 
gang 1888;  8.  Heft,  pag.  126;  Aufsatz  über  den  Apparat  von  le  Boulengg;  Abdruck 
aus  Revue  d' Artillerie;  vgl.  auch  Jahrgang  1888;  3.  Heft.  „Bericht  über  die  elec- 
trische Ausstellung  zu  Paris  1881". 

9)  Navez,  Application  de  nälectricite*  ä  la  mesure  de  la  vitesse  des  pro- 
jectiles,  1853;  vgl.  auch  Sonnet,  dictionn.  de  Mathe'm.  „pendule  electrobalistique" 
pag.  933.  —  Navez,  sur  l'appareil  electrobalistique,  Paris  1859. 

10)  Aufsatz  von  Major  Dietl  über  den  Chronographen  von  Schmidt;  Mit- 
theilungen über  Gegenstände  u.  s.  w.,  Jahrgang  1893;  3.  Heft,  pag.  263. 

11)  Betreffs  des  Apparats  von  Caspersen  (dän.  Artilleriecapitän)  vgl.:  L.  Go- 
ch ard,  „le  chronographe-pendule  de  M.  Caspersen";  Paris,  Berger-Levrault,  1882; 
ferner  Revue  d' Artillerie,  1882,  Sept. 

12)  P.  La  Cour,  „la  sone  phonique",  Paris,  Nilsson  libraire,  1878;  und 
Copenhagen  bei  Schonberg  1878;  deutsch  von  Josef  Kar  eis,  Leipzig  1880. 

18)  Repertorium  von  Carl,  VII  pag.  811  (Apparat  von  Beetz). 

14)  Elmar,  Versuch  mit  einem  neuen  Photochronographen  zum  Messen 
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von  Geschossgeschwindigkeiten",  Mittheilungen  über  Gegenstände  u.  s.  w.  Jahr- 
gang  1896,  pag.  889;  Bericht  nach:  Journal  of  the  United  States  Artillery,  vol.  IV, 
1896,  3.  „Experiments  with  a  new  polarizing  Photograph,  applied  to  the  mesure- 
ment  of  the  velocity  of  projectiles,  by  Dr.  Albert  Cnshing  Crenore,  asüstent 
professor  of  physics,  Darmouth  College,  and  Dr.  George  Owen  Sqnier,  first 
lientenant,  third  artillery  ü.  S.  A.u;  Vergliche  vom  27.  Dec.  1894  bis  12.  Jan.  1895 
an  der  Artillerieschnle  Fort  Marx.  —  Einen  ausführlichen  Aufsatz  hierüber,  sammt 
Besprechung  der  physikalischen  Grundlagen  s.  im  Archiv  für  die  Artillerie-  und 
Ingen.-Officiere  1896.  11.  u.  12.  Heft,  pag.  481  ff.,  Fellmer,  Hauptmann,  „Ver- 
suche mit  einem  neuen  Polarisations-Photochronograph  zur  Messung  von  Geschoss- 
geschwindigkeiten". 

16)  L.  Euchinka,  „Der  Comparator-Begulator  von  A.  u.  V.  Flamache  u.  s.  w.u; 
Mittheilungen  über  Gegenstande  u.  s.w.,  Jahrgang  1888,  1.  Heft,  pag.  61;  nach 
Revue  militaire  beige,  1886,  Band.  II.  —  Dr.  W.  Wolff,  Mittheilungen  über  Gegen- 
stände u  s.  w.,  Jahrgang  1896,  6.  Heft,  pag.  881  ff. 

16)  Gossot,  Memorial  de  1* Artillerie  de  la  marine,  tome  XIX,  auch  besonders 
erschienen:  „Determination  des  vitesses  des  projectiles  au  moyen  des  phenomenes 
sonores;  Paris,  Berger-Levrault,  1891.  Vgl.  auch  Journal  of  the  United  States 
Artillery  1892  und  Vallier  1.  to.  pag.  168. 
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I.  Tabelle  für  ]/2y h 

Werthe  der  Geschwindigkeiten,  welche  den  Fallhöhen  h  beim  freien  Fall  eines 

KOrpere  entsprechen;  (g  =  9,6088  m). 
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3,50 

8,286 

4,06 

8,925 

1,83 

6,992 

2,39 

6,847 

2,95 

7,607 

3,61 

8,298 

4,07 

8,936 

1,84 

6,008 

2,40 

6,868 

2,96 

7,680 

3,62 

8,310 

4,08 

8,946 

1,86 

6,024 

2,41 

6,876 

2,97 

7,638 

3,63 

8,822 

4,09 

8,967 

1,86 

6,041 

2,42 

6,890 

7,646 

3,54 

8,338 

4,10 

8,968 

1,87 

6,057 

2,43 

6,904   ' 

2,99 

7,659 

3,66 

8,846 

4,11 

8,979 

1,88 

6,078 

2,44 

6,919 

3,00 

7,672 

8,66 

8,857 

4,12 

8,990 

1,89 

6,089 

2,45 

6,983 

8,01 

7,684 

3,57 

8,369 

4,13 

9,001 

1,90 

6,106 

2,46 

6,947 

3,02 

7,697 

3,58 

8,380 

4,14 

9,012 

1,91 

6,122 

2,47 

6,961 

3,03 

7,710 

3,59 

8,392 

4,16 

9,028 

1,92 

6,138 

2,48 

6,975 

3,04 

7,722 

8,60 

8,404 

4,16 

9,034 

1,93 

6,164 

2,49 

6,989 

3,05 

7,735 

3,61 

8,415 

4,17 

9,045 

1,94 

6,170 

2,50 

7,008 

3,06 

7,748 

3,62 

8,427 

4,18 

9,055 

1,95 

6,166 

2,61 

7,017 

3,07 

7,760 

3,63 

8,439 

4,19 

9,066 

1,96 

6,202 

2,62 

7,081 

3,08 

7,778 

3,64 

8,450 

4,20 

»,077 

1,97 

6,217 

2,53 

7,045 

3,09 

7,786 

3,65 

8,462 

4,21 

9,088 

1,88 

6,282 

2,54 

7,059 

8,10 

7,798 

3,66 

8,474 

4,22 

9,099 

1,99 

6,248 

2,65 

7,078 

3,11 

7,811 

3,67 

6,485 

4,28 

9,109 

2,00 

6,264 

2,66 

7,087 

3,12 

7,828 

8,68 

8,497 

4,24 

9,120 

2,01 

6,279 

2,57 

7,101 

3,13 

7,836 

8,fi9 

8,608 

4,26 

9,131 

2,02 

6,296 

2,58 

7,114 

3,14 

7,849 

8,70 

8,620 

4,26 

9,142 

2,08 

6,311 

2,69 

7,128 

3,15 

7,861 

3,71 

8,531 

4,27 

9,152 

2,04 

6,326 

2,60 

7,142 

3,16 

7,873 

3,72 

8,543 

4,28 

9,163 

ä,06 

6,341 

2,61 

7,166 

8,17 

7,886 

3,73 

6,664 

4,29 

9,174 

2,06 

6,357 

2,G2 

7,169 

8,18 

7,898 

3,74 

8,566 

4,80 

9,185 

2,07 

6,372 

2,63 

7,188 

3,19 

7,911 

3,75 

8,677 

4,31 

9,196 

2,08 

2,64 

7,197 

3,20 

7,928 

3,76 

8,588 

4,32 

9,206 

2,09 

6^408 

2,65 

7,210 

8,21 

7,986 

8,77 

8,600 

4,33 

9,217 

2,10 

6,418 

2,66 

7,224 

8,8! 

7,948 

3,78 

8,611 

4,84 

9,227 

2,11 

6,434 

2,67 

7,287 

3,23 

7,960 

3,79 

8,623 

4,85 

9,238 

2,12 

6,449 

2,68 

7,251 

3,24 

7,978 

3,80 

8,634 

4,36 

9,248 

2,13 

6,464 

2,69 

7,265 

3,26 

7,986 

3,81 

8,645 

4,37 

9,269 

2,14 

6,179 

2,70 

7,278 

3,26 

7,997 

3,82 

8,667 

4,38 

9,270 

2,15 

6,494 

2,71 

7,291 

3,27 

8,009 

3,83 

8,668 

4,89 

9,280 

2,16 

6,610 

2,72 

7,806 

3,28 

8,022 

3,84 

8,679 

4,40 

9,291 

2,17 

6,525 

2,73 

7,318 

3,29 

8,084 

3,85 

8,691 

4,41 

9,301 

2,18 

6,540 

2,74 

7,382 

3,30 

8,046 

3,86 

8,702 

4,42 

9,312 

2,19 

6,555 

2,75 

7,345 

3,31 

8,058 

3,87 

8,713 

4,43 

9,S22 

2,20 

6,570 

2,76 

7,858 

3,33 

8,070 

3,88 

8,726 

4,44 

9,333 

2,21 

6,584 

2,77 

7,872 

3,33 

8,082 

3,89 

8,786 

4,46 

9,343 

:<;?.■> 

6,699 

2,78 

7,886 

3,34 

8,096 

3,90 

8,747 

4,46 

9,354 

8,28 

6,614 

2,79 

7,398 

3,35 

8,107 

3,91 

8,768 

4,47 

9,364 

2,24 

6,629 

2,80 

7,411 

3,36 

8,119 

3,92 

8,769 

4,48 

9,376 

2,25 

6,644 

2,81 

7,424 

3,37 

8,131 

3,93 

8,780 

4,49 

9,885 

2,26 

6,658 

2,82 

7,487 

3,38 

8,148 

3,94 

8,792 

4,50 

9,396 

2,27 

6,673 

2,83 

7,451 

3,39 

8,166 

3,95 

8,808 

4,61 

9,406 
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h 

v*=}/2gh 

h 

v=|/2#ft 

h 

v=*Y2gh 

h 

v=Y2gh 

h 

v=sy/2gh 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

4,52 

9,417 

4,62 

9,520 

4,72 

9,623 

4,82 

9,724 

4,92 

9,824 

4,58 

9,427 

4,63 

9,530 

4,73 

9,633 

4,83 

9,734 

4,98 

9,834 

4,64 

9,437 

4,64 

9,541 

4,74 

9,643 

4,84 

9,744 

4,94 

9,844 

4,55 

9,448 

4,65 

9,651 

4,76 

9,663 

4,85 

9,754 

4,95 

9,854 

4,56 

9,458 

4,66 

9,561 

4,76 

9,663 

4,86 

9,764 

4,96 

9,864 

4,67 

9,468 

4,67 

9,672 

4,77 

9,673 

4,87 

9,774 

4,97 

9,874 

4,58 

9,479 

4,68 

9,582 

4,78 

9,684 

4,88 

9,784 

4,98 

9,884 

4,59 

9,489 

4,69 

9,592 

4,79 

9,694 

4,89 

9,794 

4,99 

9,894 

4,60 

9,600 

4,70 

9,602 

4,80 

9,704 

4,90 

9,804 

5,00 

9,904 

4,61 

9,510 

4,71 

9,612 

4,81 

9,714 

4,91 

9,814 

IL  Werthe  der  Fallbeschleunigung  g 

für  verschiedene  geogr.  Breiten  a°  und  verschiedene  Meereshöhen  h  m, 
g  —  9,80649  •  (1  —  0,00269  •  cos  2  a)  •  (1  —  0,0(6)313969  •  h). 

[Nach  N.  von  Wuich,  Lehrbuch  der  äusseren  Ballistik,  Wien  1882,  pag.  7.] 


m~+  Höhe  über  dem  Meer  in  Metern 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

1000 

2000 

3000 

0 

9,7801 

9,7797 

9,7794 

9,7791 

9,7788 

9,7785 

9,7769 

9,7739 

9,7710 

10 

9,7817 

9,7818 

9,7810 

9,7807 

9,7804 

9,7801 

9,7788 

9,7765 

9,7724 

20 

9,7860 

9,7857 

9,7864 

9,7861 

9,7848 

9,7845 

9,7830 

9,7799 

9,7768 

30 

9,7928 

9,7925 

9,7922 

9,7919 

9,7916 

9,79128 

9,7897 

9,7866 

9,7836 

T3 

40 

9,801 15 

9,80086 

9,8005 

9,8002 

9,7999 

9,7996 

9,7981 

9,7960 

9,7919 

s 

41 

9,8020 

9,8017 

9,80136 

9,8010 

9,8007 

9,8004 

9,7989 

9,7958 

9,7927 

42 

9,8028 

9,8025 

9,8022 

9,8019 

9,8016 

9,8013 

9,7998 

9,7967 

9,7986 

.9 

43 

9,8037 

9,8034 

9,8031 

9,8028 

9,8025 

9,8022 

9,8004 

9,7976 

9,7945 

$ 

44 

9,8046 

9,8043 

9,8040 

9,8037 

9,8034 

9,8030 

9,8016 

9,7985 

9,7955 

45 

9,8065 

9,8052 

9,8048 

9,8045 

9,8042 

9,8039 

9,8024 

9,7993 

9,7962 

46 

9,8064 

.  9,8060 

9,8067 

9,8054 

9,8061 

9,8048 

9,8083 

9,8002 

9,7971 

o 

47 

9,8072ö 

9,8069 

9,8066 

9,8063 

9,8059 

9,8067 

9,80416 

9,8010 

9,7980 

o 

99% 

48 

9,8081 

9,80706 

9,8072 

9,8070 

9,8069 

9,8066 

9,8051 

9,8019 

9,7989 

49 

9,8090 

9,8087 

9,8084 

9,8081 

9,8078 

9,8075 

9,8059 

9,8029 

9,7998 

03 

50 

9,8099 

9,8096 

9,8093 

9,8090 

9,8087 

9,8083 

9,8068 

9,8037 

9,8007 

65 

9,8142 

9,8139 

9,8186 

9,8133 

9,8129 

9,8126 

9,8111 

9,8080 

9,8049 

o 

60 

9,8182 

9,81785 

9,81768 

9,8173 

9,8170 

9,8167 

9,8151 

9,8121 

9,8090 

O 

65 

9,8218 

9,8215 

9,8212 

9,8209 

9,8206 

9,8203 

9,8187 

9,8156 

9,8126 

I 

70 

9,8250 

9,8246 

9,8243 

9,8240 

9,8287 

9,8234 

9,8219 

9,8188 

9,8157 

76 

9,8276 

9,8272 

9,8269 

9,8265 

9,8262 

9,8259 

9,8244 

9,8213 

9,8182 

80 

9,82936 

9,8290 

9,8287 

9,8284 

9,8281 

9,8278 

9,8263 

9,8232 

9,8201 

85 

9,8306 

9,8302 

9,8299 

9,8296 

9,8293 

9,8290 

9,8274 

9,8243 

9,8212 

90 

9,8310 

9,8306 

9,8303 

9,82996 

9,8296 

9,8298 

9,8277 

9,8248 

9,8215 

30' 
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LQ.  Die  natürlichen  Werthe  des  sinuß,  tangens  und  cosinuß 

(von  10  zu  10  Min.  bis  20°  und  von  1  zu  1  Grad  bis  90°). 

(Nach  Didion  1848.) 


a 
Grad  Min. 

rin  a 

tang  a 

coi  a 

Grad  Min. 

rin  a 

tang  a 

coa  a 

0  00 

0,00000 

0,00000 

i,oooa 

8  30 

0,14781 

0,14946 

0,9890 

10 

0,00291 

0,00291 

1,0000 

40 

0,15069 

0,16243 

0,9886 

20 

0,00582 

0,00582 

1,0000 

50 

0,15856 

0,15640 

0,9881 

30 

0,00873 

0,00873 

1,0000 

9  00 

0,15643 

0,16838 

0,9877 

40 

0,01164 

0,01164 

0,9999 

10 

0,16981 

0,16137 

0,9872 

50 

0,01454 

0,01456 

0,9999 

20 

0,16218 

0,16435 

0,9868 

1  00 

0,01746 

0,01746 

0,9998 

30 

0,16605 

0,16734 

0,9863 

10 

0,02036 

0,02037 

0,9998 

40 

0,16792 

0,17033 

0,9868 

20 

0,02327 

0,02828 

0,9997 

50 

0,17079 

0,17333 

0,9853 

30 

0,02618 

0,02619 

0,9997 

10  00 

0,17365 

0,17636 

0,9848 

40 

0,02908 

0,02910 

0,9996 

10 

0,17651 

0,17933 

0,9843 

50 

0,03299 

0,03201 

0,9995 

20 

0,17937 

0,18233 

0,9838 

2  00 

0,03490 

0,03492 

0,9994 

30 

0,18224 

0,18534 

0,9833 

10 

0,08781 

0,03783 

0,9993 

40 

0,18509 

0,18835 

0,9827 

20 

0,04071 

0,04075 

0,9992 

50 

0,18795 

0,19186 

0,9822 

30 

0,04862 

0,04366 

0,9990 

11  00 

0,19081 

0,19436 

0,9816 

40 

0,04663 

0,04668 

0,9989 

10 

0,19366 

0,19740 

0,9811 

50 

0,04943 

0,04949 

0,9988 

20 

0,19652 

0,20042 

0,9806 

3  00 

0,05234 

0,05241 

0,9986 

80 

0,19937 

0,20345 

0,9799 

10 

0,05524 

0,05533 

0,9986 

40 

0,20222 

0,20648 

0,9793 

20 

0,05814 

0,05824 

0,9983 

60 

0,20507 

0,20952 

0,9787 

30 

0,06106 

0,06116 

0,9981 

12  00 

0,20791 

0,21256 

0,9781 

40 

0,06395 

0,06408 

0,9980 

10 

0,21076 

0,21560 

0,9775 

60 

0,06685 

0,06700 

0,9978 

20 

0,21360 

0,21864 

0,9769 

4  00 

0,06976 

0,06993 

0,9976 

30 

0,21644 

0,22169 

0,9763 

10 

0,07266 

0,07285 

0,9974 

40 

0,21928 

0,22475 

0,9767 

20 

0,07656 

0,07578 

0,9971 

60 

0,22212 

0,22781 

0,9760 

30 

0,07846 

0,07870 

0,9969 

18  00 

0,22495 

0,23087 

0,9744 

40 

0,08136 

0,08163 

0,9967 

10 

0,22778 

0,23393 

0,9787 

60 

0,08426 

0,08466 

0,9964 

20 

0,23062 

0,23700 

0,9730 

5  00 

0,08716 

0,08749 

0,9962 

30 

0,23345 

0,24008 

0,9724 

10 

0,09005 

0,09042 

0,9959 

40 

0,23627 

0,24816 

0,9717 

20 

0,09295 

0,09335 

0,9957 

50 

0,23910 

0,24624 

0,9710 

30 

0,09585 

0,09629 

0,9964 

14  00 

0,24192 

0,24933 

0,9703 

40 

0,09874 

0,09923 

0,9951 

10 

0,24474 

0,26242 

0,9696 

50 

0,10164 

0,10216 

0,9948 

20 

0,24756 

0,25552 

0,9689 

6  00 

0,10453 

0,10510 

0,9945 

30 

0,25038 

0,25862 

0,9681 

10 

0,10742 

0,10805 

0,9942 

40 

0,25320 

0,26172 

0,9674 

20 

0,11031 

0,11099 

0,9939 

60 

0,25601 

0,26483 

0,9667 

30 

0,11320 

0,11394 

0,9936 

15  00 

0,25882 

0,26795 

0,9659 

40 

0,11609 

0,11688 

0,9932 

10 

0,26163 

0,27107 

0,9652 

50 

0,11898 

0,11988 

0,9929 

20 

0,26443 

0,27419 

0,9644 

7  00 

0,12187 

0,12278 

0,9925 

30 

0,26724 

0,27732 

0,9636 

10 

0,12476 

0,12574 

0,9922 

40 

0,27004 

0,28046 

0,9628 

20 

0,12764 

0,12869 

0,9918 

60 

0,27284 

0,28360 

0,9621 

30 

0,13053 

0,13165 

0,9914 

16  00 

0,27564 

0,28676 

0,9613 

40 

0,13841 

0T 13461 

0,9911 

10 

0,27843 

0,28990 

0,9606 

50 

0,13629 

0,13768 

0,9907 

20 

0,28123 

0,29306 

0,9696 

8  00 

0,13917 

0,14064 

0,9903 

30 

0,28402 

0,29621 

0,9588 

10 

0,14205 

0,14351 

0,9899 

40 

0,28680 

0,29988 

0,9680 

20 

0,14493 

0,14648 

0,9894 

60 

0,28969 

0,30256 

0,9672 

Tabellen  (Nr.  in  u.  IV). 


Ond  Mit. 

*.. 

«. 

oc. 

Grad  Hin. 

ria  a 

^a 

_. 

IT     00 

0,29287 

0,80678 

0,9668 

18      40 

0,32006 

0,33763 

0,9474 

10 

0,29515 

0,30891 

0,9666 

50 

0,32282 

0,34108 

0,9466 

20 

0,29798 

0,81210 

0,9546 

19     00 

0,32667 

0,34433 

0,9156 

30 

0,30071 

0,31630 

0,9537 

10 

0,32832 

0,34768 

0,9146 

40 

0,30348 

0,31860 

0,9628 

20 

0,33106 

0,35086 

0,9436 

50 

0,30626 

0,82171 

0,9520 

30 

0,8388 

0,35412 

0,9426 

18     00 

0,30902 

0,32492 

0,9511 

40 

0,33655 

0,86740 

0,9417 

10 

0,31178 

0,32814 

0,9502 

50 

0,33929 

0,86068 

0,9107 

20 

0,81464 

0,33186 

0,9492 

20     00 

0.3420S 

0,36397 

0,9897 

30 

0,31730 

0,33460 

0,9483 

fe*. 

das 

•«.. 

O^d. 

-.■ 

N. 

Grlde 

■in  a 

tenga 

20 

0,3420 

0,3640 

70 

44 

0,6947 

0,9657 

46 

68 

0,9272 

2,1761 

22 

91 

0,3684 

0,3839 

69 

46 

0,7071 

1,0000 

45 

69 

0,9836 

2,6051 

21 

'22 

0,3746 

0,4040 

68 

46 

0,7198 

1,0855 

44 

70 

0,9897 

2,7476 

20 

23 

0,3907 

0,4245 

87 

47 

0,7814 

1,0724 

43 

71 

0,9465 

2,9042 

19 

24 

0,4067 

0,4452 

66 

48 

0,7431 

1,1106 

42 

72 

0,9611 

8,0777 

18 

26 

0,4226 

0,4663 

65 

49 

0,7647 

1,1604 

41 

73 

0,9663 

8,2709 

17 

26 

0,4384 

0,4877 

64 

60 

0,7660 

1,1918 

40 

74 

0,9618 

3,4874 

16 

27 

0,4640 

0,5095 

63 

51 

0,7771 

1,2349 

39 

75 

0,9659 

8,7821 

16 

•28 

0,4696 

0,6817 

62 

62 

0,7880 

1,2799 

38 

76 

0,9703 

4,0108 

14 

29 

0,4848 

0,6648 

61 

68 

0,7986 

1,3270 

87 

77 

0,9744 

4,8316 

13 

80 

0,6000 

0,6774 

60 

64 

0,8090 

1,8764 

36 

78 

0,9781 

4,7046 

12 

31 

0,6150 

0,6009 

69 

66 

0,8192 

1,4281 

36 

79 

0,9816 

5,1446 

11 

32 

0,5299 

0,6249 

68 

66 

0,8290 

1,4826 

84 

80 

0,9846 

6,6718 

10 

33 

0,6446 

0,6494 

57 

57 

0,8387 

1,5399 

33 

81 

0,9877 

6,3188 

9 

34 

0,6692 

0,6746 

66 

68 

0,8480 

1,6003 

32 

82 

0,9903 

7,1154 

8 

86 

0,5736 

0,7002 

66 

59 

0,8672 

1,6643 

31 

83 

0,9926 

8,1418 

7 

36 

0,6878 

0,7265 

54 

60 

0,8660 

1,7821 

30 

84 

0,9945 

9,5144 

6 

37 

0,6018 

0,7686 

63 

61 

0,8746 

1,8040 

29 

86 

0,9962 

11,1301 

6 

38 

0,6157 

0,7813 

62 

62 

0,8829 

1,8807 

28 

86 

0,9976 

11,3007 

4 

39 

0,6298 

0,8098 

61 

63 

0,8910 

1,9626 

27 

87 

0,9986 

19,0811 

3 

40 

0,6428 

0,8391 

50 

64 

0,8988 

2,0604 

26 

88 

0,9994 

28,6363 

2 

41 

0,6561 

0,8698 

49 

65 

0,9063 

2,1146 

25 

89 

0,9998 

67,2900 

1 

42 

0,6691 

0,9004 

48 

66 

0,9135 

2,2460 

24 

90 

1,0000 

oo 

0 

43 

0,6820 

0,9325 

47 

67 

0,9206 

2,3559 

28 

. 

- 

.... 

Oraäe 

™. 
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- 
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IT.  Tabelle  für  die  Spannkraft  e  des  Wasserdampfes 

(in  TpTn  Quecksilbersäule),  gesättigt  bei  der  Temperatur  f  Celsius. 
(Ifagnus  u.  Regnault;  aus  Kohlrausch,  Leitf.  der  prakt.  Physik.    1892.    pag.  111) 


i'Cels. 

,..,      , 

(Tel«        ,- 

-10° 

2,2 

+  1 

1,9 

11 

9,8 

21 

18,6 

81 

33,4 

41 

57,9 

—  9 

2,8 

+  * 

5,8 

12 

10,4 

22 

19,6 

32 

35,4 

42 

61,1 

—  8 

2,6 

+  8 

6,7 

18 

11,1 

28 

20,9 

83 

87,4 

48 

61,1 

—   7 

2,7 

+  * 

6,1 

14 

11,9 

21 

22,2 

81 

39,6 

U 

67,8 

—  6 

2,9 

+  b 

6,5 

15 

12,7 

25 

28,6 

86 

41,9 

45 

71,4 

—  6 

8,8 

+  6 

7,0 

16 

18,6 

26 

26,0 

86 

44,2 

46 

76,2 

—  1 

8,4 

+  * 

7,6 

17 

14,4 

27 

26,5 

37 

46,7 

17 

79,1 

—  S 

37 

+  8 

8(1 

18 

16,3 

28 

28,1 

SS 

49,8 

18 

83,2 

—   2 

8,8 

+  » 

8,5 

18 

16,3 

2» 

29,7 

80 

62,1 

49 

87,5 

M 

+10 

M 

20 

17,4 

80 

31,5 

10 

51,9 

50 

92,0 

0 

*,* 

470 


Tabellen  (Nr  V  n.  VI). 


T,  Reduction  des  Barometerstands  auf  0° 

wegen  der  Temperatur  des  Quecksilbers  und  des  Massstabes. 

(Nach  KohlranBch,  Leitfaden  der  prakt.  Physik.    1892.    pag.  410.) 

Man  zieht  von  dem  bei  der  Temperatur  (*  Cels.  abgelesenen  Barometerstand 

die  betreff.  Zahl  der  Tabelle  ab,  tun  auf  0"  ed  reduciren.    Ist  der  Massstab  statt 

von  Messing  von  Glas,  so  hat  man  die  Zahl  der  Tabelle  um  0,008  ■  {  (s.  letzte 

Spalte)  zn  Yergrossem. 


J 

•-•  Abgelesener  Barom>,tp,r3tuii>: 

ir,    m 

p£tm- 

680 

690 

700   !   710 

720 

730 

7411        750 

760 

770 

0,008  -  e 

I*C«1>. 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

nun 

mm 

mm 

mm 

mm 

1° 

0,11 

0,11 

0,11 

0,12 

0,12 

0,12 

0,12 

0,12 

0,12 

0,12 

0,01 

2 

0,22 

0,22 

0,23 

0,23 

0,23 

0,24 

0,24 

0,24 

0,26 

0,26 

0,02 

3 

0,33 

0,34 

0,34 

0,36 

0,36 

0,36 

0,36 

0,36 

0,37 

0,37 

0,02 

4 

0,44 

0,45 

0,46 

0,46 

0,47 

0,47 

0,48 

0,49 

0,49 

0,50 

0,03 

6 

0,55 

0,56 

0,57 

0,58 

0,58 

0,59 

0,60 

0,61 

0,62 

0,62 

0,04 

6 

0,G6 

0,67 

0,68 

0,69 

0,70 

0,71 

0,72 

0,73 

0,74 

0,75 

0,05 

7 

0,77 

0,78 

0,79 

0,81 

0,82 

0,83 

0,84 

0,86 

0,86 

0,87 

0,06 

8 

0,88 

0,89 

0,91 

0,92 

0,93 

0,96 

0,96 

0,97 

0,98 

0,99 

0,06 

0 

0,99 

1,01 

1,02 

1,04 

1,05 

1,06 

1,08 

1,09 

1,11 

1,12 

0,07 

10 

1,10 

1,12 

1,18 

1,15 

1,17 

1,18 

1,20 

1,22 

1,23 

1,25 

0,08 

11 

1,21 

1,23 

1,25 

1,27 

1,28 

1,80 

1,32 

1,34 

1,35 

1,37 

0,09 

13 

1,32 

1,34 

1,36 

1,38 

1,40 

1,42 

1,44 

1,46 

1,48 

1,60 

0,10 

13 

1,43 

1,45 

1,47 

1,60 

1,52 

1,64 

1,66 

1,58 

1,60 

1,62 

0,10 

14 

1,54 

1,56 

1,59 

1,61 

1,63 

1,66 

1,68 

1,70 

1,72 

1,75 

0,11 

16 

1,65 

1,68 

1,70 

1,78 

1,75 

1,77 

1,80 

1,82 

1,85 

1,87 

0,12 

16 

1,76 

1,79 

1,81 

1,84 

1,87 

1,89 

1,92 

1,94 

1,97 

2,00 

0,13 

17 

1,87 

1,90 

1,93 

1,96 

1,98 

2,01 

2,04 

2,07 

2,09 

2,12 

0,14 

18 

1,98 

2,01 

2,04 

2,07 

2,10 

2,13 

2,16 

2,19 

2,22 

2,25 

0,14 

19 

2,09 

2,12 

2,15 

2,19 

2,22 

2,25 

2,28 

2,31 

2,34 

2,37 

0,15 

20 

2,20 

2,24 

2,27 

2,30 

2,33 

2,37 

2,40 

2,43 

2,46 

2,49 

0,16 

21 

2,31 

2,35 

2,38 

2,42 

2,45 

2,48 

2,52 

2,55 

2,59 

2,62 

0,17 

23 

2,42 

2,46 

2,49 

2,63 

2,57 

2,60 

2,64 

2,67 

2,71 

2,74 

0,18 

23 

2,53 

2,67 

2,61 

2,65 

2,68 

2,72 

2,76 

2,79 

2,87 

0,18 

24 

2,64 

2,68 

2,72 

2,76 

2,80 

2,84 

2,88 

2,92 

2,95 

2,99 

0,19 

25 

2,75 

2,7» 

2,84 

2,88 

2,92 

2,96 

3,00 

3,04 

3,08 

3,12 

0,20 

26 

2,86 

2,91 

2,96 

2,99 

3,08 

3,07 

3,12 

3,16 

3,20 

3,24 

0,21 

27 

2,97 

3,02 

3,06 

3,11 

3,15 

3,19 

3,24 

3,28 

3,82 

3,37 

0,22 

28 

3,08 

3,13 

3,18 

3,22 

3,27 

3,31 

3,36 

3,40 

3,46 

3,49 

0,22 

29 

3,19 

3,24 

3,29 

3,34 

3,38 

8,48 

3,48 

3,52 

3,57 

3,62 

0,23 

30 

3,30 

3,35 

3,40 

3,45 

3,50 

3,55 

3,60 

3,66 

3,69 

3,74 

0,24 

TL  Werthe  der  Function /(x)=^.jsecx+cota;-lognatt«(450+ya!)j. 

Nach  Euler  1768,  Äbh.  d.  Berlin.  Akad. 


(Grmde) 

/"(*) 

- 

fW 

* 

fix) 

■ 

A*) 

X 

/■(x) 

0 

0,0000000 

ft 

0,1062974 

12 

0,2141464 

18 

0,3306495 

24 

0,4696290 

I 

0,0174559 

7 

0,1230926 

13 

0,2329030 

19 

0,3610158 

26 

0,4826944 

2 

0,0349278 

8 

0,1410022 

14 

0,2518877 

ÜU 

0,3718637 

26 

0,5064324 

3 

0,0524818 

9 

0,1590442 

15 

0,2711218 

21 

0,8930932 

27 

0,6307845 

4 

0,0699837 

10 

0,1772365 

1(1 

0,2906277 

22 

0,4147637 

28 

0,6667952 

6 

0,0876001 

11 

0,1966766 

17 

0,3104288 

2!1 

0,4388974 

29 

0,6816120 

Tabellen  (Nr.  VI  n.  VH). 


X 

m 

* 

m 

* 

m 

* 

m 

■ 

m 

30 

0,6079863 

43 

1,0639469 

65 

1,8220670 

67 

8,810884 

79 

14,651100 

31 

0,6362732 

44 

1,0996840 

61) 

1,9181512 

68 

4,122649 

HU 

17,64798 

32 

0,6634325 

46 

1,1477984 

57 

2,0219938 

69 

4,477441 

81 

21,46123 

33 

0,6025287 

46 

1,1984896 

6K 

2,1346696 

70 

4,884250 

82 

26,89318 

34 

0,7236811 

47 

1,2520116 

sy 

2,2669691 

71 

6,864075 

HB 

34,81186 

36 

0,7638161 

4M 

1,8086263 

HU 

2,3903296 

71t 

5,901161 

H4 

46,93622 

36 

0,7861666 

49 

1,3686308 

Hl 

2,536776 

7a 

6,544048 

Hf> 

67,12291 

37 

0,8197699 

51) 

1,4323614 

82 

2,697518 

74 

7,307220 

K6 

104,1816 

38 

0,8547266 

51 

1,6001970 

63 

2,874904 

76 

8,228670 

«7 

184,1162 

30 

0,8911439 

5-2 

1,6725667 

64 

8,071601 

76 

9,888073 

KH 

412,2916 

40 

0,9291888 

63 

1,6499619 

66 

8,290896 

77 

10,718667 

HU 

1643,690 

11 

0,9688398 

64 

1,7329189 

116 

3,685320 

78 

12,440411 

HO 

oo 

42 

1,0100900 

Tu.  Werthe  der  Exponentialfiuictioii  e'. 

e  —  2,718281828  ■  ■  - 
(Nach  Didion  1848.) 


(tili 


Mi 


nitr 


o,oo 

0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,06 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 
0,10 
0,11 
0,12 
0,13 
0,14 
0,16 


0,18 
0,19 
0,20 


0,34 
0,26 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 


1,0000 

1,0100 
1,0202 
1,0304 
1,0408 
1,0513 
1,0618 
1,0726 
1,0833 
1,0942 
1,1062 
1,1163 
1,1276 
1,1388 
1,1603 
1,1618 
1,1735 


1,2214 
1,2387 
1,2461  . 

1,2686  | 
1,2712 
1,2840 
1,2969 


1,8499 
1,3684 
1,8771 


0,36 
0,37 
0,38 
0,39 
0,40 


0,45 
0,46 
0,47 
0,48 
0,49 
0,50 
0,51 
0,62 
0,5a 
0,54 
0,56 
0,56 


0,59 
0,G0 
0,61 


1,8910 

1,4049 
1,4191 
1,4333 
1,4477 
1,4623 
1,4770 
1,4918 
1,6068 
1,6219 
1,5372 
1,5527 
1,6683 
1,6841 
1,6000 
1,6161 


1,7160 
1,7333 
1,7607 
1,7683 
1,7860 
1,8040 
1,8221 
1,8404 


0,72 
0,73 

0,74 
0,76 
0,76 
0,77 
0,78 
0,79 


0,84 
0,85 
0,86 


0,96 
0,96 
0,97 
0,98 


1,9937 
2,0138 
2,0840 
2,0644 
2,0761 
2,0969 
2,1170 
2,1383 
2,1598 
2,1816 
2,2034 
2,2266 
2,2479 
2,2706 
2,2933 
2,3164 
2,8896 


2,4109 
2,4361 
2,4596 
2,4848 
2,6098 
2,6346 
2,6600 
2,6867 
2,6117 
2,6379 
2,6644 


2,6912 
2,7188 
2,7466 
2,7732 
2,8010 
2,8292 
2,8677 
2,8864 
2,9154 
2,9447 
2,9748 
3,0042 
3,0343 
3,0648 
3,0956 
3,1268 
3,1582 
8,1899 
3,2220 
3,2544 
8,2871 
3,3201 
3,3636 
3,3872 
8,4212 
3,4656 
3,4903 
8,5254 
8,6608 
8,5966 
3,6326 
8,6698 
3,7082 


Tabellen  (Nr.  VH  u.  VIII). 


3,8674 
3,8963 
3,9363 
3,9749 

4,01*8 
4,0662 
4,0969 
4,1371 
4,1787 
4,2207 
4,2681 
4,3059 
4,3492 
4,3929 
4,4371 
4,4817 
4,6267 
4,5722 
4,6181 
4,6646 
4,7116 
4,7588 
4,806G 
4,8549 
4,9037 
4,9530 


5,2070 
5,2693 
6,3121 
6,3655 
6,4195 
5,4789 
5,5289 
5,5845 
6.G406 
5,6973 


6,0496 
6,1104 
6,1718 
6,2388 
6,2905 
6,3598 
6,4237 
6,4882 
6,5636 
6,6193 
6,6869 
6,7630 
6,8209 
6,8895 


7,6140 
7,6906 
7,7679 
7,8459 
7,9248 
8,0044 
8,0849 
8,1062 
8,2482 
8,3311 
8,4148 
8,4994 
8,5849 
8,6711 


9,7766 
9  8749 
9,9742 
10,0774 
10,1766 
10,2779 
10,8812 
10,4656 
10,6909 
10,6973 
10,8048 
10,9134 
11,0332 
11,1841 
11,2459 
11,3689 
11,4780 
11,5883 
11,7048 
11,8224 
11,9413 
12,0613 
12,1825 


12,6586 

12,6797 
12,8071 


13,3297 
13,4637 
13,5990 
18,7367 
13,8738 
14,0132 
14,1540 
14,2963 
14,4899 
14,6861 
14,7316 
14,8797 
15,0293 
15,1808 
16,3329 
16,4870 
15,6426 
15,7998 
15,9586 


17,1158 

17,2878 
17,4615 
17,6370 
17,8143 
17,9938 
18,1741 
18,8568 
18,5413 
18,7276 
18,9158 
19,1060 
19,2980 
19,4919 
19,6878 
19,8857 
20,0866 


1326 
1340 

1353 
1367 
1381 
1394 
1408 
1423 
1436 
1462 
1465 
1481 
1494 
1510 
1526 
1641 
1556 
1572 


1703 
1720 

1737 

1755 

1773 

1790 

1808 

1827 

1846 

1863  ' 

1882 

1902 

1920 

1989 

1969 

1979 

1998 


Till.  Wertlio  der  Function  /(z)  =  2 

(=  Function  G(ß)  bei  Siacci). 
(Nach  Didion  1848.) 


* 

m 

Diff. 

z 

W> 

Diff. 

« 

M 

Diff. 

* 

m 

Diff. 

0,00 

1,0000 

33 
34 
34 
31 

0,06 

1,0169 

34 
34 
35 
34 
35 

0,10 

1,0342 

35 
3G 

36 
36 

36 

0,15 

1,06S0 

36 
36 
36 
37 
36 

0,01 
0,02 
0,03 
0,04 

1,0033 
1,0067 
1,0101 
1,0185 

0,06 
0,07 
0,08 
0,09 

1,0808 
1,0388 
1,0272 
1,0307 

0,11 
0,12 
0,13 
0,14 

1,0377 
1,0418 
1,0448 
1,0484 

0,16 
0,17 
0,18 
0,19 

1,0666 
1,0692 
1,0629 
1,0666 

Tabellen  (Nr.  VW). 


' 

m 

Diff. 

■ 

m 

Diff. 

■ 

m 

Diff. 

• 

m 

Diff. 

0,20  1 

0702 

37 

0,76 

1,3097 

4B 
60  \ 

60  } 
60 

60 

61  } 

61   1 
62 

61  J 
62 

62  { 
62 

63  \ 

53   J 

64  J 
54 

54 

64   J 

65 

65 

65 

65 

66 

56  J 

66  : 

57  : 

67  j 

57  J 

58  : 

68  J 

69  ; 
69  : 

58   : 
69   J 
60  \ 
60   J 
60   J 

6i  : 

61 

62   j 
62   * 
62   J 

31 

1,6272 

67 
67 
67 
68 
68 
69 
69 
69 
70 
70 
70 
72 
72 
72 
72 
73 
73 
74 
74 
74 
76 
76 
76 
7G 
76 
77 
77 
78 
78 
79 
80 
80 
80 
81 
81 
82 
82 
83 
83 
83 
84 
84 
85 
86 

1,86 

2,0602 

92 

93 
93 
93 
94 
95 
95 
95 
96 
97 
97 
98 
98 
99 
100 
100 
101 
101 
102 
103 
104 
104 
105 
105 
106 
106 
107 
108 
109 
109 
110 
110 

111 

112 
113 
113 
114 

115 
116 
116 
117 
118 
118 
119 

0,21   1 

0739 

37 
37 
87 

38 
38 
38 
88 
38 
89 
88 
39 
40 
39 
40 

0,77 

1,3147 

32 

1,6339 

1,87 

2,0695 

0,22   1 

0776 

0,78 

1,8197 

33 

1,6406 

1,88 

2,0788 

0,2»  1 

0813 

0,79 

1,3247 

34 

1,6474 

1,89 

2,0881 

0,24  1 

0850 

0,80 

1,3297 

36 

1,6642 

1,90 

2,0975 

0,26  1 

0888 

0,81 

1,3848 

36 

1,6611 

1,91 

2,1070 

0,26   1 

0926 

0,82 

1,3399 

37 

1,6680 

1,92 

2,1166 

0,27  1 

0964 

0,83 

1,8451 

38 

1,6749 

1,93 

2,1260 

0,2a  i 

1002 

0,84 

1,3602 

39 

1,6819 

1,94 

2,1366 

0,2»  1 

1040 

0,86 

1,3664 

40 

1,6889 

1,96 

2,1453 

0,30   1 

1079 

0,86 

1,3606 

41 

1,6969 

1,96 

2,1550 

0,31   1 

1118 

0,87 

1,8658 

42 

1,7081 

1,97 

2,1648 

0,32  1 

1157 

0,88 

1,3711 

43 

1,7108 

1,98 

2,1746 

0,33   1 

1197 

0,89 

1,3764 

44 

1,7175 

1,99 

2,1845 

0,34   1 

1236 

0,90 

1,3817 

45 

1,7247 

2,00 

2,1946 

0,35   1 

1276 

0,91 

1,3871 

46 

1,7320 

2,01 

2,2046 

0,36   1 

1316 

40 
41 
40 

41 
41 

41 

41 
42 
42 
43 
42 

0,92 

1,3925 

47 

1,7398 

2,02 

2,2146 

0,37   1 

1366 

0,93 

1,8979 

48 

1,7467 

2,03 

2,2247 

0,38   1 

1397 

0,94 

1,4033 

49 

1,7541 

2,04 

2,2349 

0,39   1 

1437 

0,96 

1,4088 

50 

1,7616 

2,05 

2,2452 

0,40   1 

1478 

0,96 

1,4143 

51 

1,7690 

2,06 

2,2666 

0,41   1 

1619 

0,97 

1,4198 

52 

1,7765 

2,07 

2,2669 

0,42  1 

1660 

0,98 

1,4253 

53 

1,7841 

2,08 

2,2764 

0,43   1 

1602 

0,99 

1,4309 

54 

1,7917 

2,09 

2,2869 

0,44   1 

1643 

1,00 

1,4366 

56 

1,7993 

2,10 

2,2976 

0,45  1 

1685 

1,01 

1,4421 

66 

1,8070 

2,11 

2,3081 

0,46  1 

1727 

1,01 

1,4478 

57 

1,8147 

2,12 

2,3188 

0,47   1 

1770 

1,03 

1,4635 

58 

1,8225 

2,13 

2,3296 

0,48   1 

1812 

1,04 

1,4592 

59 

1,8303 

2,14 

2,3406 

0,49  1 

1855 

43 
43 
44 
48 

44 
44 

44 
45 
46 
46 
45 
44 
45 

1,06 

1,4660 

60 

1,8382 

2,15 

2,3514 

0,50  1 

1898 

1,06 

1,4708 

61 

1,8462 

2,16 

2,3624 

0,61   1 

1941 

1,07 

1,4767 

62 

1,8542 

2,17 

2,3734 

0,52   1 

1985 

1,08 

1,4826 

63 

1,8622 

2,18 

2,3846 

0,63  1 

2028 

1,09 

1,4886 

64 

1,870» 

2,19 

2,3967 

0,54  1 

2072 

1,10 

1,4944 

66 

1,8784 

2,20 

2,4070 

0,66  1 

2116 

1,11 

1,6004 

66 

1,8866 

2,21 

2,4183 

0,66   1 

2160 

1,12 

1,5064 

67 

1,8948 

2,22 

2,4297 

0,57  1 

2205 

1,13 

1,5124 

68 

1,9031 

2,23 

2,4412 

0,58  1 

2250 

1,14 

1,6185 

69 

1,9114 

2,24 

2,4627 

0,59   1 

2296 

1,15 

1,5246 

70 

1,9197 

2,25 

2,4643 

0,60  1 

2340 

1,16 

1,5308 

71 

1,9281 

2,26 

2,4760 

0,61   1 

2886 

1,17 

1,5370 

72 

1,9366 

2,27 

2,4878 

0,62   1 

2431 

1,18 

1,6432 

73 

1,9460 

2,28 
j>29 

2,4996 
2,6116 

118 

120 
121 
121 

■30 

2,5233 
2,5353 

31 

32 

2,6474 

Pag. 

47:"!- 

-47» 

Tabe 

le  X  uj 

id  XI  1 

es 

oben 

;38 

2,5595 

lind  ante 

i  „2c 

x  —- 

"  sl 

itt  „ex 

— »L. 

34 
35 

2,6718 
2,5841 

123 
124 
125 
124 

3G 

2,5965 

■37 

38 

2~89 

2,40 

2,6090 
2,6216 
2,6842 
2,6469 

V4  i 

2999 

l 

l'so 

1,6139 
1,6206 

66  1  ] 

85 

2,0419 
2,0510 

« 

127 

0,76  |  1 

3048 

\ 

Tabellen  (Nr.  H). 


IX.  Werthe  der  Function  /(«)  =  - 
{=  Function  Gs  (i)  nach  Siacci). 
(Nach  Didion  1848). 


-- 

m 

Diff. 

e  |   w    um. 

m 

Diff. 

« 

ZU'' 

Diff. 

0,00 

1,0000 

60 
51 

51 
61 
51 
62 
62 
63 
63 
63 
64 
51 
64 
66 
65 
56 
66 
56 
57 
57 
67 
68 
68 
59 
69 
69 
60 
60 
61 
61 
61 
62 
62 
63 
63 
64 
64 
64 
65 
66 
65 
67 
66 
68 
67 
68 
69 
69 
69 
70 
71 

0,62 

1,3116 

"   1 

04 

1,7589 

WH 
103 
104 
106 
106 
107 
107 
108 
108 
110 
110 

1,66 

2,4095 

150 
151 
152 
151 
165 
166 
157 
168 
169 
161 
161 
163 
164 
166 
166 
168 
169 
170 
172 
173 
174 
176 
177 
178 
180 
180 
183 
183 
181 
186 
188 
189 
191 
192 
194 
196 
196 
198 
200 
201 
2U3 
204 
206 
207 
209 
211 
212 
214 
215 
217 
219 
220 

0,01 

1,0050 

0,63 

1,8187 

79  1 

05 

1,7692 

1,67 

2,4216 

0,02 

1,0100 

0,64 

1,3259 

TS  » 

06 

1,7796 

1,68 

2,4398 

0,03 

1,0162 

0,65 

1,3382 

07 

1,7901 

1,69 

2,1562 

0,01 

1,0203 

0,66 

1,3406 

73   ] 

08 

1,8006 

1,60 

2,1707 

0,05 

1,0854 

0,57 

1,3478 

76  J 

09 

1,8113 

1,61 

2,4862 

0,06 

1,0306 

0,58 

1,8552 

10 

1,8220 

1,62 

2,6019 

0,07 

1,0358 

0,69 

1,8627 

11 

1,8828 

1,68 

2,6177 

0,08 

1,0111 

0,60 

1,8702 

12 

1,8436 

1,64 

2,6336 

0,09 

1,0461 

0,61 

1,8778 

13 

1,8616 

1,66 

2,5497 

0,10 

1,0517 

0,62 

1,3864 

14 

1,8656 

1,66 

2,6668 

0,11 

1,0571 

0,63 

1,3930 

16 

1,8767 

1,67 

2,6821 

0,12 

1,0625 

0,64 

1,1007 

ii 

80  l 
80  j 

80  \ 

81  ' 

82  ' 
82 

88  : 
es  , 

84  ; 

85 
86 
86 

86  1 

87  j 

16 

1,8879 

112 
111 
114 
116 
116 

1,68 

2,6985 

0,13 

1,0679 

0,65 

1,4085 

17 

1,8991 

1,69 

2,6161 

0,14 

1,0734 

0,66 

1,4163 

18 

1,9106 

1,70 

2,6817 

0,15 

1,0789 

0,67 

1,4142 

19 

1,9219 

1,71 

2,6486 

0,16 

1,0844 

0,68 

1,1822 

20 

1,9334 

1,72 

2,6654 

0,17 

1,0900 

0,69 

1,4402 

21 

1,9460 

1,73 

2,6824 

0,18 

1,0956 

0,70 

1,1482 

22 

1,9667 

118 

1,74 

2,6996 

0,19 

1,1013 

0,71 

1,1663 

23 

1,9685 

1,76 

2,7169 

0,20 

1,1070 

0,72 

1,1615 

21 

1,9803 

120 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
125 
127 
128 
128 
130 
130 
131 
132 
134 
134 
135 
137 
137 
138 
139 
111 
141 
143 
143 
146 
145 
147 
148 
149 

1,76 

2,7343 

0,21 

1,1127 

0,73 

1,1727 

25 

1,9928 

1,77 

2,7519 

0,22 

1,1185 

0,74 

1,4810 

26 

2,0013 

1,78 

2,7696 

0,28 

1,1213 

0,76 

1,4893 

27 

2,0161 

1,79 

2,7874 

1,1302 

0,76 

1,4977 

28 

2,0286 

1,80 

2,8054 

0,25 

1,1361 

0,77 

1,5062 

29 

2,0109 

1,81 

2,8231 

0,26 

1,1430 

0,78 

1,6147 

80 

2,0533 

1,82 

2,8417 

0,27 

1,1180 

0,79 

1,5233 

31 

2,0668 

1,83 

2,8600 

0,88 

1,1610 

0,80 

1,6319 

32 

2,0788 

1,81 

2,8786 

0,29 

1,1601 

0,81 

1,5406 

33 

2,0910 

1,86 

2,8972 

0,30 

1,1662 

0,82 

1,5494 

88   j 

34 

2,1038 

1,86 

2,9160 

0,31 

1,1723 

0,83 

1,5582 

35 

2,1166 

1,87 

2,9349 

0,S2 

1,1785 

0,84 

1,5671 

80  ] 
90  \ 

90  ; 

92 
92 

93  j 
»3 

94  ] 

96  \ 

96  \ 
97 

97  J 
98 

99 
100 
100 

ioi  i 

102 

36 

2,1296 

1,88 

2,9540 

0,33 

1,1817 

0,85 

1,6761 

37 

2,1126 

1,89 

2,9732 

0,34 

1,1910 

0,HÖ 

1,6861 

38 

2,1657 

1,90 

2,9926 

0,35 

1,1973 

0,87 

1,6941 

39 

2,1689 

1,91 

8,0121 

0,36 

1,2037 

0,88 

1,6033 

40 

2,1823 

1,92 

8.0817 

0,37 

1,2101 

0,89 

1,6126 

41 

2,1967 

1,93 

3,0515 

0,38 

1,2165 

0,90 

1,6218 

42 

2,2092 

1,94 

8,0715 

0,39 

1,2230 

0,91 

1,6311 

43 

2,2229 

1,96 

3,0916 

0,40 

1,2296 

0,92 

1,6405 

44 

2,2366 

1,96 

3,1119 

0,41 

1,2361 

0,93 

1,6500 

45 

2,2501 

1,97 

3,1328 

0,42 

1,2428 

0,94 

1,6696 

46 

2,2618 

1,98 

3,1629 

0,43 

1,2494 

0,96 

1,6692 

47 

2,2781 

1,99 

3,1736 

0,44 

1,2562 

0,96 

1,6789 

48 

2,2925 

2,00 

3,1945 

0,45 

1,2629 

0,97 

1,6886 

49 

2,8068 

2,01 

3,2166 

0,46 

1,2(197 

0,98 

1,6984 

60 

2,3211 

2,02 

3,2368 

0,47 

1,2766 

0,99 

1,7083 

61 

2,3366 

2,03 

3,2582 

0,48 

1,2835 

1,00 

1,7188 

52 

2,3601 

2,04 

3,2797 

0,49 

1,2904 

1.01 

1,7288 

53 

2,8618 

2,05 

3,3011 

0,50 

1,2904 

1,02 

1,7381 

54 

2,3796 

2,06 

3,3288 

0,51 

1,3015 

1,08 

1,7486 

56 

2,3945 

2,07 

3,3168 

Tabellen  (Nr.  IX  a.  X). 
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M 

mir 

- 
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Diff. 

*     |     ftfi 

Diff. 

2,08 
2,09 
2,10 
2,11 
2,12 
2,18 
2,1* 
2,16 
2,16 

3,3675 
3,3899 
3,4136 
3,436! 
3,4681 
3,4811 
3,5044 
3,5276 
3,6514 

224 
226 
227 
220 
280 
233 
234 
236 

2,17 
2,18 
2,19 
2,20 
2,21 
2,22 
2,23 
2,24 

3,6762 
8,5992 
3,6284 
3,6477 
8,6723 
3,6970 
3,7219 
3,7470 

Ü3Ö 
240 
242 
243 
246 
247 
249 
251 

2,25 
2,26 
2,27 
2,28 
2,29 
2,80 
2,31 
2,32 

3,7723 
3,7978 
3,8236 
3,8494 
3,8756 
3,9018 
3,9283 
3,9650 

255 
257 
259 
261 
263 
265 
267 

2,33 
2,34 
2,36 
2,36 
2,37 
2,38 
2,39 
2,40 

3,9819 

4,0091 
4,0364 
4,0689 
4,0917 
4,1197 
4,1479 
4,1763 

269 
272 
273 
275 
278 
280 
282 
284 

X.  Werfte  der  Didion'schen  Functionen  D  =  (l-f-w>0)- 
und     Fä  (1  4-  Wo)  ■  ea  —  w0. 

für  Vi 


... 

gti  »-* 

! 

0,10 

0,20 

0,80 

0,40        C 

,50 

0,60        0 

70 

0,80 

0,90 

1,00 

0,00 

1,061 

1,106 

1,162 

1,221      1 

284 

1,S60      I 

419 

1,492 

1,568 

1,649 

0,05 

1,064 

1,110 

1,170 

1,238      1 

298 

1,367      1 

440 

1,516 

1,697 

1,681 

0,10 

1,066 

1,116 

1,178 

1,244      1 

312 

1,386      1 

461 

1,541 

1,625 

1,714 

0,15 

1,059 

1,121 

1,186 

1,866      1 

327 

1,402      1 

482 

1,666 

1,664 

1,746 

0,20 

1,062 

1,126 

1,194 

1,266      1 

341 

1,420      1 

503 

1,590 

1,682 

1,779 

0,25 

1,064 

1,132 

1,202 

1,277      1 

355 

1,437      1 

624 

1,615 

1,710 

1,811 

0,30 

1,067 

1,187 

1,210 

1,288      1 

369 

1,456      1 

545 

1,639 

1,739 

1,843 

0,35 

1,069 

1,142 

1,219 

1,299      1 

383 

1,472      1 

566 

1,664 

1,767 

1,876 

0,40 

1,072 

1,147 

1,227 

1,310      1 

398 

1,490      1 

687 

1,689 

1,796 

1,908 

0,45 

1,074 

1,158 

1,235 

1,321      1 

112 

1,507      1 

608 

1,718 

1,824 

1,941 

0.50 

1,077 

1,168 

1,243 

1,382      1 

426 

1,525      1 

629 

1,738 

1,863 

1,973 

0,55 

1,080 

1,163 

1,261 

1,343      1 

440 

1,542      1 

650 

1,762 

2,006 

0,60 

1,082 

1,168 

1,269 

1,864      1 

454 

1,560      1 

671 

1,787 

1,909 

2,038 

0,65 

1,086 

1,174 

1,267 

1,366      1 

469 

1,577      1 

692 

1,812 

1,988 

2,070 

0,70 

1,087 

1,179 

1,275 

1,876      1 

483 

1,595      1 

712 

1,836 

1,966 

2,103 

0,75 

1,090 

1,184 

1,283 

497 

1,612      1 

733 

1,861 

1,995 

2,135 

0,80 

1,092 

1,189 

1,291 

1,899      1 

511 

1,680      1 

754 

1,885 

2,023 

2,168 

0,85 

1,095 

1,195 

1,299 

1,410      1 

626 

1,647      1 

775 

1,910 

2,061 

2,200 

0,90 

1,097 

1,200 

1,308 

1,421      1 

640 

1,665      1 

796 

1,936 

2,080 

2,233 

0,95 

1,100 

1,206 

1,316 

1,432      1 

654 

1,682      1 

817 

1,969 

2,108 

2,266 

1,00 

1,103 

1,210 

1,324 

1,448      1 

56* 

1,700      1 

838 

1,984 

2,187 

2,297 

1,06 

1,106 

1,216 

1,382 

582 

1,717      1 

859 

2,008 

2,166 

2,330 

1,10 

1,108 

1,221 

1,840 

1,465      1 

597 

1,735      1 

880 

2,033 

2,194 

2,362 

1,15 

1,110 

1,226 

1,348 

1,476      1 

611 

1,762      1 

901 

2,057 

2,222 

2,395 

1,20 

1,113 

1,231 

1,356 

1,487       1 

625 

1,770      1 

922 

2,032 

2,260 

2,427 

1,26 

1,115 

1,237 

1,364 

1,498      1 

639 

1,787      1 

943 

2,107 

2,279 

2,460 

1,30 

1,118 

1,242 

1,372 

1,609      1 

658 

1,806      1 

964 

2,131 

2,807 

2,492 

0,198 

0,398 

0,686 

0,776  |  0 

962 

.,«!' 

827 

1,506 

1,683 

1,857 

476 


Tabellen  (Nr.  X). 


für 

Vi 

«>0 

! 

1,10 

1,20 

1,30 

1,40 

1,50 

1,60 

1,70 

1,80 

1,90 

2,00 

0,00 

1,733 

1,822 

1,916 

2,014 

2,117 

2,226 

2,340 

2,460 

2,586 

2,718 

0,06 

1,770 

1,863 

1,961 

2,064 

2,173 

2,287 

2,407 

2,533 

2,665 

2,804 

0,10 

1,807 

1,904 

2,007 

2,115 

2,229 

2,348 

2,474 

2,606 

2,744 

2,890 

0,15 

1,843 

1,945 

2,053 

2,166 

2,285 

2,409 

2,541 

2,679 

2,824 

2,976 

0,20 

1,880 

1,987 

2,099 

2,217 

2,340 

2,471 

2,608 

2,752 

2,903 

3,062 

0,25 

1,917 

2,028 

2,144 

2,267 

2,396 

2,582 

2,676 

2,825 

2,982 

8,148 

0,30 

1,953 

2,069 

2,190 

2,318 

2,452 

2,593 

2,742 

2,898 

3,061 

3,234 

0,35 

1,990 

2,110 

2,236 

2,369 

2,508 

2,655 

2,809 

2,971 

3,141 

3,320 

0,40 

2,027 

2,151 

2,282 

2,419 

2,564 

2,716 

2,876 

3,043 

3,220 

3,406 

0,45 

2,068 

2,192 

2,328 

2,470 

2,620 

2,777 

2,943 

3,116 

3,299 

3,492 

0,50 

2,100 

2,233 

2,378 

2,521 

2,676 

2,838 

3,010 

3,189 

3,379 

8,577 

0,55 

2,187 

2,274 

2,419 

2,571 

2,731 

2,900 

8,077 

3,262 

3,458 

3,663 

0,60 

2,173 

2,815 

2,466 

2,622 

2,787 

2,961 

3,143 

3,335 

3,637 

3,749 

0,65 

2,210 

2,367 

2,511 

2,673 

2,848 

3,022 

3,210 

3,408 

3,616 

3,835 

0,70 

2,247 

2,398 

2,566 

2,723 

2,899 

3,088 

8,277 

3,481 

3,696 

3,921 

0,75 

2,283 

2,439 

2,602 

2,774 

2,955 

3,146 

3,344 

3,654 

3,776 

4,007 

0,80 

2,320 

2,480 

2,648 

2,825 

3,011 

3,206 

3,411 

3,627 

3,854 

4,093 

0,85 

2,367 

2,521 

2,694 

2,876 

3,066 

3,267 

3,478 

3,700 

8,993 

4,179 

0,90 

2,398 

2,562 

2,740 

2,926 

3,122 

3,329 

8,545 

8,773 

4,013 

4,265 

0,95 

2,430 

2,603 

2,786 

2,977 

3,178 

3,390 

3,612 

3,846 

4,092 

4,361 

1,00 

2,467 

2,644 

2,831 

3,028 

3,234 

3,451 

8,679 

3,919 

4,171 

4,437 

1,05 

2,503 

2,685 

2,877 

8,078 

3,290 

8,512 

3,746 

8,992 

4,261 

4,523 

1,10 

2,540 

2,726 

2,923 

3,129 

3,846 

3,574 

3,818 

4,065 

4,330  . 

4,608 

1,15 

2,677 

2,768 

2,968 

3,180 

3,402 

3,635 

8,880 

4,138 

4,410 

4,694 

1,20 

2,613 

2,809 

3,014 

3,230 

3,457 

3,696 

8,947 

4,211 

4,489 

4,780 

1,25 

2,660 

2,860 

3,060 

8,281 

3,513 

3,768 

4,014 

4,284 

4,568 

4,866 

1,30 

2,687 

2,891 

3,106 

3,822 

3,569 

3,819 

4,081 

4,357 

4,647 

4,962 

fcx  »-► 

2,030 

2,200 

2,369 

2,586 

2,701 

2,864 

3,026 

3,186 

3,344 

8,502 
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a 

XII.  Werthe  des  Factors  <y  =  7±--     .  ^Z- 

tga  «/     cos8« 

o 

(Aeltere  Methode  von  Siacci.) 


a° 

a 

a° 

0 

a° 

a 

a° 

G 

a° 

G 

0° 

1,00000 

19° 

1,01942 

87° 

1,08787 

66° 

1,27583 

73° 

2,00071 

1 

1,00005 

20 

1,02165 

88 

1,09400 

66 

1,29381 

74 

2,09581 

2 

1,00020 

21 

1,02404 

39 

1,10001 

57 

1,31310 

76 

2,20349 

3 

1,00045 

22 

1,02667 

40 

1,10730 

58 

1,33382 

76 

2,32824 

4 

1,00081 

23 

1,02926 

41 

1,11452 

59 

1,35612 

77 

2,47344 

6 

1,00127 

24 

1,03212 

42 

1,12215 

60 

1,88017 

78 

2,64428 

6 

1,00184 

25 

1,03514 

43 

1,13022 

61 

1,40616 

79 

2,84788 

7 

1,00251 

26 

1,03834 

44 

1,13876 

62 

1,43429 

80 

8,09418 

8 

1,00328 

27 

1,04172 

45 

1,14777 

63 

1,46484 

81 

3,29753 

9 

1,00417 

28 

1,04530 

46 

1,16741 

64 

1,49807 

82 

3,77960 

10 

1,00516 

29 

1,04907 

47 

1,16762 

65 

1,53433 

83 

4,87430 

11 

1,00626 

30 

1,05306 

48 

1,17826 

66 

1,67402 

84 

4,93833 

12 

1,00748 

81 

1,05727 

49 

1,18978 

67 

1,61769 

85 

5,87883 

13 

1,00881 

32 

1,06171 

50 

1,20189 

68 

1,66562 

86 

7,28508 

14 

1,00912 

33 

1,06640 

51 

1,21483 

69 

1,71872 

87 

9,90478 

16 

1,01184 

34 

1,07134 

52 

1,22862 

70 

1,77772 

88 

14,39754 

16 

1,01354 

35 

1,07696 

63 

1,24333 

71 

1,84355 

89 

28,69102 

17 

1,01536 

36 

1,08206 

54 

1,26903 

72 

1,91740 

90 

OO 

18 

1,01732 

1 

Xm.  Die  Siacci'sche  Tabelle  für  die  Werfte  von  ß, 

bei  verschiedenen  Wurfweiten  Xm  und  verschiedenen  Abgangs  winkeln  cc° 

(Siacci  1892,  pag.  462.) 


a 

X-^ 

t 

1000 

2000 

3000 

4000 

5000 

6000 

7000 

8000 

9000 

10000 

11000 

12000 

1800014000 

15000 

16000 

10° 

11 

12 

13 

14 

15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
26 

1,00 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 

1,02 
1,02 
1,02 
1,02 
1,03 

1,03 
1,03 
1,04 
1,04 

|l,04 

1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,01 

1,01 
1,01 
1,02 
1,02 
1,02 

1,02 
1,03 
1,03 
1,04 
1,05 

1,00 
1,00 
1,00 
0,99 
0,99 
0,99 

0,99 
1,00 
1,00 
1,01 
1,01 

1,02 
1,03 
1,03 
1,04 
1,04 

1,00 
0,99 
0,98 
0,98 
0,97 
0,97 

0,97 
0,97 
0,97 
0,98 
0,98 

0,99 
0,99 
1,00 
1,01 
1,02 

1,02 
1,00 
0,99 
0,98 
0,97 
0,96 

0,96 
0,96 
0,96 
0,96 
0,95 

0,95 
0,96 
0,96 
0,97 
0,97 

1,02 
1,00 
0,99 
0,97 
0,96 

0,96 
0,94 
0,93 
0,93 
0,93 

0,93 
0,93 
0,93 
0,93 
0,93 

1,02 
1,00 
0,98 

0,96 
0,96 
0,94 
0,93 
0,92 

0,92 
0,91 
0,91 
0,90 
0,90 

1,02 

1,00 
0,97 
0,96 
0,94 
0,93 

0,92 
0,91 
0,90 
0,89 
0,89 

1,00 
0,99 
0,97 
0,95 

0,93 
0,92 
0,91 
0,90 
0,89 

1,02 
1,00 

0,98 
0,96 
0,93 
0,92 
0,90 

1,00 
0,98 
0,95 
0,93 

1,01 
0,98 

i 
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et 

X~+ 

! 

1000 

2000 

3000 

4000 

6000  6000 

7000  8000 

9000 

10000  11000 

12000 

13000  14000  15000  160O0 

26° 

1,05 

1,05 

1,05 

1,02 

0,98 

0,94 

0,90 

0,88 

0,88 

0,89 

0,91 

0,96 

«_ 

^^^_ 

«v^M 

«^_» 

27 

1,06 

1,05 

1,05 

1,03 

0,98 

0,94 

0,90 

0,88 

0,87 

0,87 

0,89 

0,94 

0,99 

— 

— 

— — 

28 

1,05 

1,06 

1,06 

1,03 

0,99 

0,94 

0,91 

0,87 

0,86 

0,86 

0,88 

0,91 

0,96 

— 



— 

29 

1,06 

1,07 

1,06 

1,04 

1,00 

0,96 

0,91 

0,87 

0,86 

0,86 

0,87 

0,90 

0,94 

— 

— 

— 

30 

1,06 

1,07 

1,07 

1,04 

1,00 

0,96 

0,91 

0,87 

0,85 

0,84 

0,85 

0,88 

0,92 

0,98 

— 

— 

31 

1,07 

1,08 

1,08 

1,05 

1,01 

0,97 

0,91 

0,87 

0,86 

0,84 

0,84 

0,86 

0,89 

0,96 

■ 

_ _ 

32 

1,07 

1,08 

1,08 

1,06 

1,02 

0,97 

0,91 

0,87 

0,84 

0,83 

0,83 

0,85 

0,87 

0,92 

— 

— 

33 

1,08 

1,09 

1,09 

1,07 

1,03 

0,98 

0,92 

0,87 

0,84 

0,82 

0,82 

0,83 

0,86 

0,90 

0,99 

— 

34 

1,09 

1,10 

1,10 

1,08 

1,04 

0,99 

0,92 

0,87 

0,84 

0,82 

0,81 

0,82 

0,84 

0,89 

0,96 

— 

35 

1,10 

1,11 

1,11 

1,09 

1,06 

0,99 

0,93 

0,88 

0,84 

0,81 

0,81 

0,81 

0,83 

0,87 

0,93 

— 

36 

1,11 

1,12 

1,12 

1,10 

1,06 

1,00 

0,93 

0,88 

0,84 

0,81 

0,80 

0,80 

0,82 

0,85 

0,91 

— 

37 

1,11 

1,18 

1,12 

1,11 

1,07 

1,01 

0,94 

0,88 

0,84 

0,81 

0,80 

0,80 

0,81 

0,84 

0,89 

— 

38 

1,12 

1,13 

1,13 

1,11 

1,08 

1,01 

0,96 

0,89 

0,84 

0,81 

0,79 

0,79 

0,80 

0,83 

0,88 

— 

39 

1,18 

1,14 

1,14 

1,12 

1,08 

1,02 

0,95 

0,89 

0,84 

0,81 

0,79 

0,78 

0,79 

0,82 

0,86 

— 

40 

1,14 

1,15 

1,15 

1,14 

1,09 

1,03 

0,96 

0,89 

0,84 

0,81 

0,78 

0,78 

0,78 

0,81 

0,85 

0,92 

41 

1,15 

1,16 

1,16 

1,14 

1,10 

1,04 

0,97 

0,90 

0,85 

0,81 

0,78 

0,77 

0,78 

0,80 

0,84 

0,90 

42 

1,16 

1,17 

1,17 

1,16 

1,11 

1,06 

0,97 

0,90 

0,85 

0,81 

0,78 

0,77 

0,77 

0,79 

0,83 

0,89 

<  48 

1,17 

1,18 

1,18 

1,17 

1,12 

1,05 

0,98 

0,91 

0,85 

0,81 

0,77 

0,77 

0,76 

0,78 

0,82 

0,88 

44 

1,18 

1,19 

1,19 

1,18 

1,13 

1,06 

0,99 

0,91 

0,85 

0,81 

0,77 

0,76 

0,76 

0,78 

0,81 

0,87 

45 

1,19 

1,20 

1,20 

1,19 

1,14 

1,07 

0,99 

0,92 

0,85 

0,81 

0,77 

0,76 

0,76 

0,77 

0,81 

0,86 

46 

1,20 

1,22 

1,22 

1,20 

1,16 

1,08 

1,00 

0,92 

0,86 

0,81 

0,77 

0,76 

0,76 

0,76 

0,80 

0,86 

47 

1,21 

1,23 

1,23 

1,22 

1,17 

1,09 

1,01 

0,93 

0,86 

0,81 

0,77 

0,76 

0,76 

0,76 

0,80 

0,85 

48 

1,22 

1,26 

1,26 

1,23 

1,18 

1,10 

1,02 

0,98 

0,86 

0,81 

0,77 

0,76 

0,75 

0,76 

0,80 

0,86 

49 

1,24 

1,26 

1,26 

1,24 

1,20 

1,11 

1,02 

0,94 

0,87 

0,81 

0,77 

0,76 

0,76 

0,76 

0,80 

0,86 

50 

1,26 

1,27 

1,28 

1,26 

1,21 

1,12 

1,03 

0,94 

0,87 

0,81 

0,78 

0,76 

0,76 

0,76 

0,80 

0,87 

51 

1,27 

1,29 

1,29 

1,28 

1,22 

1,13 

1,04 

0,95 

0,87 

0,81 

0,78 

0,76 

0,76 

0,76 

0,81 

_ 

52 

1,29 

1,31 

1,31 

1,29 

1,24 

1,14 

1,05 

0,95 

0,88 

0,81 

0,78 

0,76 

0,76 

0,77 

0,81 

— 

53 

1,81 

1,33 

1,33 

1,31 

1,26 

1,15 

1,05 

0,96 

0,88 

0,81 

0,78 

0,77 

0,77 

0,78 

0,82 

— 

54 

1,32 

1,36 

1,35 

1,32 

1,27 

1,16 

1,06 

0,96 

0,88 

0,81 

0,79 

0,77 

0,77 

0,79 

0,83 

— 

55 

1,34 

1,37 

1,37 

1,34 

1,28 

1,17 

1,07 

0,97 

0,89 

0,81 

0,79 

0,77 

0,78 

0,80 

0,85 

— 

56 

1,36 

1,39 

1,39 

1,36 

1,30 

1,18 

1,07 

0,97 

0,89 

0,82 

0,80 

0,78 

0,78 

0,81 

— 

_ 

67 

1,38 

1,41 

1,42 

1,39 

1,81 

1,19 

1,08 

0,97 

0,89 

0,82 

0,81 

0,78 

0,79 

0,83 

— 

— 

68 

1,41 

1,44 

1,44 

1,41 

1,33 

1,21 

1,08 

0,98 

0,90 

0,88 

0,81 

0,79 

0,80 

0,84 

— 

— 

69 

1,44 

1,47 

1,47 

1,43 

1,34 

1,22 

1,09 

0,98 

0,90 

0,83 

0,82 

0,81 

0,82 

0,87 

— 

— 

60 

1,47 

1,60 

1,51 

1,46 

1,36 

1,23 

1,10 

0,99 

0,90 

0,84 

0,83 

0,82 

0,84 

0,91 

— 

— 
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XI Y.  Auszug  ans  der  Tabelle  der  Siaccf  sehen  Functionen  D,J,A,  T  von  u 

(für  u  =  983  bis  u  ==  700  m). 
(Nach  Siacci,  balist.  exter.  1892,  pag.  438.) 


D 

J 

Ä 

T 

M 

D 

J 

Ä 

T 

u 

0 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0300 
0,0302  ; 
0,0304  ; 
0,0306  : 
0,0308  " 
0,0311  • 
0,0313  ' 
0,0315  ; 
0,0317  * 
0,0319  2 

67,1 
67,4  3 
67,7  l 
68,0  3 
68,3* 
68,6  l 
68,9  J 
69,3  J 
69,6  3 
59,9  8 

0,789 

0,799 ;; 

0,810  JJ 
0,820  » 
0,830  ™ 
0,841   J 
0,861  £ 
0,861 J° 
0,872  " 
0,882  10 

983,0 
979,6  f* 

976.8  f8 

972.9  f* 
969,6  f8 

966.3  88 
963,0  88 
969,8  8* 
966,6  22 

953.4  8S 

500 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0421 
0,0424  8 
0,0427  8 
0,0430  J 
0,0433  J 
0,0436  8 
0,0438  2 
0,0441  2 
0,0444  2 
0,0447  8 

75,0 
76,0* 
75,8* 
76,2  J 

76,7  ^ 
77,1* 
77,5* 

78,0* 
78,4* 
78,9  ö 

1,343 

1.366  JJ 

1.367  J 
1,380 18 
1,392  " 
1,404  \l 
1,417   2 
1,429  J2 

1,464 18 

829,6  9Q 
826,6  2! 

823.8  22 
821,0  22 
818,2  2? 
816,4  2* 

812'7  28 

809.9  2? 

807,2  2! 
804,4  28 

100 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0321 1 
0,0323  J 
0,0326  l 
0,0328  J 
0,0330  * 
0,0332  l 
0,0334  l 
0,0336  ; 
0,0339  * 
0,0341  * 

60,2  8 
60,6  3 
60,9  \ 
61,2  3 
61,5  ; 

61,9  l 
62,2  8 
62,5  8 
62,9* 
63,2  8 

0,892  j; 
0,902  ]° 
0,913  JJ 
0,924   J 
0,934  " 
0,946  " 
0,966  " 
0,967  u 
0,978  n 
0,989  n 

960.2  3* 

947.0  " 

943.8  " 

940.6  " 
937,4  8J 

934.3  81 

981.1  8* 

927.9  8, 

924.7  ll 
9*1  fi" 

600 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0450  2 
0,0463  2 
0,0466  2 
0,0469  2 
0,0462  8 
0,0466  * 
0,0469  2 
0,0472  2 
0,0476  2 
0,0478  8 

79,4  2 
79,8  \ 

80,3^ 
80,8  2 
81,2* 

81,7  2 
82,2  2 
82,6  \ 
88,1  2 
83,6° 

1,466  J2 
1,479  j; 
1,491  ^ 

1,504  j» 

1,516  J 
1,629  ^ 
1,542  22 
1,655  22 

1,567   J 
1,680 18 

801.7  21 
799,0  2; 

796.8  " 
793,7  JJ 
791,0  "J 
788,3  2! 
786,7  2* 
783,0  JJ 
780,3  J! 
777,7  *6 

200 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0343  J 
0,0346  l 
0,0348  J 
0,0350  ; 
0,0363  l 
0,0356  J 
0,0367  J 
0,0360  * 
0,0362  * 
0,0366  3 

63,6 1 
63,9* 
64,2  8 
64,6* 
65,0* 
66,3 * 
66,7* 
66,1 1 
66,4 1 
66,8* 

0,999  ™ 
1,010  [\ 
1,021 " 
1,032  JJ 
1,043  " 
1,054  JJ 
1,065  J1 
1,076  " 
1,087  JJ 
1,098  " 

918,4  8J 
915,3  3* 
912,2  " 
909,2  " 
906,1  f 
903,0  " 
900,0  J° 
897,0  J° 

894,0?° 
890,9  81 

700 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0481  2 
0,0484  8 
0,0488  * 
0,0491  3 
0,0496  * 
0,0498  J 
0,0601  8 
0,0605  * 
0,0608  8 
0,0612  * 

84,0* 
84,6  2 
85,0  2 
86,4  J 

86,9  2 
86,4  2 
86,9^ 

87.4  2 
87,9  2 

88.5  6 

1,593  22 
1,606  22 

1,619  22 

1,682  22 
1,646  22 
1,668  22 

1,671  22 

1,685  2* 

1,698  22 
1,711 13 

776,0  f^ 
772,4  22 

769.8  22 

767.2  22 
764,6  22 
762,0  22 

769>4  35 

766.9  22 

754.3  2 
751,8  aö 

300 
10 
20 
30 
40 
60 
60 
70 
80 
90 

0,0367  * 
0,0370  * 
0,0372  * 
0,0376  J 
0,0377  ; 
0,0380  8 
0,0383  l 
0,0386  ; 
0,0388 J 
0,0390  * 

67,2* 

67.5  8 
67,9* 
68,3* 

68.6  l 
69,0* 
69,4* 
69,8* 
70,1  * 
70,5* 

1,110  ^ 
1,121 
1,132  " 
1,144  J 
1,166 
1,166  " 
1,178  " 
1,190  JJ 
1,201  " 
1,218  " 

887,9  £ 
884,9  J 

881,8  2n 
878,8  J° 

875,8f^ 
872,8  * 

869.8  f 

866.9  22 

864.0  * 

861.1  29 

800 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,0616  8 
0,0519  * 
0,0522  3 
0,0526  * 
0,0529  8 
0,0533  * 
0,0637  * 
0,0540  2 
0,0544  * 
0,0647  8 

89,0  J 
89,6  2 
90,0  2 
90,6  2 

91,1 2 

91.6  2 
92,2  2 

92.7  2 
93,2  2 

93.8  6 

1,726  2t 
1,738  22 

1,751 22 

1,765  2* 
1,778   J 
1,792  JJ 
1,805  22 

1,819  2t 

1,832  22 
1,846  14 

749,2  22 

7u,i  22 

741'6  25 

739,1  22 

736.6  2? 

734.1  22 

731.7  " 

729.2  £ 
726,7  n 

400 
10 
20 
80 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

600 

0,0393  3 
0,0396  8 
0,0899  3 
0,0401 ; 
0,0404  • 
0,0407  " 
0,0410 J 
0,0413  3 
0,0415  " 
0,0418 1 
0,0421  8 

70,9* 
71,3* 
71,7* 
72,1* 
72,6* 
72,9  \ 
73,3* 
73,7* 
74,1  \ 
74,6* 
76,0* 

1,226  " 
1,236   * 
1,248  " 
1,260  JJ 
1,271  " 
1,283  " 
1,296  H 
1,307  " 
1,319  " 
1,331  \: 
1,343  1JS 

868.1  82 

855.2  2? 

852.3  22 

849.4  22 

846.5  22 

843.6  22 
840,8  2? 

888.0  2! 

835.1  2? 
832,3  22 
829,6  28 

900 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
1000 

0,0561  * 
0,0666  * 
0,0569  * 
0,0663  * 
0,0667  * 
0,0571  * 
0,0574  8 
0,0678  * 
0,0682  * 
0,0586  * 
0,0590  * 

94.3  2 
94,9  2 

96.4  2 

96.0  2 

96.6  2 

97.1  J 

97.7  2 

98.2  2 
98,8* 
99,4  2 

100,0  6 

1,860  J* 

1,874  J 
1,887  JJ 

1,901  22 

1,916  J 
1,929  J* 
1,943  JJ 
1,967  J 
1,972  J 
1,986  * 
2,000  14 

724»2  25 

721.7  2! 

719'8  25 

716.8  22 

714,4  2* 
712,0  22 
709,6  22 
707,2  22 
704,8^ 
702,4  2* 
700,0  z* 

Orans,  BalliafeUc. 
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Tabellen  (Mr.  XV). 


XT.  Function  D{u)  von  u. 


*m|    - 

s» 

« 

m 

' 

„,.,[ ,. 

0 

1000,0 

tOi 

881,8 

208 

777,4 

:■■■■! 

675,4 

533  532.9 

T'.n 

382,1 

1100 

998,0 

1920 

194,1 

:i7,-,o  --..i 

3 

997,6 

106 

-To.r 

210 

775,8 

32» 

672,1 

:,::,;  r>3<>.:: 

3S(i,,- 

im 

296,3 

1940 

193.: 

::sii,.i  m;.  i. 

4 

995,2 

10- 

877,5 

212 

773,7 

:;:■;: 

i'.i'.s,- 

54i.5i7, 7 

1120 

294,6 

19(11 

190,6 

3*50  84.. "4 

6 

992,8 

11' 

875,4 

214 

771,8 

:;:■;. 

r.r„-,,( 

11. :i 

292,9 

|9-I 

1--.S 

;;9oO  X3..5 

8 

990,4 

1  l! 

s?::.:! 

216 

769,9 

:.  (i 

662,4 

IM( 

291,2 

■1 

187,1 

:;950.s..,7 

10 

988,0 

114 

768,1 

344 

059,2 

1160 

289,6 

-Ji'-Ji 

185,4 

[,11,11     ;■,.:- 

IS 

ttfl  -t;'.i.i 

x2( 

:■;  7(J.7 

1160 

287,8 

3(11' 

1*3.7 

105til77..'l 

U 

SU 

868,8 

1  171 

.'-•'.  : 

.'■..'.. 

1-.'.' 

4100  71,7 

16 

«3i 

366.9 

M- 

284.6 

:,- 

[80,1 

I1MJ74,! 

836 

a 

1191' 

188,0 

VI.» 

::•■■■ 

1300  "3,:. 

9191 

177,0 

1  '51.71,(1 

22 

126 

858,6 

211' 

176.4 

,      .1.1.69,.-, 

24 

971,4 

188 

s.50.5 

232 

::.:>!  2 

372  6;}7.i> 

590 

486.4 

3  1  ■'■■ 

173,9 

;  .M.i  ■. 1-. n 

26 

969,0 

180 

854.5 

234 

752,8 

:(7ü  r.:i::,ii 

595 

488,4 

'.'>' 

172.S 

nMiif,6.C. 

28 

966,7 

132 

852,4 

236 

761,6 

:;-nlo::o.s 

600 

480.4 

--■■■  166,1 

124"  375,2 

.'■'.i 

170,8 

Il5(i,rt5.2 

SO 

964,4 

134 

850,3 

868  ***•* 

1251'  .'7:i.6 

.'.'.'( 

ir.a.3 

l'..)0  63,« 

83 

963,0 

131 

84M,8 

]~'."  ','.''- 

.'2  t- 

167.» 

1  ..->U|6U,4 

34 

909,7 

138 

846,2 

":.'.  -iM.n 

2260 

1  i....:i 

IGOOOl.l 

SB 

9Q7.4 

140 

844,2 

, : ;   .|        ,-- .,  p  ■:    i 

--••(19.1 

1930  369.1 

2280  164,9 

1,',:,0  59.K 

38 

955,1 

112*43.1 

i;(io',-.s..-, 

40 

!i:>'„\m 

i:'.o':.7,4 

42 

950,5 

loiiolöc.ä 

44 

948,2 

11-  -36,1 

737.1 

413  !',■»■.. ;. 

64"  15;..: 

■   ■(..(■■  «0,4 

169,4 

;.  ,i,  55.il 

46 

945,9 

"3l.ii 

251 

41f 

645 

151 

'.,-. 

1  ,-.! 

f.-OO&.t.S 

IS 

943.6 

152 

s::2.o 

733,5 

421 

600,6 

650 

IM   1 

2400 

156..» 

4^.0  62.7 

;.ii 

;i4  i ,a 

154 

830,0 

268 

IS1.T 

424 

597,7 

656 

II     '■ 

U-    162  1 

2460 

15  :,'■ 

MHKJal,«; 

52 

939,0 

166 

B28.0 

■Jen 

7W.li 

428 

594.8 

seo 

II- 

:  IM  149.4 

25oo 

1.-.H.3 

','.50  50,1 

54 

:•;:<:* 

158 

s'26,o 

.-  .  M 

147.0 

-.11,  l'i.:: 

:.i; 

:i:;i.:i 

ISO 

*21.l> 

264 

7347 

wrfeilr  fßr! 

;.;;   ';jf 

.' 

145.9 

140.« 

■■1  iOln.2 
■•200  47.2 

2700 

1  ;C...i 

6260  45,3 

02 

937,8 

IUI' 

•  lS.il 

270 

1760 

l;l.,.u 

1 15.- 

i-.l 

925,5 

169 

810,0 

2  7  2 

71  -.1.4 

452 

-.77. 1 

JMlIII 

l.i-M 

■  -n  II.:: 

Gß 

923,3 

-II. 1 

274 

717,7 

456 

574,6 

:■■-■■   -:~.i  1560  231.7 

.-..'.II 

129.3 

5400 

■i::.' 

68 

921,0 

-UM 

-7.1 

715,9 

460 

571,7 

..:  :   1680  229,4 

: 

1  .'.'.1. 

'.151 

4  2.5 

70 

918,8 

174 

810,1 

jt- 

714,2 

464 

668,9 

'.  .01 

41.0 

72 

91  >;.('. 

176 

808,9 

2si, 

712,5 

468 

',66.1 
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900 

268 
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281 

284 
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950 
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526 
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470 

474 

479 

484 

489 
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499 

504 

510 

516 

622 

528 

534 

540 

647 

564 
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495 

500 

505 

510 

616 

521 

626 

631 

687 

543 

549 

656 

561 

568 

675 

682 

1450 

621 

526 

531 

637 

542 

647 

553 

559 

565 
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690 

697 

604 
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647 
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620 
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634 
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685 
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603 

609 

615 
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608 
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644 

661 

658 
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695 
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834 
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876 
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893 
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130 
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125 

129 
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148 
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129 
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135 
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169 
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218 
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813 

328 

345 

364 

386 

410 

438 

470 

607 

600 

291 

303 

316 

330 

345 

362 

381 

402 

426 

452 

483 

518 

650 

319 

382 

346 

361 

378 

386 

417 

440 

466 

494 

528 

566 

700 

348 
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377 

394 

412 

432 

454 

479 

607 

638 

674 

616 

750 

378 

393 

409 

427 

446 

468 

492 

518 
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800 
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424 

441 

460 

481 
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530 

659 

591 
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668 

721 

850 

439 

456 

476 

495 

517 

641 

569 

600 

634 

672 

716 

900 

471 
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509 

530 

554 

680 

609 

641 

677 

719 

766 
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950 

608 

522 

543 

665 

591 

619 

650 

684 

722 

766 

817 

1 

1000 

536 

566 

678 

602 

629 

659 

691 

727 

768 

814 

869 

i 

1050 

569 

691 

614 

640 

668 

699 

733 

772 

815 

863 

1100 

604 

626 

651 
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707 

740 

776 

817 

862 

910 

1150 

638 
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688 

717 

748 

782 

820 

862 

910 

1200 
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699 

726 
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789 

826 
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909 

960 
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710 
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830 

868 

910 

957 
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1300 

747 

776 

804 

836 

873 

912 
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1005 

1350 

786 

814 

845 

878 
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957 

1003 
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1400 

823 

853 

886 
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1003 

1051 

1104 

1450 

863 

894 
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1006 

1050 

1100 

1500 

903 

935 

971 

1009 

1051 

1097 

1149 

1650 

943 

977 

1014 

1054 

1098 

1145 

1600 

985 

1020 

1058 

1099 

1145 

1194 

1650 

1028 

1064 

1103 

1146 

1193 

1244 

1700 

1071 

1108 

1149 

1192 

1242 

1296 

1760 

1116 

1163 

1195 

1240 

1292 

1800 

1159 

1199 

1242 

1289 

1343 

1850 

1204 

1246 

1291 
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700 

690 

680 

670 

660 
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640 

630 

620 

610 

600 

590 

580 

670 

560 
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00 

00 
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00 

00 

00 

00 

00 

50 

21 

22 

22 

23 

24 

25 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

81 

32 

38 

100 

45 

47 

48 

60 

61 

62 

64 

66 

58 

60 

62 

64 

66 

69 

71 

160 

72 

75 

77 

79 

81 

84 

86 

89 

92 

95 

99 

108 

106 

110 

114 

200 

103 

106 

110 

113 

116 

120 

124 

128 

182 

136 

141 

146 

151 

156 

162 

260 

138 

142 

146 

150 

155 

160 

165 

170 

176 

182 

189 

195 

202 

209 

217 

300 
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183 

188 

194 

200 

206 

213 

220 

227 

234 

242 

251 

260 

269 

278 

350 

222 

229 

286 

243 

250 

258 

266 

275 

284 

293 

303 

313 

324 

335 

347 

400 

278 

281 

290 

298 

307 

316 

826 

337 

348 

359 

371 

383 

396 

408 

422 

450 

330 

339 

349 

359 

370 

382 

394 

406 

419 

432 

446 

460 

475 

490 

606 

500 

394 

405 

417 

429 

442 

455 

468 

482 

497 

512 

628 

545 

562 

579 

697 

550 

465 

478 

492 

506 

520 

535 

550 

566 

682 

600 

618 

637 

656 

675 

694 

600 

543 

659 

574 

590 

606 

623 

640 

658 

677 

696 

715 

735 

756 

777 

798 

650 

629 

646 

664 

681 

699 

718 

737 

757 

777 

797 

818 

840 

863 

886 

910 

700 

722 

741 

760 

779 

799 

819 

839 

860 

882 

904 

927 

952 

977 

1002 

1027 

760 

823 

843 

863 

884 

905 

927 

949 

972 

995 

1019 

1044 

1070 

1096 

1123 

1151 

800 

929 

951 

973 

996 

1018 

1041 

1066 

1090 

1116 

1141 

1168 

1196 

1223 

1262 

1282 

850 

1042 

1065 

1089 

1113 

1137 

1162 

1188 

1215 

1242 

1270 

1299 

1328 

1358 

1323 

1421 

900 

1162  1187 

1212 

1237 

1263 

1290 

1318 

1347 

1376 

1407 

1438 

1469 

1501 

1534 

1568 

950 

1289:1315 

1342 

1369 

1397 

1426 

1466 

1487 

1518 

1551 

1584 

1617 

1651 

1687 

1722 

1000 

14231451 

1480 

1509 

1539 

1569 

1601 

1634 

1668 

1703 

1788 

1774 

1811 

1848 

1886 

1050 

15641594 

1625 

1666 

16881720 

1754 

1789 

1826 

1863 

1900 

1938 

1978 

2018 

2058 

1100 

1713  1745 

1778 

1811 

18451880 

1917 

1955 

1993 

2032 

2071 

2112 

2154 

2197 

2240 

1150 

1871 

1905 

1940 

1976  2011 

2049 

2087 

2126 

2167 

2209 

2250 

2294,2339 

2384 

2480 

1200 

2037 

2074 

2111 

2148  2186  2226 

2266 

2307 

2350 

2395 

2438 

2485 1 2533 

2582 

2681 

a 

va   — ► 

l 

550 

640 

530 

620 

510 

500 

490 

480 

470 

460 

450 

440 

430 

420 

410 

0 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

60 

35 

36 

87 

39 

40 

42 

43 

46 

47 

49 

61 

53 

55 

58 

61 

100 

74 

76 

79 

82 

86 

89 

92 

96 

100 

106 

110 

114 

119 

125 

131 

150 

118 

122 

127 

132 

137 

143 

149 

155 

161 

168 

176 

183 

191 

199 

207 

200 

168 

174 

181 

188 

196 

203 

212 

220 

229 

238 

247 

258 

268 

279 

291 

250 

225 

233 

242 

251 

261 

270 

281 

292 

304 

316 

327 

340 

353 

367 

382 

300 

288 

299 

310 

321 

333 

345 

358 

371 

385 

399 

415 

431 

447 

463 

481 

350 

869 

371 

384 

398 

412 

427 

442 

457 

474 

491 

509 

627 

546 

565 

685 

400 

437 

452 

467 

483 

500 

517 

533 

551 

670 

690 

610 

630 

662 

674 

697 

450 

623 

540 

558 

576 

594 

613 

632 

653 

674 

696 

718 

740 

764 

784 

814 

500 

615 

634 

654 

674 

695 

716 

736 

761 

784 

808 

832 

857 

883 

911 

939 

650 

715 

736 

758 

780 

802 

826 

850 

873 

901 

927 

963 

980 

1009 

1038 

1069 

600 

821 

844 

868 

892 

916 

941 

968 

996 

1024 

1052 

1081 

1111 

1142 

1176 

1209 

650 

934 

959 

985 

1011 

1037 

1064 

1092 

1122 

1152 

1183 

1215 

1249 

1283 

1319 

1367 

700 

1062 

1080 

1107 

1135 

1164 

1194 

1224 

1256 

1289 

1323 

1358 

1394 

1431 

1470 

1511 

760 

1179 

1208 

1238 

1269 

1300 

1332 

1364 

1398 

1433 

1470 

1509 

1549 

1589 

1631 

1676 

800 

1313 

1345 

1877 

1410 

1443 

1477 

1511 

1648 

1687 

1627 

1668 

1710 

1754 

1800 

1845 

850 

1454 

1488 

1522 

1557 

1593 

1630 

1669 

1709 

1750 

1792 

1836 

1881 

1928 

1977 

2029 

900 

1603 

1639 

1676 

1713 

1752 

1792 

1834 

1877 

1921 

1986 

2013 

2062 

2113 

2166 

2221 

950 

1760 

1799 

1838 

1879 

1920 

1962 

2006 

2062 

2099 

2148 

2200 

2252 

2316 

2368 

2428 

1000 

1925 

1966 

2008 

2051 

2096 

2142 

2189 

2238 

2288 

2840 

2395 

2452 

2511 

2672 

2685 

1050 

2100 

2143 

2188 

2234 

2282 

2331 

2381 

2434 

2489 

2645 

2601 

2669 

2720 

2786 

2856 

1100 

2284 

2330 

2378 

2427 

2477 

2530 

2583 

2638 

2696 

2766 

2817 

2880 

2945 

3016 

3089 

1160 

2478 

2627 

2678 

2630 

2683.2739 

2796 

2855 

2917 

2981 

8046 

3112 

3181 

3255 

8834 

1200 

2681 

2733 

2787 

2843 

2900 

2959 

3019 

3081 

3146 

8213 

3283 

3356 

3431 

3609 

3591 
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400 

390 

380 

370 

360 

350 

340 

380 

320 

310 

300 

290 

280 
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260 

0 

00 
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00 

00 

000 

000 
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000 

000 

50 

64 

67 

71 

75 

79 

84 

89 

94 

100 

106 

112 

120 

129 

138 

149 

100 

137 

143 

150  158 
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176 
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195 

206 

218 
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247 

266 

285 

306 

150 

216 

226 

236  247 

259 

272 

286 

302 

319 

337 

858 

381 

408 

439 

472 

200 

304 

317 

331 

345 

360 

377 

395 

414 

436 

461 

490 

523 

560 

602 

648 

250 

398 

414 

431 

449 

468 

488 

511 

637 

565 

696 

631 

673 

720 

773 

831 

300 

499 

518 

538 

559 

581 

605 

633 

664 

699 

737 

780 

831 

889 

963 

1025 

850 

606 

627 

650 

674 

700 

729 

761 

798 

839 

885 

937 

998 

1067 

1144 

1230 

400 

720 

746 

770 

797 

827 

861 

897 

940 

988 

1042 

1102 

1173 

1254 

1344 

1444 

450 

841 

869 

898 

929 

962 

1000 

1042 

1090 

1144 

1206 

1276 

1359 

1451 

1544 

1669 

500 

968 

998 

1031 

1067 

1105 

1147 

1194 

1246 

1306 

1878 

1460 

1555 

1659 

1775 

1905 

550 

1103 

1138 

1175 

1214 

1256 

1302 

1354 

1412 

1479 

1560 

1653 

1761 

1878 

2007 

2152 

600 

1245 

1282 

1323 

1366 

1413 

1466 

1523 

1690 

1666 

1795 

1856 

1977 

2109 

2251 

2412 

650 

1396 

1437 

1481 

1529 

1581 

1638 

1702 

1776 

1860 

1968 

2069 

2203 

2350 

2506 

2684 

700 

1555 

1601 

1649 

1701 

1757 

1819 

1889 

1971 

2065 

2172 

2294 

2441 

2601 

2774 

2969 

750 

1722 

1772 

1825  1882 

1943 

2011 

2087 

2176 

2277 

2394 

2529 

2689 

2864 

3054 

3267 

800 

1899 

1953 
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2188 

2213 

2294 

2390 

2600 

2627 

2776 

2961 

3142 

3348 

3580 

850 

2084 

2143 
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2343 

2427 

2513 

2616 

2736 

2872 

3035 

3225 

3433 

3655 

3907 

900 

2280 

2342 

2408  2479 

2557 

2645 

2742 

2853 

2981 

3180 

3307 

8610 

3736  3976 

4249 

950 

2486 

2551 

2622  2699 

2783 

2877 

2982 

3102 

3240 

3401 

3591 

3808 

4051  4312 

4606 

1000 

2702 

2772 

2848 

2932 

3022 

3122 

3235 

3863 

3511 

3686 

3889 

4120 

4380 

4663 

4978 

1050 

2929 

3004 

3085  3174 

3272 

3379 

3500 

3637 

3795 

3982 

4201 

4477 

4724 

5029 

5367 

1100 

8167 

3248 

3334 '  3429 

3534 

3648 

8777 

3924 

4093 

4293 

4526 

4790 

5085 

5413 

6773 

1160 

3417 

3504 

3597 

3698 

3808 

3929 

4067 

4225 

4406 

4619 

4867 

5149 

5468 

6812 

6196 

1200 

gm 

8678 

♦1    .B 

3770 

3870 

3977 

4094 

4224 

4871 

4540 

4733 

4959 

5223 

6523 

5856  6228 

6638 

! 
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260 

240 

230 

220 

210 

200 

190 

180 

170 

160 

150 

140 

130 

120 

110 

0 
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000 

000 
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000 

000 
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000 

000 

000 

000 

000 

50 

161 

176 

191 

208 

228 

251 

276 

309 

347 

392 

445 

511 

593 

694 

824 

100 

331 

359 

391 

427 

468 

614 

566 

632 

709 

801 

909 

1040 

1207 

1415 

1680 

150 

510 

552 

601 

656 

719 

790 

871 

969 

1086 

1226 

1392 

1593 

1845 

2162 

2566 

200 

699 

756 

822 

898 

983 

1079 

1189 

1332 

1482 

1669 

1897 

2163 

2509 

2996 

3480 

250 

897 

971 

1054 

1150 

1268 

1382 

1524 

1692 

1896 

2130 

2417 

2767 

3199 

3736 

300 

1106 

1196 

1298 

1414 

1645 

1698 

1872 

2079 

2325 

2613 

2962 

3388 

3913 

4566 

350 

1325 

1432 

1553 

1692 

1848 

2029 

2236 

2481 

2772 

3116 

3528 

4032 

4653 

6424 

400 

1554 

1680 

1821 

1983 

2163 

2375 

2617 

2901 

3238 

3637 

4117 

4711 

6719 

6316 

450 

1796 

1940 

2101 

2286 

2494 

2737 

3016 

3840 

3724 

4180 

4727 

5394 

6213 

7241 

600 

2049 

2212 

2395 

2603 

2841 

3114 

3430 

8797 

4230 

4746 

5362 

6111 

7085 

8200 

550 

2314 

2496 

2703 

2936 

3202 

3508 

3862 

4273 

4756 

6883 

6021 

6854 

7888 

600 

2593 

2794 

3024 

3284 

3579 

3918 

4312 

4767 

5303 

5941 

6705 

7624 

8772 

650 

2884 

3107 

3360 

3646 

3971 

4346 

4781 

5281 

5872 

6575 

7414 

8421 

9688 

700 

3189 

3434 

3712 

4022 

4379 

4792 

6269 

5816 

6464 

7231 

8150 

9247 

10637 

750 

3508 

8776 

4078 

4418 

4808 

5267 

6776 

6374 

7078 

7910 

8913 

10103 

800 

3841 

4133 

4461 

4831 

5257 

5741 

6303 

6953 

7726 

8614 

9704 

10989 

850 

4189 

4606 

4861 

5263 

6722 

6245 

6851 

7563 

8378 

9342 

10623 

11907 

900 

4653 

4895 

5277 

6712 

6207 

6770 

7421 

8178 

9065 

10098 

11372 

12858 

960 

4923 

6300 

6712 

6179 

6710 

7316 

8013 

8828 

9777 

10881 

12251 

1000 

5329 

5723 

6166 

6665 

7238 

7883 

8628 

9060 

10617 

11693 

13160 

1050 

5743 

6164 

6636 

7170 

7778 

8472 

9267 

10200 

11285 

12636 

14101 

1100 

6174 

6623 

7127 

7697 

8346 

9084 

9930 

10925 

12079 

13408 

1150 

6623 

7100 

7638 

8246 

8937 

9720 

10619 

11676 

12903 
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1200 
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690 
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670 
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640 
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590 

580 

570 

560 
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00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 
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00 

00 

00 

50 

10 
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11 

12 

12 

12 

13 

13 

13 

14 

14 

14 

16 

15 

16 

100 

22 

22 

23 

25 

25 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

30 

32 

33 

34 

150 

34 

35 

36 

38 

39 

40 

41 

42 

44 

45 

46 

48 

60 

51 

53 

200 

47 

49 

50 

52 

64 

55 

67 

59 

61 

63 

65 

67 

70 

72 

74 

250 

62 

64 

66 

68 

70 

72 

74 

76 

79 

82 

85 

88 

92 

94 

97 

800 

78 

80 

83 

86 

88 

90 

93 

96 

99 

102 

106 

110 

114 

118 

122 

350 

95 

98 

101 

104 

107 

111 

114 

118 

122 

126 

130 

134 

139 

144 

149 

400 

114 

118 

121 

125 

128 

132 

137 

141 

146 

151 

166 

161 

167 

173 

179 

450 

135 

140 

143 

148 

151 

156 

162 

167 

172 

178 

184 

190 

197 

204 

211 

500 

167 

163 

167 

172 

177 

183 

189 

195 

201 

207 

214 

221 

229 

237 

245 

550 

181 

188 

193 

199 

205 

211 

218 

225 

232 

239 

247 

255 

263 

272 

281 

600 

208 

215 

221 

228 

235 

242 

250 

258 

265 

273 

282 

291 

300 

810 

319 

650 

237 

246 

252 

259 

267 

275 

283 

292 

300 

309 

318 

328 

339 

350 

360 

700 

269 

277 

286 

293 

301 

310 

319 

328 

837 

347 

357 

368 

380 

392 

403 

760 

303 
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320 

329 

338 

347 

857 

367 

377 

387 

399 

411 

424 

436 

449 

800 

338 

348 

357 

367 

877 

387 

398 

408 

420 

431 

444 

456 

469 

483 

497 

850 

376 

387 

397 

408 

418 

429 

441 

462 

465 

477 

490 

604 

517 

532 

547 

900 

417 

428 

439 

450 

461 

473 

486 

498 

511 

525 

540 

654 

569 

584 

600 

950 

460 

471 

483 

496 

508 

620 

633 

547 

561 

576 

591 

606 

622 

638 

655 

1000 

504 

617 

529 

543 

556 

569 

583 

598 

613 

629 

646 

661 

678 

696 

713 

1050 

551 

664 

578 

592 

606 

620 

635 

651 

667 
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234 

242 
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300 
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322 

334 

346 

369 
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253 
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271 
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290 

300 

311 

322 

338 

345 

367 

870 

383 

397 

411 

550 

290 

300 

810 

321 

332 

343 
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367 

380 
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406 
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433 

448 

464 

600 

330 

341 
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376 
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415 
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443 
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504 
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442 
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516 
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548 

565 
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641 
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477 

491 
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521 

536 

552 

569 

586 

604 

623 

642 

662 
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705 

800 

512 

527 

542 

658 

574 

590 

607 

626 

644 

663 

683 

704 

726 

748 

771 
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563 

579 

595 
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629 

647 

666 

685 

705 

726 

746 

768 

790 

814 

838 

900 
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650 

668 

687 

706 

726 

746 

767 

789 

812 

835 

859 

884 

910 

950 
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690 

708 

727 

747 

768 

789 

810 

832 

855 

880 

905 

931 

967 

985 

1000 

731 

760 

769 

789 

810 

832 

854 

877 

901 

925 

951 

977 

1004 

1032 

1062 

1050 

792 

812 

833 

864 

876 

899 

923 

947 

972 
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1079 

1109 

1141 

1100 

856 

877 

899 

921 

944 
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1046 

1073 
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1150 
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1200 

991 
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1090 

1116 
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1172 
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1329 
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1401 

1250 

1063 

1088 

1114 

1140 

1167 

1194 

1222 

1251 

1282 

1315 

1349 

1384 

1419 

1455 

1494 
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1246 
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1304 
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1367 

1402 

1438 

1474 

1512 

1551 

1592 
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1215 

1243 

1271 
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1329 

1360 

1391 

1423 

1467 

1492 

1530 

1568 

1608 

1649 

1692 
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1296 

1325 

1356 

1385 

1416 

1448 

1481 
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1665 
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1539 
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2068 

2114 
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2924 

2989 

3057 

1950 

2416 
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3363 
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328 
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1456 

1561 

1670 

1782 

1898 

2018 

2114 
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2405 

2542 

2682 

2882 

2982 

3138 

3299 
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8819 
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4189 

4379 
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00 

62 

107 

163 

222 

284 
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413 

482 
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626 

702 

783 

866 

953 

1041 

1132 

1227 

1326 

1429 

1534 

1643 

1757 

1874 

1995 

2120 

2249 

2383 

2524 

2667 

2815 
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3127 

3289 

3457 

3633 

3812 

3998 

4189 

4384 

4684 
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00 

56 
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236 

301 
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438 

511 

586 

664 

745 

829 

916 

1007 

1100 

1197 
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1401 

1509 

1621 

1736 

1856 

1979 

2107 

2239 

2875 
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2812 

2968 

3129 

3295 
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4406 
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290 


00 

60 
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1969 
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5094 


280 


00 

64 

130 

198 

270 

344 

420 

500 

582 

668 

757 

848 

944 

1042 

1144 

1248 

1359 

1474 

1591 

1711 

1836 

1964 

2097 

2235 

2378 

2526 

2679 

2836 

2998 

3165 

3839 

3517 

3701 

3891 

4087 

4290 

4498 

4712 

4932 

5158 

5391 


270 


00 

69 

140 

213 

290 

369 

•461 

537 

625 

716 

811 

909 

1011 

1116 

1225 

1337 

1454 

1574 

1699 

1827 

1960 

2097 

2239 

2386 

2537 

2694 

2856 

3021 

3193 

3370 

3553 

3742 

3936 

4136 

4343 

4456 

4774 

5000 

5288 

5472 

5718 


260 


00 

74 

150 

229 

312 

397 

485 

578 

672 

770 
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2343 
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4033 
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1808 
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2799 
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3446 
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2117 
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2507 

2743 
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3339 
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4165 
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2281 

2477 

2699 

2953 
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3590 

3994 

4474 
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950 

2102 

2264 

2450 

2659 

2896 

3168 

3484 

3849 

4279 

4790 

5403 

6138 

1000 

2254 

2428 

2624 

2846 

3099 

3390 

3726 

4115 

4572 

6114 

5768 

6550 

1050 

2410 

2595 

2803 

3039 

3308 

3618 

3973 

4388 

4874 

5448 

6142 

1100 

2571 

2766 

2989 

3238 

3524 

3862 

4227 

4669 

6183 

5789 

6525 

1150 

2737 

2943 

3180 

3444 

3747 

4098 

4489 

4957 

5501 

6140 

1200 

2909 

3126 

3377 

3657 

8977 

4342 

4759 

5253 

5826 

6499 

1250 

3086 

3316 

3580 

3877 

4214 

4597 

5036 

5567 

6159 

6868 

i 

1300 

3268 

3612 

3788 

4103 

4458 

4859 

5321 

5869 

6503 

1360 

3457 

8714 

4003 

4334 

4708 

5129 

6615 

6190 

6867 

1400 

3651 

3921 

4225 

4570 

4963 

5406 

5916 

6519 

7221 

1460 

3860 

4133 

4443 

4814 

5225 

5691 

6226 

6857 

1500 

4056 

4353 

4687 

5065 

5494 

6984 

6545 

7205 

1550 

4269 

4580 

4929 

5326 

5773 

6285 

6872 

1600 

4488 

4813 

5178 

5594 

6062 

6595 

7208 

1650 

4713 

5053 

5433 

6871 

6361 

6912 

7553 

1700 

4944 

5299 

5696 

6166 

6669 

7238 

7907 

1760 

5182 

5652 

5967 

6450 

6988 

7673 

1800 

5428 

6813 

6245 

6752 

7318 

7917 

• 
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5681 

6081 
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7062 

7669 
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5941 
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6825 
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6641 
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7709 
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7439 
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0 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

50 

11 

11 

12 

12 

13 

13 

13 

14 

14 

15 

15 

16 

16 

17 

17 

18 

100 

24 

24 

25 

26 

26 

27 

28 

29 

30 

32 

33 

34 

36 

36 

37 

38 

150 

39 

40 

41 

42 

43 

45 

46 

48 

49 

51 

53 

55 

67 

59 

61 

63 

200 

56 

57 

59 

61 

63 

65 

67 

70 

72 

74 

77 

79 

82 

86 

88 

92 

250 

76 

78 

81 

83 

86 

89 

91 

95 

98 

101 

104 

107 

111 

116 

119 

124 

300 

100 

102 

106 

109 

112 

116 

119 

123 

127 

131 

136 

140 

146 

151 

155 

161 

350 

127 

131 

136 

139 

143 

147 

162 

167 

162 

167 

173 

179 

185 

191 

197 

204 

400 

158 

163 

168 

178 

178 

184 

190 

196 

202 

208 

215 

221 

229 

236 

244 

252 

450 

194 

199 

206 

212 

218 

225 

232 

239 

246 

254 

262 

270 

278 

287 

296 

305 

500 

236 

243 

250 

267 

264 

272 

280 

288 

296 

305 

314 

323 

333 

343 

353 

363 

550 

283 

291 

299 

307 

316 

324 

333 

342 

361 

361 

371 

882 

392 

403 

414 

425 

600 

335 

344 

363 

362 

371 

381 

391 

401 

411 

422 

433 

445 

456 

467 

479 

491 

650 

392 

402 

412 

422 

432 

443 

454 

466 

476 

488 

500 

512 

524 

636 

649 

562 

700 

454 

464 

476 

486 

497 

609 

621 

533 

545 

658 

570 

683 

596 

609 

623 

637 

750 

520 

531 

543 

565 

567 

580 

593 

606 

619 

632 

645 

668 

672 

686 

701 

716 

800 

591 

603 

616 

628 

641 

654 

668 

682 

697 

710 

726 

739 

753 

768 

784 

801 

850 

666 

679 

698 

706 

719 

733 

748 

763 

778 

794 

809 

824 

840 

866 

873 

891 

900 

745 

769 

774 

788 

802 

817 

833 

848 

864 

881 

898 

915 

982 

950 

968 

986 

950 

830 

844 

859 

874 

890 

906 

923 

939 

966 

974 

992 

1010 

1029 

1048 

1067 

1087 

1000 

919 

934 

960 

966 

983 

1000 

1018 

1036 

1054 

1073 

1092 

1112 

1132 

1162 

1173 

1194 

1050 

1013 

1030 

1046 

1064 

1082 

1100 

1119 

1138 

1158 

1178 

1198 

1219 

1241 

1263 

1286 

1308 

1100 

1113 

1132 

1149 

1168 

1187 

1207 

1227 

1247 

1268 

1290 

1312 

1334 

1357 

1381 

1405 

1429 

1150 

1219 

1239 

1268 

1278 

1298 

1319 

1340 

1362 

1384 

1407 

1430 

1454 

1479 

1604 

1630 

1556 

1200 

1331 

1362 

1373 

1394 

1415 

1437 

1460 

1483 

1607 

1632 

1656 

1582 

1608 

1636 

1662 

1690 

1250 

1449 

1471 

1494 

1517 

1589 

1663 

1687 

1612 

1637 

1663 

1689 

1717 

1745 

1773 

1802 

1832 

1800 

1675 

1598 

1622 

1646 

1670 

1695 

1720 

1747 

1774 

1802 

1830 

1859 

1889 

1919 

1950 

1982 

1350 

1707 

1732 

1767 

1783 

1808 

1835 

1862 

1890 

1919 

1949 

1979 

2010 

2042 

2073 

2107 

2141 

1400 

1847 

1878 

1899 

1927 

1964 

1983 

2012 

2042 

2072 

2108 

2135 

2168 

2102 

2236 

2272 

2807 

1450 

1994 

2022 

2050 

2079 

2108 

2139 

2170 

2202 

2234 

2267 

2301 

2337 

2373 

2409 

2446 

2483 

1500 

2149 

2179 

2209 

2240 

2271 

2302 

2335 

2369 

2404 

2439 

2475 

2612 

2560 

2589 

2628 

2668 

1550 

2313 

2344 

2376 

2409 

2442 

2475 

2509 

2545 

2682 

2619 

2657 

2696 

2786 

2777 

2819 

2862 

1600 

2485 

2518 

2552 

2687 

2621 

2657 

2694 

2732 

2770 

2809 

2849 

2891 

2933 

2976 

3021 

3066 

1650 

2666 

2701 

2737 

2774 

2810 

2848 

2886 

2926 

2967 

3009 

3051 

3095 

3140 

3186 

3238 

3281 

1700 

2856 

2894 

2931 

2970 

3009 

3048 

3088 

3130 

3173 

3218 

3263 

3310 

3368 

3407 

3456 

8506 

1750 

3056 

3096 

3136 

3176 

3217 

3259 

3302 

3346 

3392 

3438 

3486 

3536 

3587 

3638 

3690 

3742 

1800 

8267 

3308 

3350 

3392 

3435 

3480 

3626 

3573 

3621 

3669 

3719 

3771 

3825 

3878 

3934 

3990 

1850 

3488 

3531 

3575 

3619 

3666 

3712 

3760 

3810 

3860 

3912 

3965 

4019 

4075 

4131 

4190 

4250 

1900 

8719 

3766 

3811 

3858 

3906 

3955 

4005 

4057 

4110 

4166 

4221 

4278 

4386 

4396 

4458 

4522 

1950 

3961 

4010 

4058 

4108 

4158 

4210 

4263 

4317 

4373 

4431 

4490 

4550 

4612 

4675 

4739 

4806 

2000 

4215 

4266 

4317 

4269 

4423 

4478 

4534 

4591 

4649 

4709 

4771 

4834 

4899 

4966 

5032 

6102 

494 
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a 
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1 

540 

530 

520 

510 

500 

490 

480 

470 

460 

450 

440 

430 

420 

410 

400 

390 

0 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

60 

18 

19 

20 

20 

21 

22 

23 

24 

26 

26 

27 

28 

29 

31 

33 

35 

100 

89 

41 

42 

44 

46 

48 

50 

52 

54 

67 

59 

62 

65 

68 

71 

74 

150 

65 

68 

70 

73 

76 

79 

82 

85 

89 

93 

97 

101 

105 

109 

114 

119 

200 

96 

99 

103 

107 

111 

115 

119 

124 

129 

134 

139 

144 

150 

156 

162 

168 

250 

129 

134 

139 

146 

160 

155 

161 

167 

173 

179 

185 

192 

199 

206 

214 

222 

300 

167 

173 

179 

186 

198 

200 

207 

214 

221 

229 

237 

245 

263 

262 

27ü 

280 

350 

211 

218 

225 

233 

241 

249 

257 

266 

276 

284 

293 

802 

312 

322 

332 

342 

400 

260 

268 

277 

286 

295 

304 

318 

328 

333 

343 

353 

864 

376 

386 

397 

409 

450 

314 

324 

333 

343 

353 

363 

374 

386 

396 

407 

418 

430 

442 

454 

467 

481 

500 

373 

384 

394 

406 

416 

427 

439 

451 

463 

475 

487 

500 

514 

528 

542 

657 

550 

436 

447 

459 

471 

483 

496 

508 

521 

534 

547 

561 

676 

590 

606 

621 

638 

600 

503 

515 

628 

641 

554 

567 

581 

596 

609 

624 

639 

655 

671 

688 

706 

724 

650 

675 

588 

601 

615 

629 

643 

668 

673 

689 

706 

723 

740 

758 

777 

797 

818 

700 

651 

665 

680 

696 

710 

725 

741 

768 

775 

793 

811 

829 

849 

870 

893 

917 

760 

731 

747 

763 

779 

795 

812 

829 

847 

866 

886 

906 

926 

947 

970 

996 

1021 

800 

818 

835 

852 

869 

886 

904 

923 

943 

964 

985 

1006 

1028 

1052 

1077 

1104 

1132 

860 

909 

927 

946 

964 

993 

1003 

1024 

1046 

1067 

1090 

1113 

1137 

1163 

1190 

1219 

1250 

900 

1006 

1025 

1045 

1065 

1086 

1108 

1131 

1164 

1178 

1202 

1227 

1251 

1282 

1311 

1342  1375 

950 

1108 

1129 

1151 

1173 

1195 

1218 

1242 

1267 

1293 

1320 

1847 

1376 

1406 

1438 

1471 

1506 

1000 

1216 

1239 

1262 

1286 

1310 

1335 

1361 

1388 

1416 

1446 

1475 

1506 

1539 

1673 

1600 

1647 

1050 

1331 

1355 

1380 

1406 

1432 

1495 

1488 

1617 

1647 

1677 

1608 

1641 

1676 

1714 

1764 

1795 

1100 

1454 

1480 

1607 

1534 

1661 

1589 

1619 

1651 

1683 

1717 

1750 

1785 

1823 

1863 

1907 

1952 

1160 

1683 

1611 

1639 

1668 

1698 

1729 

1761 

1795 

1830 

1865 

1901 

1938 

1978 

2021 

2068 

2117 

1200 

1719 

1749 

1780 

1811 

1842 

1876 

1909 

1945 

1982 

2021 

2061 

2102 

2145 

2190 

2238 

t>290 

1250 

1863 

1896 

1928 

1961 

1995 

2030 

2066 

2104 

2144 

2185 

2227 

2271 

2317 

2366 

2418 

2473 

1300 

2015 

2049 

2084 

2119 

2156 

2192 

2231 

2272 

2314 

2358 

2404 

2452 

2602 

2553 

2607 

2665 

1360 

2176 

2212 

2260 

2287 

2325 

2364 

2405 

2448 

2493 

2541 

2690 

2641 

2698 

2748 

2806 

2868 

1400 

2344 

2382 

2421 

2461 

2603 

2646 

2690 

2636 

2684 

2734 

2786 

2840 

2895 

2953 

3015 

3081 

1450 

2522 

2562 

2604 

2646 

2691 

2736 

2783 

2832 

2883 

2936 

2981 

3048 

3107 

3169 

3235 

3305 

1500 

2709 

2752 

2797 

2842 

2888 

2936 

2986 

3038 

3092 

3148 

3206 

3267 

3330 

3996 

3466 

3541 

1650 

2907 

2952 

2999 

3047 

3096 

3147 

8200 

3265 

3312 

8871 

3432 

3496 

3563 

3634 

3708 

3787 

1600 

8113 

3161 

3211 

8262 

3314 

3368 

3424 

3482 

3542 

3605 

3670 

3738 

3808 

3882 

3961 

4045 

1650 

3330 

3381 

3434 

3488 

3543 

3600 

3669 

3721 

3785 

3851 

3919 

3990 

4064 

4143 

4227 

4316 

1700 

3558 

3612 

3667 

3724 

8783 

3844 

3907 

3972 

4039 

4108 

4180 

4255 

4333 

4416 

4505 

4599 

1760 

3797 

3854 

3912 

3972 

4034 

4098 

4164 

4238 

4304 

4377 

4453 

4532 

4614 

4702 

4796 

4895 

1800 

4048 

4108 

4169 

4132 

4297 

4364 

4434 

4606 

4681 

4669 

4740 

4824 

4912 

5004 

6101 

5205 

1850 

4312 

4375 

4439 

4506 

4573 

4643 

4716 

4792 

4872 

4955 

6041 

5130 

6223 

4319 

5420 

6528 

1900 

4587 

4663 

4721 

4790 

4862 

4937 

6016 

5095 

5178 

5264 

5853 

5446 

5543 

5646 

6753 

5868 

1950 

4873 

4948 

5016 

5088 

5164 

5242 

5323 

5408 

5496 

5686 

6679 

5776 

6879 

6987 

6101 

6222 

2000 

5173 

5246 

5322 

5400 

5480 

5562 

5647 

6735 

5827 

5923 

6023 

6126 

6232 

6344 

6464 

6590 
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10000  •  a 


a 

v0  —► 

l 

380 

370 

360 

350 

340 

330 

320 

310 

300 

290 

280 

270 

260 

250 

240 

0 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

00 

50 

36 

39 

41 

43 

45 

48 

51 

64 

67 

61 

65 

70 

76 

81 

88 

100 

77 

81 

86 

90 

95 

100 

105 

111 

118 

126 

185 

146 

166 

168 

182 

150 

124 

129 

135 

141 

148 

166 

164 

178 

184 

196 

210 

225 

242 

262 

283 

200 

176 

182 

189 

197 

206 

216 

227 

289 

264 

271 

290 

311 

336 

362 

391 

250 

230 

239 

248 

268 

269 

282 

296 

312 

330 

352 

377 

404 

434 

468 

506 

300 

290 

300 

311 

323 

337 

353 

371 

390 

412 

439 

469 

602 

639 

681 

628 

850 

353 

365 

378 

392 

408 

427 

448 

472 

499 

631 

667 

607 

652 

701 

757 

400 

421 

434 

449 

466 

485 

607 

532 

560 

591 

628 

671 

719 

772 

830 

895 

450 

496 

510 

527 

546 

568 

692 

620 

653 

690 

734 

783 

838 

899 

966 

1041 

500 

573 

691 

610 

631 

656 

682 

713 

751 

796 

847 

902 

964 

1033 

1110 

1196 

550 

657 

677 

698 

722 

749 

779 

814 

857 

908 

967 

1030 

1098 

1176 

1262 

1369 

600 

745 

767 

791 

818 

848 

888 

923 

972 

1027 

1094 

1165 

1240 

1826 

1423 

1531 

650 

840 

864 

891 

921 

955 

994 

1039 

1092 

1153 

1228 

1307 

1390 

1486 

1594 

1714 

700 

942 

969 

989 

1030 

1067 

1111 

1161 

1219 

1287 

1370 

1457 

1549 

1666 

1774 

1907 

750 

1049 

1079 

1111 

1146 

1187 

1284 

1289 

1353 

1424 

1520 

1616 

1717 

1833 

1964 

2110 

800 

1162 

1194 

1230 

1270 

1314 

1366 

1425 

1495 

1679 

1678 

1783 

1894 

2021 

2165 

2325 

850 

1283 

1319 

1357 

1399 

1448 

1504 

1569 

1645 

1738 

1845 

1960 

2081 

2219 

2376 

2550 

900 

1410 

1448 

1490 

1637 

1590 

1651 

1721 

1804 

1905 

2020 

2144 

2276 

2428 

2597 

2787 

950 

1544 

1586 

1632 

1684 

1742 

1806 

1882 

1972 

2082 

2205 

2339 

2485 

2648 

2831 

3035 

1000 

1688 

1733 

1783 

1838 

1901 

1972 

2064 

2161 

2268 

2399 

2544 

2703 

2879 

3076 

3296 

1060 

1839 

1887 

1942 

2001 

2069 

2146 

2234 

2389 

2464 

2604 

2760 

2932 

3122 

3333 

3570 

1100 

1999 

2051 

2110 

2173 

2246 

2329 

2224 

2637 

2671 

2821 

2988 

3173 

3377 

3603 

8857 

1150 

2169 

2225 

2287 

2354 

2432 

2523 

2626 

2746 

2888 

3049 

3228 

3426 

3644 

3886 

4167 

1200 

2346 

2406 

2472 

2545 

2629 

2726 

2836 

2964 

3116 

3288 

3487 

3691 

3926 

4182 

4470 

1250 

2532 

2596 

2666 

2747 

2836 

2939 

3058 

3195 

3856 

3540 

3742 

3969 

4219 

4493 

4797 

1300 

2728 

2796 

2871 

2956 

3062 

3163 

3290 

3436 

3607 

8803 

4018 

4261 

4527 

4818 

6139 

1350 

2935 

3008 

3089 

8179 

3280 

3397 

8532 

3688 

3870 

4079 

4308 

4565 

4850 

5167 

5505 

1400 

3152 

3230 

3816 

3412 

3619 

3642 

3786 

3952 

4146 

4369 

4611 

4884 

5186 

5512 

5879 

1450 

3380 

3462 

3553 

3655 

3768 

3899 

4062 

4230 

4436 

4674 

4932 

5218 

5636 

5883 

6270 

1500 

3620 

3707 

3804 

3911 

4032 

4170 

4331 

4520 

4789 

4993 

6267 

6667 

5901 

6271 

6680 

1550 

3871 

3963 

4065 

4179 

4307 

4454 

4623 

4824 

6046 

5325 

5615 

6932 

6282 

6675 

7107 

1600 

4134 

4231 

4339 

4460 

4596 

4762 

4931 

6144 

6388 

5662 

5969 

6312 

6687 

7097 

7551 

1650 

4411 

4514 

4627 

4754 

4897 

5063 

6252 

5476 

6733 

6022 

6347 

6709 

7105 

7536 

8014 

1700 

4699 

4808 

4928 

5062 

5213 

5388 

6688 

6824 

6094 

6399 

6742 

7123 

7540 

7995 

8497 

1760 

5001 

5116 

5248 

6384 

5544 

6728 

5939 

6187 

6472 

6798 

7164 

7555 

7994 

8471 

9000 

1800 

5316 

5436 

6670 

6720 

5889 

6083 

6306 

6667 

6866 

7204 

7683 

8004 

8465 

8967 

9523 

1850 

5644 

6770 

5912 

6072 

6251 

6454 

6689 

6963 

7277 

7632 

8030 

8473 

8956 

9484 

10067 

19O0 

5991 

6126 

6273 

6438 

6626 

6840 

7087 

7376 

7704 

8077 

8496 

8961 

9467 

10021 

10638 

1950 

6351 

64  92 

6647 

6821 

7018 

7243 

7503 

7804 

8150 

8541 

8980 

9468 

9999 

10579 

11220 

20Ö0 

6726 

6875 

7039 

7221 

7428 

7664 

7937 

8261 

8616 

9034 

9493 

9996 

10562 

11169 

11829 

496 
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230 

220 

210 

200 

190 

180 

170 

160 

150 

140 

130 

120 

110 

0 

00 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

000 

50 

95 

104 

116 

127 

139 

165 

175 

198 

224 

256 

298 

348 

416 

100 

197 

216 

238 

261 

287 

320 

360 

407 

461 

523 

604 

718 

850 

150 

307 

335 

868 

404 

445 

496 

566 

626 

710 

808 

933 

1096 

1305 

200 

424 

463 

607 

566 

613 

681 

762 

858 

971 

1109 

1279 

1497 

1781 

260 

648 

598 

658 

717 

792 

879 

981 

1101 

1246 

1424 

1645 

1917 

2277 

300 

680 

741 

808 

888 

979 

1086 

1211 

1369 

1687 

1756 

2026 

2357 

2788 

350 

820 

893 

974 

1068 

1177 

1304 

1454 

1632 

1844 

2104 

2425 

2818 

400 

969 

1054 

1148 

1259 

1386 

1535 

1710 

1917 

2166 

2469 

2842 

3301 

450 

1127 

1224 

1333 

1461 

1607 

1778 

1979 

2217 

2603 

2861 

8277 

3807 

500 

1293 

1403 

1529 

1673 

1839 

2034 

2262 

2682 

2856 

3248 

3731 

4337 

550 

1469 

1593 

1735 

1897 

2084 

2308 

2568 

2862 

3224 

3663 

4206 

4892 

600 

1656 

1794 

1952 

2132 

2341 

2585 

2869 

8206 

3607 

4096 

4702 

650 

1861 

2005 

2180 

2380 

2611 

2881 

3196 

3569 

4015 

4548 

6221 

700 

2067 

2226 

2418 

2640 

2895 

8191 

3538 

3946 

4438 

5020 

5763 

750 

2275 

2460 

2671 

2914 

3192 

8516 

3896 

4339 

4880 

6618 

6328 

800 

2504 

2706 

2937 

3201 

3503 

3857 

4270 

4749 

6341 

6027 

6917 

i 

850 

2744 

2963 

3216 

3502 

3829 

4214 

4661 

6177 

6822 

6663 

• 

900 

2977 

3235 

3508 

3817 

4171 

4588 

6070 

5624 

6824 

7122 

1 

950 

3263 

8620 

3814 

4147 

4629 

4978 

6497 

6091 

6848 

7704 

1 

1000 

3641 

3818 

4134 

4493 

4908 

6386 

5944 

6579 

7393 

8809 

i       | 

1050 

3833 

4131 

4470 

4865 

6294 

6812 

6411 

7088 

7960 

1100 

4138 

4459 

4822 

5298 

6703 

6257 

6896 

7619 

8649 

1150 

4459 

4802 

5190 

5627 

6130 

6720 

7402 

8172 

p 

.    i 

1200 

4794 

5160 

6674 

6040 

6576 

7203 

7930 

8747 

!     i 

1250 

5144 

5534 

5975 

6471 

7041 

7706 

8480 

9844 

1300 

5510 

5924 

6392 

6918 

7525 

8230 

9050 

1350 

6893 

6332 

6827 

7386 

8029 

8776 

9642 

1400 

6292 

6767 

7281 

7873 

8563 

9843 

10266 

1450 

6709 

7200 

7764 

8381 

9098 

9933 

1600 

7143 

7660 

8245 

8909 

9664 

10546 

1560 

7595 

8140 

8766 

9456 

10251 

1600 

8067 

8641 

9285 

10032 

10859 

i 

1650 

8669 

9164 

9836 

10630 

11489 

1 

1700 

9070 

9708 

10407 

11249 

12141 

I 

1750 

9602 

10276 

11000 

11890 

. 

1800 

10156 

10866 

11616 

12554 

1850 

10700 

11480 

12256 

* 

1900 

11328 

12118 

12921 

1960 

11948 

12779 

2000 

12590 

13464 

Tabellen  (Nr.  XX). 
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XX.  Werthe  der  Function  10**  <ß'  für  verschiedene  vQ  und  a  =  -r* 

u  c 

1000000*'  = 


a 

Z0 

•— > 

l 

700 

690 

680 

670 

660 

650 

640 

630 

620 

610 

600 

590 

580 

670 

560 

550 

0 

20 

22 

22 

23 

23 

24 

24 

25 

26 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

60 

21 

22 

22 

23 

23 

24 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

32 

33 

34 

100 

22 

O.) 

40  *tf 

2a 

24 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

160 

23 

24 

24 

25 

26 

26 

27 

28 

29 

30 

32 

82 

34 

35 

36 

37 

200 

24 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

33 

35 

36 

38 

39 

250 

25 

26 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

39 

40 

900 

26 

27 

28 

29 

30 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

37 

38 

39 

40 

42 

360 

27 

28 

29 

31 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

40 

41 

42 

44 

400 

29 

29 

30 

32 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

39 

40 

42 

43 

44 

46 

460 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

41 

42 

44 

45 

46 

48 

600 

31 

32 

33 

35 

36 

37 

38 

39 

41 

42 

43 

44 

46 

47 

49 

51 

660 

33 

34 

35 

37 

37 

38 

39 

41 

43 

44 

45 

46 

48 

49 

61 

53 

600 

36 

36 

37 

38 

89 

40 

41 

43 

45 

46 

47 

48 

50 

61 

53 

55 

660 

36 

38 

39 

40 

41 

42 

48 

45 

47 

48 

49 

60 

62 

53 

65 

57 

700 

38 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

47 

49 

50 

51 

63 

64 

55 

57 

59 

760 

40 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

49 

51 

62 

53 

55 

66 

58 

60 

61 

800 

42 

43 

45 

46 

47 

48 

49 

51 

53 

65 

66 

67 

68 

60 

62 

64 

860 

44 

45 

47 

48 

49 

51 

62 

53 

55 

67 

58 

69 

60 

62 

64 

66 

900 

46 

47 

49 

50 

51 

63 

54 

65 

57 

58 

60 

62 

63 

65 

66 

68 

960 

48 

50 

61 

52 

63 

55 

56 

58 

59 

60 

62 

64 

65 

67 

69 

71 

1000 

60 

52 

53 

54 

56 

57 

58 

60 

61 

62 

64 

66 

67 

69 

71 

73 

1060 

62 

54 

55 

56 

58 

59 

60 

62 

63 

65 

67 

68 

70 

71 

73 

75 

1100 

66 

56 

57 

58 

60 

61 

62 

64 

66 

67 

69 

71 

72 

74 

76 

78 

1160 

57 

58 

59 

60 

62 

63 

64 

66 

68 

70 

72 

73 

76 

76 

78 

80 

1200 

69 

60 

62 

63 

65 

66 

67 

69 

70 

72 

74 

75 

77 

79 

81 

83 

1260 

61 

62 

64 

65 

67 

68 

69 

71 

73 

74 

76 

78 

79 

81 

83 

85 

1300 

63 

65 

66 

67 

69 

70 

72 

73 

76 

76 

78 

80 

81 

83 

85 

87 

1360 

66 

67 

68 

70 

71 

73 

74 

76 

77 

79 

80 

82 

84 

86 

88 

90 

1400 

68 

69 

71 

72 

74 

75 

76 

78 

80 

81 

83 

86 

87 

89 

91 

93 

1460 

70 

72 

73 

76 

76 

77 

78 

80 

82 

83 

85 

87 

89 

91 

93 

95 

1600 

72 

74 

76 

77 

79 

80 

81 

83 

84 

86 

88 

90 

92 

94 

96 

98 

1660 

76 

76 

78 

79 

81 

82 

83 

85 

87 

89 

91 

93 

95 

97 

99 

101 

1600 

77 

79 

80 

82 

84 

85 

86 

87 

89 

91 

93 

95 

97 

99 

101 

103 

1660 

80 

81 

83 

84 

86 

87 

88 

90 

92 

94 

96 

98 

100 

102 

104 

106 

1700 

82 

84 

86 

87 

89 

90 

91 

93 

96 

97 

99 

101 

103 

105 

107 

109 

1760 

85 

86 

88 

89 

91 

93 

94 

96 

98 

100 

102 

103 

106 

107 

109 

112 

1800 

87 

89 

90 

92 

94 

95 

97 

98 

100 

102 

104 

106 

108 

110 

112 

115 

1860 

90 

92 

93 

96 

97 

99 

100 

101 

103 

105 

107 

109 

111 

113 

116 

118 

1900 

93 

94 

96 

98 

99 

101 

103 

104 

106 

108 

110 

112 

114 

116 

118 

121 

1960 

95 

97 

98 

100 

102 

104 

106 

107 

109 

111 

113 

115 

117 

119 

121 

124 

2000 

98 

100 

101 

103 

105 

107 

109 

110 

112 

113 

116 

118 

120 

122 

124 

127 

Oranz,  Ballistik. 
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498 


Tabellen  (Nr.  XX). 


1000000  •  *' 


a 

*o  ~"> 

l 

640 

630 

620 

610 

600 

490 

480 

470 

460 

460 

440 

480 

420 

410 

400 

0 

34 

36 

36 

38 

39 

41 

43 

44 

46 

48 

51 

53 

66 

58 

61 

60 

36 

37 

38 

40 

41 

42 

44 

46 

48 

50 

52 

55 

58 

61 

64 

100 

37 

38 

40 

42 

43 

46 

47 

49 

51 

63 

56 

67 

60 

63 

66 

160 

39 

40 

42 

43 

46 

47 

49 

51 

63 

56 

67 

60 

68 

66 

69 

200 

41 

42 

44 

46 

47 

49 

61 

53 

65 

67 

59 

62 

65 

68 

71 

260 

42 

43 

46 

47 

49 

61 

63 

55 

67 

59 

61 

64 

67 

70 

73 

300 

44 

46 

47 

49 

61 

63 

66 

57 

59 

62 

64 

67 

70 

73 

76 

360 

46 

47 

49 

61 

63 

66 

57 

59 

61 

64 

66 

69 

72 

75 

78 

400 

48 

49 

61 

63 

66 

67 

69 

61 

64 

67 

69 

72 

76 

78 

81 

460 

60 

62 

64 

66 

68 

60 

62 

64 

66 

69 

71 

74 

77 

80 

88 

600 

63 

64 

66 

68 

60 

62 

64 

66 

68 

71 

73 

76 

79 

82 

86 

660 

66 

66 

68 

60 

62 

64 

66 

68 

71 

74 

76 

79 

82 

85 

88 

600 

67 

69 

61 

63 

66 

67 

69 

71 

78 

76 

78 

81 

84 

87 

90 

660 

69 

61 

63 

66 

67 

69 

71 

78 

76 

78 

80 

83 

86 

89 

92 

700 

61 

63 

66 

67 

69 

71 

78 

76 

78 

81 

83 

86 

89 

92 

95 

760 

63 

66 

67 

69 

72 

74 

76 

78 

80 

83 

85 

88 

91 

94 

97 

800 

66 

68 

70 

72 

74 

76 

78 

80 

82 

86 

87 

90 

98 

96 

99 

860 

68 

70 

72 

74 

76 

78 

80 

82 

85 

88 

90 

93 

96 

99 

102 

900 

70 

72 

74 

76 

78 

80 

82 

84 

87 

90 

92 

95 

98 

101 

104 

960 

73 

76 

77 

79 

81 

83 

86 

86 

90 

93 

95 

98 

101 

104 

107 

1000 

76 

77 

79 

81 

83 

86 

87 

89 

92 

96 

97 

100 

103 

106 

109 

1060 

77 

79 

81 

83 

86 

88 

90 

92 

94 

97 

100 

103 

106 

109 

112 

1100 

80 

82 

84 

86 

88 

90 

92 

94 

97 

100 

103 

106 

109 

112 

115 

1160 

82 

84 

86 

88 

91 

93 

95 

97 

100 

103 

105 

108 

111 

114 

117 

1200 

86 

87 

89 

91 

93 

96 

97 

99 

102 

106 

108 

111 

114 

117 

120 

1260 

87 

89 

91 

93 

96 

98 

100 

102 

106 

108 

110 

113 

116 

119 

122 

1300 

89 

91 

93 

96 

98 

100 

102 

105 

108 

111 

114 

117 

120 

123 

126 

1360 

92 

94 

96 

98 

101 

103 

105 

107 

110 

113 

116 

119 

122 

125 

128 

1400 

96 

97 

99 

101 

103 

106 

107 

110 

113 

116 

119 

122 

125 

128 

182 

1460 

97 

99 

101 

103 

106 

108 

110 

113 

116 

119 

122 

125 

128 

131 

135 

1600 

100 

102 

104 

106 

109 

111 

113 

116 

119 

122 

126 

128 

131 

134 

138 

1660 

103 

106 

107 

109 

112 

114 

116 

119 

122 

125 

128 

131 

134 

137 

141 

1600 

106 

107 

109 

112 

116 

117 

119 

122 

126 

128 

131 

184 

187 

140 

144 

1660 

108 

110 

112 

116 

118 

120 

122 

125 

128 

131 

134 

137 

140 

143 

147 

1700 

111 

113 

116 

117 

120 

122 

125 

128 

131 

134 

187 

140 

143 

147 

151 

1760 

114 

116 

118 

120 

123 

126 

128 

131 

134 

137 

140 

143 

146 

150 

154 

1800 

117 

119 

121 

124 

127 

129 

132 

135 

138 

141 

144 

147 

150 

153 

167 

1860 

120 

122 

124 

127 

130 

132 

135 

138 

141 

144 

147 

150 

158 

167 

160 

1900 

123 

126 

127 

130 

133 

136 

188 

141 

144 

147 

150 

163 

157 

161 

165 

1960 

126 

128 

130 

133 

136 

139 

142 

145 

148 

151 

154 

167 

160 

164 

168 

2000 

129 

131 

133 

136 

139 

142 

145 

148 

151 

154 

167 

160 

164 

168 

172 

Tabellen  (Nr.  XX). 


499 


1000000  •  *' 

s=s 

a 

v0   ~-> 

! 

390 

380 

870 

360 

350 

340 

330 

320 

310 

300 

290 

280 

270 

260 

0 

64 

68 

72 

76 

80 

85 

90 

96 

102 

109 

117 

126 

134 

145 

60 

67 

71 

76 

79 

83 

87 

92 

98 

104 

111 

119 

128 

138 

148 

100 

69 

73 

77 

81 

85 

89 

94 

100 

106 

113 

121 

130 

140 

151 

150 

72 

76 

79 

83 

87 

91 

96 

102 

108 

115 

123 

132 

142 

153 

200 

74 

78 

82 

86 

90 

94 

99 

104 

111 

118 

126 

135 

146 

166 

260 

76 

80 

84 

88 

92 

96 

101 

106 

113 

120 

128 

138 

148 

159 

300 

79 

82 

86 

90 

94 

98 

103 

109 

116 

123 

131 

140 

160 

162 

360 

81 

84 

88 

92 

96 

100 

105 

111 

118 

125 

133 

143 

163 

165 

400 

84 

87 

91 

95 

99 

103 

108 

114 

121 

128 

136 

146 

166 

168 

450 

86 

89 

93 

97 

101 

105 

110 

116 

123 

130 

138 

148 

159 

171 

500 

88 

91 

96 

99 

103 

107 

112 

118 

125 

133 

142 

152 

162 

174 

660 

91 

94 

97 

101 

105 

109 

114 

120 

127 

135 

144 

164 

165 

177 

600 

93 

96 

100 

104 

108 

112 

117 

123 

130 

138 

147 

167 

168 

181 

650 

95 

98 

102 

106 

110 

115 

120 

126 

133 

141 

150 

160 

172 

184 

700 

98 

101 

106 

109 

113 

118 

123 

129 

136 

144 

153 

163 

176 

188 

760 

100 

103 

107 

111 

116 

120 

125 

131 

188 

147 

156 

166 

178 

191 

800 

102 

105 

109 

113 

118 

128 

128 

134 

141 

150 

160 

170 

182 

195 

850 

105 

108 

111 

115 

120 

126 

131 

137 

144 

163 

163 

173 

185 

198 

900 

107 

110 

114 

118 

123 

128 

134 

140 

147 

156 

166 

177 

189 

202 

950 

110 

113 

117 

121 

126 

131 

137 

143 

150 

159 

169 

180 

192 

206 

1000 

112 

116 

119 

123 

128 

133 

139 

146 

163 

162 

172 

183 

196 

210 

1050 

116 

118 

122 

126 

131 

136 

142 

149 

156 

165 

176 

187 

200 

214 

1100 

118 

121 

125 

129 

134 

139 

146 

162 

160 

169 

179 

191 

204 

218 

1150 

120 

124 

128 

13*2 

187 

142 

148 

155 

163 

172 

182 

194 

207 

222 

1200 

123 

127 

131 

136 

140 

145 

151 

158 

166 

176 

186 

198 

211 

226 

1250 

125 

129 

133 

138 

143 

148 

154 

161 

169 

179 

190 

202 

216 

231 

1300 

129 

133 

137 

141 

146 

151 

167 

164 

172 

182 

193 

206 

220 

235 

1350 

131 

135 

139 

144 

149 

154 

160 

167 

176 

186 

197 

210 

224 

239 

1400 

136 

139 

143 

147 

152 

167 

163 

171 

180 

190 

201 

214 

228 

244 

1450 

138 

142 

146 

151 

156 

161 

167 

175 

184 

194 

205 

218 

232 

248 

1500 

141 

145 

149 

154 

169 

164 

171 

179 

188 

198 

209 

222 

237 

253 

1550 

144 

148 

163 

168 

163 

168 

175 

183 

192 

202 

213 

226 

241 

267 

1600 

147 

151 

166 

161 

166 

172 

179 

187 

196 

206 

218 

231 

246 

262 

1650 

161 

165 

160 

165 

170 

176 

183 

191 

200 

210 

222 

236 

261 

267 

1700 

155 

159 

168 

168 

173 

179 

186 

194 

203 

214 

226 

240 

256 

271 

1760 

158 

162 

167 

172 

177 

183 

190 

198 

208 

219 

231 

245 

260 

277 

1800 

161 

165 

170 

176 

181 

187 

194 

202 

212 

223 

236 

249 

265 

282 

1850 

165 

169 

174 

179 

185 

191 

198 

206 

216 

227 

240 

254 

270 

288 

1900 

169 

173 

177 

182 

188 

194 

201 

210 

220 

232 

245 

259 

276 

293 

1950 

172 

176 

181 

186 

192 

198 

206 

214 

224 

236 

249 

264 

281 

298 

2000 

176 

181 

186 

191 

197 

203 

210 

219 

229 

241 

254 

269 

286 

304 

82* 


500 


Tabellen  (Nr.  XX). 


1000000  •  *' 

a 

V0   -k-> 

l 

250 

240 

230 

220 

210 

200 

190 

180 

170 

160 

160 

140 

130 

120 

110 

0 

157 

170 

185 

203 

222 

245 

272 

303 

339 

383 

436 

600 

580 

681 

810 

50 

160 

174 

189 

206 

225 

248 

276 

306 

344 

390 

444 

510 

596 

693 

819 

100 

163 

177 

193 

210 

229 

263 

280 

310 

349 

395 

449 

516 

601 

702 

830 

150 

166 

180 

196 

213 

233 

257 

284 

316 

355 

401 

465 

522 

608 

711 

840 

200 

169 

183 

199 

217 

237 

261 

288 

320 

360 

407 

462 

629 

616 

720 

850 

250 

172 

186 

202 

220 

241 

266 

293 

325 

366 

413 

469 

536 

621 

727 

860 

300 

175 

189 

206 

226 

245 

270 

298 

331 

871 

419 

475 

642 

628 

734 

350 

178 

193 

210 

229 

260 

275 

303 

336 

377 

424 

481 

649 

636 

743 

400 

181 

196 

213 

232 

253 

279 

308 

342 

382 

430 

488 

657 

644 

762 

450 

184 

199 

217 

236 

267 

283 

312 

347 

388 

436 

493 

563 

652 

761 

500 

188 

203 

220 

240 

262 

288 

318 

363 

394 

443 

501 

571 

661 

771 

550 

191 

207 

224 

244 

267 

293 

323 

358 

400 

450 

509 

580 

670 

600 

195 

211 

228 

248 

271 

296 

328 

364 

406 

466 

617 

688 

679 

650 

198 

214 

232 

252 

276 

302 

333 

369 

412 

462 

523 

594 

687 

700 

202 

218 

236 

267 

280 

307 

338 

376 

418 

469 

530 

602 

696 

760 

205 

221 

240 

261 

285 

312 

344 

381 

424 

473 

538 

610 

800 

209 

226 

245 

266 

290 

317 

349 

887 

431 

483 

545 

617 

860 

213 

230 

249 

270 

295 

323 

355 

393 

437 

489 

553 

626 

900 

216 

233 

253 

276 

300 

328 

361 

399 

444 

497 

561 

950 

221 

238 

258 

280 

306 

333 

366 

405 

450 

504 

569 

1000 

226 

242 

262 

285 

311 

339 

373 

412 

457 

511 

677 

1050 

230 

247 

267 

290 

316 

345 

379 

418 

464 

518 

585 

1100 

234 

252 

272 

295 

321 

350 

384 

424 

471 

526 

1150 

238 

256 

277 

301 

327 

356 

391 

431 

478 

633 

1200 

242 

260 

281 

306 

332 

362 

397 

438 

486 

542 

1250 

247 

265 

286 

311 

338 

368 

404 

445 

493 

1300 

251 

270 

291 

316 

344 

374 

410 

451 

500 

1350 

256 

276 

297 

322 

350 

380 

416 

459 

508 

1400 

261 

280 

302 

327 

355 

386 

423 

461 

1450 

265 

285 

307 

332 

360 

392 

429 

473 

1600 

270 

290 

312 

338 

367 

399 

436 

480 

1550 

276 

295 

318 

344 

373 

406 

444 

1600 

280 

301 

324 

360 

379 

412 

460 

1650 

285 

306 

329 

355 

386 

419 

1700 

290 

311 

335 

362 

392 

426 

1760 

296 

317 

341 

369 

400 

■ 

■ 

1800 

301 

322 

347 

376 

406 

i    1 

1860 

307 

328 

353 

382 

t 

1900 

313 

834 

359 

388 

1950 

318 

340 

366 

2000 

324 

846 

372 

1 
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501 


XXI.  Die  Siacci'sche  Tabelle  für  den  indirecten  und  Bomben-Schuss, 

auf  Grund  des  Newton'schen  Gesetzes. 

(Nach  Siacci,  baiist.  ext.  1892,  pag.  454.) 

Vq  =  Anfangsgeschw. ;  X=  ganze  horiz.  Wurfweite  für  y  =  0 ;  Y=  Scheitelordinate; 

T  =  ganze  Flugzeit;   CT  =  Endgeschwindigkeit;  a  =  Abgangswinkel ;  a'=  spitzer 

Auffallwinkel;  x0  =  Scheitelabscisse ;  J£  =  Werth  yon  g  =  2ßqx  für  rc=X. 


/= 


*0*  sin2ar 


9  X 


A— 


tga 


A= 


VX  tga 


„     '  r0  •  cos  a 
/»=7r- 


t/cosa' 


A=: 


/s= 


JCtgo 


d'i-ß 


fr 


diß  v0*  «in2a 


0,00 

1,03 

06 

09 

12 


0,15 
18 
21 
24 
27 

0,30 
33 
36 
39 
42 


0,45 
48 
51 
54 
57 


0,60 
63 
66 
69 
72 

0,75 
78 
81 
84 
87 


0.90 
93 
96 
99 

1,02 

1,05 
08 
11 
14 
17 

1,20 
23 
26 
29 
32 


log.    Diff. 

0,0000 
0044  ** 
0087  ** 
0131  ** 
0175  44 


log.  Diff. 

0,0000 
0044  ~* 
0087  4* 
0130*, 
0174  u 


log.    Diff. 
1,6548 


6559 
6570 
6581 
6592 


11 
11 
11 
11 


log.    Diff. 
0,0000 


0065 
0130 
0185 
0260 


65 
65 
65 
65 


log.  Diff. 

1,6990 
7001 
7011 
7022 
7033 


0,0220  f 
0265  ** 
0309  J4 
0354  ~ 
0400  4g 


0,0217 
0260 
0304 
0348 
0391 


43 
43 
44 
44 
43 


1,6602 
6613 
6624 
6634 
6645 


10 
11 
11 
10 
11 


0,0326 
0391 
0456 
0521 
0586 


66 
65 
65 
65 
65 


1,7044 
7054 
7065 
7076 
7086 


0,0445^ 
0491  *! 
0537  ** 
0683  •£ 
0630  47 


0,0434 
0477 
0621 
0564 
0608 


43 
43 
44 
43 
44 


0,0676  *f 

0723  47 

0770  47 

0818  ~ 

0865  47 


0,0661 
0694 
0737 
0780 
0823 


43 
43 
43 
43 
43 


1,6656 
6666 
6676 
6687 
6697 

1,6708 
6718 
6728 
6739 
6749 


11 

10 

10 
11 
10 


0,0651 
0717 
0782 
0847 
0912 


65 
66 
65 
65 
65 


1,7097 
7107 
7118 
7128 
7139 


11 

10 
10 

n 

10 


0,0913  Jf 
0961  "® 
1010  f 
1058  4® 

_1 107  _ 

0,1156  f 
1206  ** 
1264  ** 

1304  50 
1354  M 


0,0866 
0909 
0952 
0996 
1039 


43 
43 
43 
44 
43 


1,6759  ]° 

6770  " 
6780  ™ 
6790  10 
6800  10 


0,1081  4* 
1124  4S 

1167  a 
1210  " 

1262  4* 


1,6810 
6820 
6830 
6840 
6860 


10 

10 
10 

10 

10 


0,1404  f 
1465  " 
1506  ^ 
1666  " 
1607  61 


0,1296 
1388 
1380 
1423 
1465 


43 
43 
42 
43 
42 


1,6860 
6870 
6879 
6889 
6899 


10 
10 

9 

10 
10 


0,1669  " 
1710  l\ 
1762  ™ 
1814  " 
1867  63 

0,1919  " 
1972  " 
2026  " 
2078  " 
2132  M 


0,1608  *J 

1550  u 
1692  2 

1686  f 
1677  4* 


1,6908 
6918 
6928 
6937 
6947 


9 

10 
10 

9 
10 


0,1719 
1761 
1803 
1846 
1887 


42 
42 
42 
42 
42 


,6956  J 
6966  ™ 
6976  ' 
6985  ll 
6994  9 


0,0977 
1042 
1107 
1172 
1238 


65 
65 
65 
65 
66 


1,7149 
7160 
7170 
7181 
7191 


0,1303 
1368 
1433 
1498 
1563 


0,1629 
1694 
1759 
1824 
1889 


65 
65 
65 
65 
65 

G6 
65 
65 
65 
65 


1,7201 
7211 
7221 
7231 
7241 


0,1964 
2019 
2085 
2150 
2215 


65 
65 
66 
65 
65 


0,2280 
2345 
2410 
2475 
2541 


65 
65 
65 
65 
66 


0,2606 
2671 
2736 
2801 
2866 


65 
65 
65 
65 
65 


1,7252 
7262 
7272 
7282 
7292 


1,7802 
7312 
7821 
7331 
7341 


1,7361 
7361 
7370 
7380 
7389 


1,7899 
7409 
7418 
7427 
7437 


_log.   Diff. 

1,3979 
4002 


4024 
4046 
4068 


23 
22 
22 
22 


Nun. 

0 
139 
278 
417 
556 


Num.  Diff. 

283  14S 

429  JJJ 

578  149 


1,4089 
4111 
4133 
4156 
4176 


21 
22 
22 
22 
21 


1,4198 
4220 
4241 
4263 

4284 


22 
22 
21 
22 
21 


1,4306 
4327 
4349 
4370 
4392 


22 
21 
22 
21 
22 


4435  f 
4456  l1 
4477" 
4498  21 


1,4520 
4542 
4563 
4585 
4606 


22 
22 

21 
22 
21 


i  _ 


1,4627 
4648 
4669 
4691 
4712 


21 
21 
21 
22 
21 


1,4733 
4755 
4776 
4797 
4818 


21 
22 
21 
21 
21 


0 
0 
9 
9 
10 


1,4839 
4860 
4881 
4902 
4922 


21 
21 
21 
21 
20 


694 

833 

972 

1111 

1260 


730 

886 

1044 

1206 

1370 


1389 
1628 
1667 
1806 
1944 


1539 
1711 
1886 
2065 
2247 


2083 
2222 
2361 
2500 
2639 


2434 
2625 
2819 
3018 
3221 


2778 
2917 
3056 
3194 
3333 


3428 
3639 
3855 
4076 
4301 


3472 
3611 
3760 
3889 
4028 


4531 
4766 
5006 
5251 
6501 


4167 
4306 
4445 
4683 
4722 


5767 
6019 
6286 
6658 
6837 


4861 
5000 
5139 
5278 
5417 


7122 
7413 
7711 
8015 
8325 


5556 
5694 
5833 
6972 
6111 


8643 
8967 
9299 
9638 
9985 


152 
156 
158 
162 
164 


169 
172 
175 
179 
182 


187 
191 
194 
199 
203 


207 
211 
216 
220 
226 


230 
235 
240 
245 
250 


256 
262 
267 
252 
259 


285 
291 
298 
304 
310 


818 
324 
332 
339 
347 
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XXDt.  Werthe  der  Fnnotion  9j(r)= J=.  /'«-''.dt. 

0 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dase  der  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung  der 
absoluten  Grösse  nach  zwischen  0  und  I  liegt,  ist  » ( 1    wobei  m  =  mittlerer 


Fehler 

KSW 

t 

rtj    |  i   |  v-t, 

(          ?  1 

',''■' 

/    ,./, 

'     9«) 

0,00 

0,00000 

0,50 

0,62060 

1,00 

0,84270 

1,50 

0,96611 

2,00 

0,99532 

2,60 

0,999693 

0,01 

0,01128 

0,51 

0,62924 

1,01 

0,84681 

1,61 

0,96728 

2,01 

0,99652 

2,61 

0,999614 

0,03 

0,02267 

0,52 

0,63790 

1,01 

0,85084 

1,62 

0,96841 

2,02 

0,99672 

2,62 

0,999635 

0,03 

0,03384 

0,53 

0,64646 

1,03 

0,86478 

1,53 

0,96952 

3,03 

0,99591 

2,53 

0,999654 

0,04 

0,04611 

0,64 

0,66494 

1,04 

0,86865 

1,54 

0,97059 

2,04 

0,99609 

2,64 

0,999672 

0,06 

0,06637 

0,56 

0,56332 

1,05 

0,86244 

1,55 

0,97162 

2,06 

0,99626 

2,56 

0,999689 

0,06 

0,06762 

0,66 

0,67162 

1,06 

0,86614 

1,66 

0,97263 

2,06 

0,99642 

2,56 

0,999706 

0,07 

0,07886 

0,57 

0,67982 

1,07 

0,86977 

1,67 

0,97360 

2,07 

0,99668 

2,67 

0,999722 

0,08 

0,09008 

0,58 

0,68792 

1,08 

0,87333 

1,68 

0,97466 

2,08 

0,99673 

2,68 

0,999736 

0,09 

0,10128 

0,69 

0,69694 

1,09 

0,87680 

1,59 

0,97646 

2,09 

0,99688 

2,69 

0,999761 

0,10 

0,11246 

0,60 

0,60386 

1,10 

0,88020 

1,60 

0,97686 

2,10 

0,997021 

2,60 

0,999764 

0,11 

0,12362 

0,61 

0,61168 

1,11 

0,88853 

1,61 

0,97721 

2,11 

0,997165 

2,61 

0,999777 

0,13 

0,13470 

0,62 

0,61941 

1,12 

0,88679 

1,62 

0,97804 

2,12 

0,997284 

2,62 

0,999789 

0,13 

0,14687 

0,63 

0,62705 

1,13 

0,88997 

1,63 

0,97884 

2,13 

0,997407 

2,68 

0,999800 

0,14 

0,16695 

0,64 

0,63459 

1,14 

0,89308 

1,64 

0,97962 

2,14 

0,997526 

2,64 

0,9998112 

0,16 

0,16800 

0,65 

0,64203 

1,15 

0,89612 

1,66 

0,98038 

2,16 

0,997639 

2,65 

0,9998215 

0,16 

0,17901 

0,66 

0,64938 

1,16 

0,89910 

1,66 

0,98110 

2,16 

0,997747 

2,66 

0,9998313 

0,17 

0,18999 

0,67 

0,66668 

1,17 

0,90200 

1,67 

0,96181 

2,17 

0,997851 

2,67 

0,9998406 

0,18 

0,20094 

Ofiü 

0,66878 

1,18 

0,90184 

1,68 

0,98249 

2,18 

0,997951 

2,68 

0,9998494 

0,19 

0,21184 

0,69 

0,67084 

1,13 

0,90761 

1,69 

0,98316 

2,19 

0,998046 

2,69 

0,9998578 

0,20 

0,22270 

0,70 

0,67780 

1 ,20 

0,91031 

1,70 

0,98379 

2,20 

0,998137 

2,70 

0,9998667 

0,21 

0,23361 

0,71 

0,68467 

1,81 

0,91296 

1,71 

0,98441 

2,21 

0,998221 

2,71 

0,9998732 

0,22 

0,24430 

0,72 

0,69143 

1,22 

0,91663 

1,72 

0,98600 

2,22 

0,998808 

8,78 

0,9998803 

0,23 

0,25502 

0,73 

0,69810 

1,23 

0,91801 

1,78 

0,98668 

2,23 

0,998388 

2,73 

0,9998870 

0,24 

0,26570 

0,74 

0,70468 

1,24 

0,92050 

1,74  0,98613 

2,84 

0,998464 

2,74 

0,9998931 

0,26 

0,27632 

0,76 

0,71116 

1,26;  0,92290 

1,76 1 0,98667 

2,25 

0,998537 

2.75 

0,9998991 

o,2e 

0,28690 

0,76 

0,71754 

1,26 

0,93524 

1,76 

0,98719 

'2,26 

0,998607 

2,76 

0,9999061 

0,27 

0,29742 

0,77 

0,72382 

1,27 

0,92751 

1,77 

0,98769 

'2.27 

0,998674 

2,77 

0,9999105 

0,2M 

0,30788 

0,78 

0,73001 

1.2« 

0,92973 

1,78 

0,98817 

2,28 

0,998738 

2,78 

0,9999166 

0,211 

0,31828 

0,79 

0,78610 

1,29 

0,93190 

1,79 

0,98864 

a,«a 

0,998799 

2.79 

0,9999204 

0,30 

0,32863 

0,80 

0,74210 

1,30 

0,93401 

1,80 

0,98909 

2,30 

0,998867 

2,80 

0,9999250 

0,31 

0,33892 

0,81 

0,74800 

1,31 

0,93606 

1,81 

0,98962 

2,31 

0,998912 

2,81 

0,9999293 

0,32 

0,34913 

0,82 

0,75311 

1,32 

0,93806 

1,82 

0,98994 

2,32 

0,998666 

V  2 

0,99993331 

0,33 

0,36928 

0,83 

0,75962 

1,33 

0,94001 

1,83 

0,99036 

2,83 

0,999016 

2.88 

0,99993725 

0,34 

0,36936 

0,84 

0,76614 

1,34 

0,94191 

1.84 

0,99074 

2,34 

0,999065 

2,84 

0,99994090 

0,36 

0,37938 

0,86 

0,77067 

1,36 

0,94376 

1,86 

0,99111 

2,36 

0,999111 

2,85 

0,99994431 

0,36 

0,38933 

0,86 

0,77610 

1,36 

0,94566 

1.86 

0,99147 

2,86 

0,999166 

2,86 

0,99994760 

0,3  V 

0,89921 

0,87 

0,78144 

1,37 

0,94731 

1,87 

0,99182 

2,3T 

0,999197 

2,87 

0,99995067 

0,38 

0,40901 

0,88 

0,78669 

1,88 

0,94902 

1,88 

0,99216 

2,38 

0,999287 

2,88 

0,99995358 

0,39 

0,41874 

0,81» 

0,79184 

0,95067 

1,89 

0,99248 

2,88 

0,999276 

2,89 

0,99996632 

0,40 

0,42839 

0,90 

0,79691 

1,40 

0,95228 

1,90 

0,99279 

2.40 

0,999312 

2,90 

0,99995890 

0,41 

0,43797 

0,91 

0,80188 

1,41 

0,96386 

1,91 

0,99309 

2,41 

0,999346 

2,91 

0,99996134 

0,42 

0,44747 

o,m 

0,80677 

1,42 

0,96638 

1,93 

0,99338 

2,42 

0,999379 

'2.92 

0,99996365 

0,43  0,45689 

0,98 

0,81166 

1,43 

0,96686 

1,93 

0,99866 

2,43 

0,999111 

2,93 

0,99996582 

0,44'o,46623 

0,94 

0,81627 

1,44 

0,95830 

1,94 

0,99392 

2,44 

0,999141 

2,94 

0,99996786 

0,46  0,47648 

<>,9ö 

0,82089 

1,46 

0,95969 

1,95 

0,99418 

2,46 

0,999469 

2,95 

0,99996930 

0,46 1 0,48486 

0,82642 

1.46 

0,96106 

1,96 

0,99443 

2,46 

0,999479 

2,96 

0,99997162 

0,47  0,49374 

0,97 

0,82987 

1,47 

0,96287 

1,97 

0,99466 

2,47 

0,999623 

2,97 

0,99997333 

0,48  0,60276 

0,0i* 

0,83423 

1,48 

0,96365 

1,98 

0,99489 

2.48 

0,999547 

2,98 

0,99997495 

0,49 

0,61167 

0,99 

0,83861 

1,49 

0,96490 

1,99 

0,99611 

2,49 

0,999571 

2,99 

0,99997617 
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XXTTT.  Wertlu»  der  Fanoüon  y{x). 
Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dasn  der  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung 
«wischen  —  l  und  -J- 1,  der  absoluten  Grösse  nach  iwischen  0  und  1  liegt,  ist  $  {—) , 


wobei  w  den  wahrscheinlichen  Fehler  bedeutet. 


_»_ 

0,0000 

0,84 

,     »,„ 

*(») 

'■ 

ilifx) 

*<*) 

0,00 

0,1814 

0,68 

0,3635 

1,04 

0,5170 

1,70 

0,7485 

2,90 

0,9496 

0,01 

0,0064 

0,36 

0,1866 

0,69 

0,3684 

1,06 

0,6264 

1,72 

0,7640 

2,95 

0,9634 

0,02 

0,0108 

0,36 

0,1919 

0,70 

0,3632 

1,08 

0,6387 

1,74 

0,7694 

3,00 

0,9570 

0,03 

0,0161 

0.37 

0,1971 

0,71 

0,8680 

1,10 

0,6419 

1,76 

0,7648 

3,06 

0,9603 

0,04 

0,0216 

0,3« 

0,2023 

0,72 

0,8728 

1,12 

0,6600 

1,78 

0,7701 

3,10 

0,9636 

0,06 

0,0269 

0,39 

0,2076 

0,73 

0,8776 

0,5581 

1,80 

0,7758 

3,15 

0,9664 

0,06 

0,0323 

0,40 

0,2127 

0,74 

0,8823 

1,16 

0,6660 

1,82 

0,7804 

3,20 

0,9691 

0,07 

0,0877 

0,41 

0,2179 

0,75 

0,3870 

1,18 

0,6789 

1,84 

0,7864 

3,25 

0,9716 

0,08 

0,0430 

0,42 

0,2230 

0,76 

0,3918 

1,20 

0,6817 

1,86 

0,7904 

3,30 

0,9740 

0,09 

0,0484 

0,43 

0,2282 

0,77 

0,3965 

1,23 

0,5894 

1,88 

0,7962 

3,35 

0,9762 

0,10 

0,0638 

0,44 

0,2834 

0,78 

0,4012 

1,24 

0,5971 

1,90 

0,8000 

3,40 

0,9782 

0,11 

0,0691 

0,46 

0,2886 

0,79 

0,4059 

1,26 

0,6046 

1,92 

0,8047 

3,46 

0,9800 

0,12 

0,0646 

0,46 

0,2436 

0,80 

0,4105 

1,28 

0,6121 

1,94 

0,8093 

3,60 

0,9818 

0,13 

0,0699 

0,47 

0,2488 

0,81 

0,4152 

1,30 

0,6194 

1,86 

0,8138 

3,55 

0,9834 

0,14 

0,0762 

0,48 

0,2589 

0,82 

0,4198 

1,32 

0,6267 

1,98 

0,8188 

3,60 

0,9848 

0,16 

0,0806 

0,49 

0,2690 

0,83 

0,4244 

1,34 

0,6889 

2,00 

0,8227 

3,66 

0,9862 

0,16 

0,0B69 

0,50 

0,2641 

0,84 

0,4290 

1,3G 

0,6410 

2,06 

0,8832 

3,70 

0,9870 

0,17 

0,0913 

0,51 

0,2691 

0,85 

0,4336 

1,38 

0,6480 

2,10 

0,8438 

3,76 

0,9886 

0,18 

0,0966 

0,62 

0,2742 

0,86 

0,4381 

1,40 

0,6660 

.2,16 

0,8580 

3,80 

0,9696 

0.19 

0,1020 

0,63 

0,2793 

0,87 

0,4427 

1,42 

0,6618 

2,20 

0,8622 

3,85 

0,9906 

0,20 

0,1078 

0,54 

0,2843 

0,88 

0,4472 

1,44 

0,6686 

2,25 

0,8709 

3,90 

n.ayis 

0,21 

0,1126 

0,55 

0,2893 

0,89 

0,4617 

1,48 

0,6763 

2,30 

0,8792 

3,96 

0,9928 

0,« 

0,1180 

0,66 

0,2944 

0,90 

0,4662 

1,48 

0,6818 

2,36 

0,8870 

4,00 

0,9980 

0,28 

0,1233 

0,57 

0,2994 

0,91 

0,4606 

1,60 

0,6883 

2,40 

0,8946 

4,10 

0,9943 

0,84 

0,1286 

0,68 

0,3044 

0,92 

0,4661 

1,62 

0,6947 

2,46 

0,9016 

4,20 

0,9964 

0,26 

0,1383 

0,69 

0,3093 

0,93 

0,4696 

1,64 

0,7011 

2,50 

0,9082 

4,30 

0,9968 

0,26 

0,1392 

0,60 

0,3143 

0,94 

0,4739 

1,56 

0,7078 

2,55 

0,9146 

4,40 

0,9970 

0,27 

0,1446 

0,61 

0,8192 

0,96 

0,4783 

1,58 

0,7134 

2,60 

0,9206 

4,60 

0,9976 

0,28 

0,1498 

0,62 

0,8242 

0,96 

0,4827 

1,60 

0,7195 

2,65 

0,9261 

4,60 

0,9981 

0,20 

0,1661 

0,63 

0,3291 

0,97 

0,4871 

1,62 

0,7366 

2,70 

0,9814 

4,70 

0,9985 

0,80 

0,1604 

0,64 

0,3840 

0,98 

0,4914 

1,64 

0,7318 

2,76 

0,9364 

4,80 

0,9988 

0,31 

0,1666 

0,66 

0,3889 

0,99 

0,4957 

1,66 

0,7371 

2,80 

0,9411 

4,90 

0,9991 

0,32 

0,1709 

0,66 

0,3438 

1,00 

0>000 

1,68 

0,7428 

2,86 

0,9464 

5,00 

0,9993 

0,33 

0,1761 

0,67 

0,8487 

1,02 

0,6086 

ipl—f  —  Wahrscheinlichkeit,  einen  in  verticaler  Richtung  unendlich  aus- 
gedehnten Flachenstreifen  von  der  Breite  21  —  mittlerer  Treffpunkt  nnd  Zielpunkt 
in  der  mittleren  Verticalcn  —  zu  treffen,  wenn  to  =  wahrscheinliche  Abweichung 
in  horizontaler  Richtung;  analog  in  der  senkrechten  Richtung. 
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Tabellen  (Nr.  XXIV,  1). 


XXIV.   1)  Wahrscheinliche  Abweichung 

(halbe  50-prozentige  Streuung)  in  verticaler  und  in  horizontaler  Richtung  bei 
4  neueren  Gewehrsystemen,  in  den  Entfernungen  von  100  bis  1800  Metern, 
berechnet  auf  Grund  der  Scheibenbilder   der  Gewehrfabrik  Mauser  in  Oberndorf. 


bei  der 

Schuss- 

Kaliber 7,9  mm 

Kaliber  7,65  mm 

Kaliber  7  mm 

Kaliber  6,0  mm 

weite: 

I 

(Deutschland) 

(Türkei  1890) 

(Spanien  1893) 

(Versuchsgewehr) 

Yertical 

horizontal 

vertical 

horizontal 

yertical 

horizontal 

vertical 

horizontal 

100  m 

3,0  cm 

2,0  cm 

— 

— 

1,43  cm 

1,41  cm 

1,9  cm 

2,5  cm 

300 

8,0 

7,4 

11,5  cm 

6,0  cm 

3,5 

4,4 

6,8 

6,9 

600 

16,6 

11,3 

24,6 

18,9 

11,6 

18,4 

10,3 

12,0 

900 

55,7 

25,6 

26,9 

23,3 

11,6 

19,1 

(Störung  durch 
Windstösse) 

1200 

77,9 

42,8 

73,0 

50,9 

37,6 

40,8 

23,4  cm 

33,9  cm 

1600 

119,4 

100,0 

70,2 

30,7 

43,5 

49,6 

90,7 

38,7 

1800 

166,7 

128,4 

116,6 

134,1 

100,1 

71,6 

123,7 

35,1 

Ij 

m  s 


I**    ■ 

ig      1 

Vi  I 

i»  I 
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if 
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II 
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Tabellen  (Nr.  XXIV,  2). 
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Tabellen  (Nr.  XXIV,  8). 


3)  Notizen  über  Repetir-Gewehre  „System  Mauser". 


Kaliber 
7,66  mm 


Kaliber 
7mm 


Kaliber 
6,6  mm 


Kaliber 
6  mm 


2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

26 

26 
27 

28 

29 
30 
31 
32 
33 
34 
36 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

46 
46 
47 
48 
49 
60 


Visir 


Züge 


Patrone 


Gewicht  ohne  blanke  Waffe;  leeres 

Magazin 

Länge  ohne  blanke  Waffe 

Laufweite  zwischen  den  Feldern. . 

{Länge 
Durchmesser  am  Korn 
Durchmess.  am  Gewindetheil 
Lange  der  Standvisirlinie  . . 

Zahl  der  Kimmen 

Standvisir  f.  eine  Entferng.  v. 

Höchster  Visirstand 

(Zahl 

Tiefe 

Breite 

[Richtung 

Drall! Lange 

I  Länge  in  Laufweiten . 

I  Winkel  

Zahl  d.  einzel.  Gewehrbestandtheile 

Patronenrahmen  für  Patronen .... 

Gewicht  des  leeren  Rahmens 

Gewicht 

Länge 

Hülse  1 von  ^e8S"1£> m-  Zentralzündg. 

\Rand  oder  Eindrehung 

Ladung    rauchloses    bezw.   rauch- 
schwaches Pulver 

Pulver-Form 

(  Gewicht 

Querschnittsbelastung  in  g  pro 

qmm 

•t  m        f  in  mm 

^*e  { in  Laufweiteu 

Grösster  Durchmesser  in  mm  . 

Art,  Mantel  oder  Kappe 

Metall  des  Mantels  bezw.  der 

Kappe 

Metall  des  Kerns 

Ladungsverhältniss 

Geschossge-  j  an  der  Mündung. . . . 
schwindigk.  \  26  m  vor  der  Mündung 
Bewegungsarbeit  d.  Gesch.  an  der 

Mündung 

Eindringlings-   ( in  Tannenholz  ca. 

tiefe  bei  Distanz  { in  Buchenholz  ca. 

12m  (in  Eisplatten  ca. 

Grösste  Schussweite 

Feuergeschwindigkeit  pro  Min.  bei 

Mehrladung 

Mech.  Leistg.  i.  Schnellfeuer  pro  Min. 

Rückstoss  in  mkg 

Grösster  Gasdruck  in  Atm 

Scheitelhöhe  j  bei  600  m  Distanz . . 
d.  Flugbahn  \  bei  600  m       „ 
Länge  des  bestrich.  Raumes  bei  1,7  m 
Zielhöhe 


ao 

O 

ü 
oo 

O 


4  kg 

1236  mm 

7,66  mm 

738  mm 

16,6  mm 

26  mm 

642,8  mm 

4 

260  m 

2000  m 

4 

0,126  mm 

4,2  mm 

rechts 

260  mm 

32,69 

6Ö6' 

66 

6 

27  g 
78  mm 

Eindrehung 

2,65  g 

Blättchen 

13,8  g 

0,3  g 

30,8  mm 

4,062 

7,9  mm 

Mantel 

Nickelplatt. 

Stahlmtl. 

Weichblei 

6,2 

662  m 

630  m 

299,3  mkg 

130  cm 

62  cm 

145  cm 

über  4000m 

25 

60 

1,27  mkg 

3000—8300 

1350  mm 

2300  mm 

642  m 


8,9-4  kg 
1235  mm 

7mm 

788  mm 

16,5  mm 

26  mm 

642,8  mm 

2 

300  m 

2000  m 

4 

0,125  mm 

3,9  mm 

rechts 

220  mm 

31,43 

6°42'30" 

60 

5 

8,6  g 

24,2  g 

78  mm 

Eindrehung 

2,5  g 

Blättchen 

11,2  g 

0,291  g 
30,8  mm 

M 
7,25  mm 

Mantel 

Nickelplatt. 

Stahlmtl. 

Hartblei 

4,48 

728  m 

700  m 

802,6  mkg 
138— 140cm 

72— 78  cm 

160  cm 
über  4000  m 

25 

60 

1,05  mkg 

3000—3300 

1136  mm 

1636  mm 

588  m 


4  kg 

1237  mm 

6,5  mm 

738  mm 

16,6  mm 

26  mm 

642,8  mm 

2 

300  m 

2000  m 

4 

0,125  mm 

2,5  mm 

rechte 

200  mm 

80,77 

5°  49' 60" 

60 

5 

8,6  g 

23,25  g 

80  mm 

Eindrehung 

2,36  g 

Blättchen 

10,1g 

0,3043  g 

32  mm 

4,92 

6,7  mm 

Mantel 

Nickelplatt. 

Stahlmtl. 

Hartblei 

4,8 

730  m 

700  m 

274,6  mkg 
180— 140cm 

70 — 76  cm 

160  cm 
über  4000  m 

25 

60 

0,863  mkg 

3300—3600 

1028  mm 


8,8  kg 

1230  mm 

6mm 

738  mm 

14,5  mm 

25  mm 

666  mm 

1 

300  m 

2000  m 

6 

0,1mm 

rund 

rechts 

166  mm 

27,6 

6°31'3" 

53 

6 

8g 
21,6  g 
83  mm 

Eindrehung 

2,25  g 

Blättchen 

8,7  g 

0,3077  g 
32  mm 

5,33 

6,2  mm 

Mantel 

Nickelplatt. 

Stahlmtl. 

Hartblei 

3,866 

782  m 

760  m 

271,3  mkg 
180—  140cm 

70— 75  cm 

160  cm 
über  4000m 

25 

50 

0,752  mkg 

3600—4000 

975  mm 
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Barth  7. 
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Beetz  10. 
Benedetti  2. 
Benzenberg  184. 
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117.  360. 
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Bezout  7. 
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Bohnenberger  410. 
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MieglSö.  253.  327.  329.  339. 

Mola  126. 

Montaudon  416. 

Morin  7  ff.  44.  47.  360.  423. 
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Verbesserungen  und  Zusätze. 


pag.  9  Zeile  1,  hinzufügen:  Mitcham  1881,  Ollero  1890,  Holmberg  1896. 

pag«  48  nach  Nr.  18  hinzuzufügen:  holländische  Versuche  durch  Oberst 
Hojel,  mit  Kalibern  von  8  bis  40  cm;  vgl.  „Bydrage  tot  de  Ballistiek  van  het 
getrokken  geshut"  door  W.  C.  Hojel,  Amsterdam  1883 ;  vgl.  auch  den  Aufsatz  von 
Siacci,  „sulla  resistenza  dell'  aria  e  sulle  recenti  sperienze  olandesiu,  Rivista 
d'Artigleria  e  Genio  1884. 

pag.  54,  Zeile  1,  lies:  „Gesetz  von  Chapel(-Vallier)  1875  u.  1894"  statt.- 
„Gesetz  von  Vallier(-Chapel)u.  Wahrend  des  Drucks  ist  eine  bemerkenswert!] e 
Abhandlung  von  Siacci,  „über  den  Luftwiderstand  bei  der  Geschossbewegung" 
erschienen;  Archiv  für  die  Art.-  u.  Ing.-Offic.  d.  d.  Reichs,  Jahrg.  1896  pag.  258 ff.; 
darnach  stammt  das  Gesetz  von  Chapel  schon  aus  dem  Jahr  1875. 

Ist  f(v)  die  Verzögerung  des  Geschosses  in  seiner  Bahn,  also  der  Luft- 
widerstand   in  kg   dividirt   durch    die   Geschossmasse,    ist  ferner  d=  Gewicht 

von    1  cbm  Luft   in   kg   dividirt   durch   1,206,   und  der  ballistische  Coefficient 

p 

C  =  ^t1  P  ==  Geschossgewicht  in  kg,  2Ä  =  Kaliber  in  m,  %  der  Form- 

coefficient  (vgl.  darüber  die  Tabelle  in  §  44),  so  lautet  das  Gesetz  von  Chapel 
mit  Siacci's  Bezeichnung  und  mit  %  =  0,896 : 

m  -A  (0,8284-  t>-  84,7). 

Anschliessend  daran  schlagt  Siacci  ein  neues  Luftwiderstandsgesetz  vor, 
(Rivista  d'Artilleria  e  Genio,  Januar  1896  u.  Archiv  etc.  1896,  pag.  268);  bei 
diesem  Gesetz  ist  die  graphische  Darstellung  des  Widerstands  in  Function  der 
Geschwindigkeit  v  eine  Hyperbel,  nämlich 

f(t>)  «  Ali  .  £o,1925  •  v  —  48,11  +  V(0,1725  •  v  —  47,89)«  +  21,12)1 . 

Dieses  Gesetz  soll  die  bisherigen  Hauptversuche,  nämlich  die  russischen  von 
Mayevski,  die  englischen  von  Bashforth,  die  holländischen  von  Hojel  und  die- 
jenigen von  Krupp,  befriedigend  zusammenfassen.  Für  die  kleinen  Geschwindig- 
keiten einerseits  und  für  die  grossen  andererseits  kann  die  Hyperbel  durch  ihre 
Asymptoten  ersetzt  werden;  man  hat  also 

d  •  i 
f(p)  —  —fr-  •  (°i02  •  v  —  °»22)i    bezw- 

f(v)  =  A^-  •  (0,365  •  v  —  96). 

Man  sieht  auf  diese  Weise,  dass  in  dem  eben  erwähnten  neusten  Gesetz  von 
Siacci  das  Chapelf8che  Gesetz  als  specielles  enthalten  ist. 
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pag«  88,  letzte  Zeile,  lies  2  •  b  •  v0*x  statt  26  •  v0*  •  v. 

Iß  '  •  X^  M7      •  X 

pag«  93,  Zeile  20  Schluss,  lies  — ^— statt  — *- —    und  Zeile  25,   sowie 

pag.  99,  Zeile  19   lies 

J-fl  +  V)-       j.^. 2-^.(1  +  ^).       i(cg)a        +  «/■ 

pag«  112,  Zeile  11,  lies:  „auf  den  holländischen  und  denu  statt  „vorzugs- 
weise auf  den". 

pag«  115  Zeile  2  lies  tga'  statt  a  . 

pag«  133  Zeile  3  u.  4  lies.-  ferner  ist  -=-%  =    «  """   .     (genau  richtig);  denn 
r  dx*       trcos'ai^0 

d*y        dtgca  1         da       .  .  Ä-  _T     Ä   .  ,  da»       —  a        .       .  . 

3~  =  — -? —  =*  — =—  •  -=— ,  aber  nach  pag.  81  Nr.  9  ist  ^-  =  — =^ ,    also  ist 
dar  dx  cos"  c»    dx1  ^°  da;        t?" 

^--T^-^-;   speciellfur  x  =  Q  ist  f^f 1  g    t    - 

da;'       tr-cos'm  da:1  v0,-cos'a 

pag«  135  Zeile  2  u.  3  ist  der  Passus  „und  auch  hier  eine  Vernachlässigung 
eingetreten  war"  zu  streichen. 

pag«  143,  Fig.  34b:  die  Bezeichnung  z  +  ?  •  -=^  bezieht  sich  auf  die  ganze 

dz 

Strecke  OA. 

pag«  200;  Fig.  46:  die  Drehpunkte  für  die  beiden  Windfahnen  sollten  rechts, 
statt  links  gezeichnet  sein. 

pag.  218  Fig.  60*:  setze  —S  statt  9. 

pag.  258  Schluss  ist  hinzuzufügen: 

Einige  der  Ergebnisse  von  Mayevski  u.  v.  Wuich  folgen  aus  den  Glei- 
chungen pag.  234  f.  durch  die  Specialisirung  Ö=01  also  durch  die  Annahme,  dass 
der  Schwerpunkt  eine  horizontale  Gerade  beschreibe.  Setzt  man  in  den  Glei- 
chungen (29)  und  (30)  <J  =  0  und  bestimmt  die  Constanten  aus  den  Bedingungen, 
dass  für  $  =  0:  #  =  —  e,  ip  =  0,  p  =*  0,  g  =  0  ist,  so  ergibt  sich  der  Winkel 
#  und  der  vielfach  sogenannte  Präcessionswinkel  ip  in  Function  der  Zeit  t  Durch 
Quadriren  und  Addiren  der  Ausdrücke  #  und  ip  erhält  man  als  Projection  der 
Bahn  der  Geschossspitze  auf  eine  zur  Schwerpunktsbahn  senkrechte  Verticalebene 
einen  variablen  Kreis,  dessen  Radius  abwechselnd  grösser  und  gleich  H  •  e  wird, 
wo  H  ==  Abstand  des  Schwerpunkts  und  der  Spitze  ist.  Diese  Bahn  hat  somit 
die  Gestalt  einer  epicykloidi sehen  Rosette;  die  kleinen  Nutationen  der 
Geschossaehse  während  einer  ganzen  konischen  Pendelung  erfolgen  dabei  in  sehr 
kleinen  Perioden,  die  von  der  Größenordnung  derjenigen  Zeit  sind,  welche  das 
Geschoss  zu  einer  Rotation  um  seine  Längsachse  braucht. 

Auf  diese  Weise  gelangt  man  durch  Specialisirung  zu  Formeln,  welche 
z.  B.  denjenigen  des  Herrn  von  Wuich  (pag.  384  von  dessen  öfters  citirtem  Lehr- 
buch) analog  sind. 

pag«  264 — 266  ist  hinzuzufügen:  das  unabhängig  von  jedem  speciellen 
Luftwiderstandsgesetz  giltige  Resultat  bezüglich  der  Bahn  der  Geschoss- 
spitze  während  der  konischen  Pendelungen  lässt  sich  analog  ableiten  und  folgender- 
maßen aussprechen:  Man  denke  sich  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Geschosses 
eine  verticale  Bildebene  gelegt,  welche  senkrecht  steht  zu  der  durch  die  Flug- 
bahntangente gehenden  Verticalebene;  ferner  denke  man  sich  denjenigen  Punkt  P 
auf  der  verlängerten  Geschossachse,  welcher  um  1  m  vom  Schwerpunkt  S  entfernt 
tat,  in  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  jene  Bildebene  projicirt;  die  Projection  sei 
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Px ;  dann  beschreibt  Px  in  der  Bildebene  eine  spiralenförmige  Curve  von  der  Art 
der  Figur  66.  Diese  in  der  Bildebene  liegende  Curve  kann  wiederum  betrachtet 
werden  als  ein  veränderlicher  Kreis,  der  durch  den  Punkt  Px  mit  der  variablen 

2« 
Winkelgeschwindigkeit  to  der  konischen  Pendelung,   also  in  der  Zeit   T  =  — 

beschrieben  wird;  dabei  ist  wie  früher  die  Winkelgeschwindigkeit  w  der  konischen 
Pendelung  oder  der  Präcession 

(Luftwiderstand  in  kg)  •  (Abstand  von  Schwerpunkt  und  Angriffspunkt  der 

Luftwiderstandsresultante)  

ö       (Trägheitsmoment  um  die  Längsachse)  •  (Winkelgeschwindigkeit  der 

Geschossrotation) 

Anfangs  liegt  Px  vertical  über  dem  Schwerpunkt  S  in  der  Entfernung,  welche  der 
Lage  der  Abgangstangente  entspricht,  also  ist  anfangs  der  Radius  SPX  gleich  e, 
wobei  e  der  Abgangswinkel  im  Bogenmass  ist.  Weiterbin  wächst  der  Radius 
unter  periodischen  Schwankungen,  wobei  jedesmal  nach  Vollendung  einer  konischen 
Pendelung  Px  wieder  durch  den  Anfangspunkt  geht;  und  zwar  ist  nach  Verlauf 
von  t  Secunden  die  Grösse  des  Radius  SPX  gleich 

ym»+(e-ffH)S 
wobei 

m  b  fw  •  sin  d  •  cos  y  •  dt 

n^  «»  C%c  •  sin  d  ■  sin  y  •  dt 

y  =  fto  •  dt 

ist;  hierin  bedeutet  d  den  variablen  Horizontalneigungswinkel  der  Flugbahntan- 
gente (sonst  meist  mit  09  bezeichnet).  Die  Integrale  sind  zu  erstrecken  von  dem 
Moment  ab,  wo  das  Geschoss  die  Mündung  passiert,  bis  zum  Verfluss  von 
t  Secunden,  der  Kreismittelpunkt  rückt  wie  früher  rechts  schief  abwärts. 

pag.  295:  in  Figur  73  sollte  die  Curve  vom  Scheitel  aus  rascher  nach  bei- 
den Seiten  abfallen  und  sich  den  Mitten  der  oberen  Rechtecksseiten  mehr  anlegen. 

pag.  318  rechts,  Zeile  20  lies:  „fast  genau  die  Hälfte",  statt:  „die  Hälfte11. 

pag.  398  Zeile  6,  lies  „nicht  auf1  statt  „auf  wenig44. 

pag.  407  Figur  87:  a  bedeutet  den  Winkel  ABC:  AB  ist  gleich  der  Längen- 
einheit. 

pag.  414  Figur  94:  die  Miitelpunkte  der  Kreisbögen  sind  der  Reihe  nach 
4>,  n,  m;  die  Radien  sind  2 -4m,  2  •  na,  2-tna. 

pag.  417  Figur  98:  die  Funkenstrecke  links  ist  mit  B  zu  bezeichnen. 

pag.  435  Figur  107:  die  Strecke  E^KX  ist  etwas  zu  gross  gezeichnet. 

pag.  488  Tabellen,  Nr.  XVI  bis  XX;  die  Fortsetzung  der  Hojel-Vallier'- 
schen  Tabellen  über  700  m  Geschwindigkeit  hinaus  bis  1200  m  sehe  man  in  der 
kleinen  neuerdings  erschienenen  Schrift  vonVallier:  balistique  ext&ieure,  Theil  der 
Encyclopldie  scientifique  des  Aide-Mämoire,  publice  sous  la  direction  de  M.  Läaute*, 
Membre  de  llnstitut;  Paris,  Gauthier  Villars,  ohne  Datum. 
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Fortsetzung. 

pag.  7  Z.  11,  ebenso  pag.  59  Z.  13  u.  pag.  83  Z.  28  lies  Legendre  statt  Legendre. 
pag.  10  Z.  22  u.  27  lies  Crehore  statt  Crenore. 

pag.  50  Z.  10  u.  11  lies  0,0(6)529t;  u.  0,0(5)117t>  statt  0,0(6)629  u.  0,0(5)117. 
pag.  53  Z.  25—27  und  ebenso  pag.  389  lies  0,0(4)6884;  0,0(9)6709;  0,0(4)9404 
statt  0,05834;  0,06709;  0,09404. 

Zu  pag.  54  u.  pag.  509  ist  hinzuzufügen:  Die  neueste  Fortsetzung  seiner 
Untersuchung  hat  Siacci  zu  folgendem  Luftwiderstandsgesetz  geführt:  Die  Ver- 
zögerung f(v)  durch  den  Luftwiderstand  mit  Siacci's  Bezeichnungen  (pag.  609)  ist 

m  =  *^  •  [0,2002  •  •  -  48,05  +  V(Ö4648  •  .  -  47,96)»+  9,6  +  °'°442 ' »  ~ .^1 . 

L  871  +  (2Öö)      J 

dieses  Gesetz,  welches  noch  die  jüngsten  Versuche  Krupp1  s  vom  9.  Jan.  1896 
berücksichtigt  und  die  Geschossgeschwindigkeiten  bis  v  =  1200  m  umfasst,  fällt 
für  v  =  0  bis  v  =  240  mit  dem  quadratischen  Gesetz  von  Newton  und  für  grosse 
Geschwindigkeiten  mit  dem  linearen  Gesetz  von  Chapel  zusammen,  weist  auch 
zwei  Punkte  rascher  Aenderung  von  f(v),  bei  t?  =  340m  (Schallgeschw.)  und  bei 
t?  =  426m  auf;  Siacci  hat  für  f(v)  eine  Tabelle  gegeben  und  beabsichtigt,  die 
ballistischen  Functionen  D,  A,  J,  T,  ß  damit  neu  zu  berechnen. 

pag.  114  Z.  2  u.  4,  ebenso  pag.  369,  pag.  378,  pag.  896  lies  sec9a  statt 
sec8«  als  Zählerfaktor  der  grösseren  Bruchausdrücke. 

pag.  132  Z.  6  u.  7  lies 

AlB^^AtBl^^-AtBi =-Y-0,2   (statt  ^£=^^=^£,=  .=0,2) 

und  BXB%  =  i- B9 Bt i--0,l    (statt   BtBt^BtBA =  0,1); 

dieselbe  Verbesserung  bezieht  sich  auf  die  Figur  32,  sowie  auf  pag.  181  Z.  12. 
Hinzuzufügen  ist:  Diese  graphische  Methode  lässt,  besonders  bequem  bei  Anwen- 
dung der  Krupp1  sehen  Tabelle,  mehrere  Modificationen  und  Vereinfachungen  zu; 
das  Polygon  OCCxC%. . .  kann  im  weiteren  Verlauf  unabhängig  von  der  Anfangs- 
tangente construirt  werden;  die  Tangente  in  C  ist  die  Verbindungslinie  der  Mitte 
von  OB  mit  C  u.  s.  f.;  die  Curve  setzt  sich  dann  aus  mehreren  Parabelbögen  zu- 
sammen. 

pag.  193  Z.  23  lies  x •  (±1™&  + 1)    statt  x •  (!L™1  _  i)  .    und  letzte 

\v0  •  cos  a        /  \1?0  •  cos  a        / 

Zeile,  ist  der  Winkel  ß  zu  unterscheiden  von  dem  Siacci'schen  Faktor  ß. 

pag.  332  Z.  1—4  zu  ändern  in:  „wenn  dagegen  das  betr.  ballist.  Element 
im  Abgangspunkt  besonders  genau  bekannt  ist,  so  ändert  sich . .  .u. 

Zu  pag.  409,  Nr.  F,  2 :  Noch  geeigneter  für  die  graphische  Auflösung  reeller 
cubischer  Gleichungen  als  die  erwähnten  Apparate  ist  eine  ebenfalls  von  Prof. 
Mehmke  herrührende  Modification  einer  graphischen  Tafel  von  M.  d'Ocagne; 
vgl.  den  Katalog  mathem.  Apparate  etc.,  herausgeg.  von  W.  Dyck,  München  bei 
Wolf  1892,  pag.  168  Nr.  44,  4  und  Nachtrag  pag.  9,  Nr.  40,  d;  ferner  d'Ocagne, 
Nomographie,  les  calculs  usuels  effectue's  au  moyen  des  abaques,  Paris,  Gauth. 
Vill.  1891. 

pag.  446  ist  Zeile  1 — 9  zu  streichen. 
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